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1 ÅéóáãùãÞ

Óôï ôìÞìá áõôü èá ìåëåôÞóïõìå ôç äïìÞ äåäïìÝíùí ôïõ êáôáêåñìáôéóìïý ìå áíïéêôÞ äéåýèõíóç (open
addressing), êáé ãéá ôçí áêñßâåéá èá äþóïõìå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ìÝóï áñéèìü ôùí åëÝã÷ùí (probes)
ðïõ áíáìÝíïíôáé íá ðñáãìáôïðïéçèïýí ãéá áíåðéôõ÷Þ êáé åðéôõ÷Þ áíáæÞôçóç. Óçìåéþíåôáé üôé ìßá
áíåðéôõ÷Þò áíáæÞôçóç Ý÷åé ùò áðïôÝëåóìá íá ìç âñåèåß ôï óôïé÷åßï ðïõ øÜ÷íïõìå, óå áíôßèåóç ìå ôçí
åðéôõ÷Þ áíáæÞôçóç üðïõ ôï óôïé÷åßï ðïõ áíáæçôïýìå åßíáé Ýíá áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá. Ç óõæÞôçóÞ
ìáò âáóßæåôáé óôçí áíÜëõóç ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôï âéâëßï [1].

2 ÁíÜëõóç

¸óôù ðßíáêáò êáôáêåñìáôéóìïý ìåãÝèïõò m. Áí ï ðßíáêáò Ý÷åé áðïèçêåõìÝíá n óôïé÷åßá, ôüôå ïñß-
æïõìå ùò � = n=m ôïí ðáñÜãïíôá öüñôùóçò (load factor) ôïõ ðßíáêá. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç ôéìÞ ôïõ
� âñßóêåôáé ìåôáîý ôïõ 0 (Üäåéïò ðßíáêáò) êáé ôïõ 1 (ãåìÜôïò ðßíáêáò). Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå
ìåñéêÜ ðïëý ÷ñÞóéìá èåùñÞìáôá ðïõ ìáò åðéôñÝðïõí íá áîéïëïãÞóïõìå ôçí áðüäïóç ôïõ êáôáêåñìáôé-
óìïý áíïéêôÞò äéåýèõíóçò. Èá âñïýìå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá: i) ôï ìÝóï ðëÞèïò probes ãéá áíåðéôõ÷Þ
áíáæÞôçóç, ii) ôï ìÝóï ðëÞèïò probes ãéá åéóáãùãÞ åíüò óôïé÷åßïõ êáé iii) ôï ìÝóï ðëÞèïò probes ãéá
åðéôõ÷Þ áíáæÞôçóç.

Èá êÜíïõìå ôçí õðüèåóç üôé êáôÜ ôçí áíáæÞôçóç Þ ôçí åéóáãùãÞ åíüò óôïé÷åßïõ, êÜèå ìßá áðü ôéò m!
äéáöïñåôéêÝò áêïëïõèßåò åëÝã÷ùí ìðïñåß íá óõìâåß ìå ôçí ßäéá ðéèáíüôçôá. ¸÷ïõìå äçëáäÞ ïìïéüìïñöï
êáôáêåñìáôéóìü (uniform hashing). Åðßóçò, ãéá ôéò áíÜãêåò ôçò áíÜëõóçò èá õðïèÝóïõìå üôé ïé ôéìÝò
n êáé m åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëåò (ðçãáßíïõí óôï Üðåéñï).

Èåþñçìá 2.1. Ìå ôçí õðüèåóç üôé Ý÷ïõìå ïìïéüìïñöï êáôáêåñìáôéóìü, ôï ìÝóï ðëÞèïò ôùí probes
ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ìéá áíåðéôõ÷Þ áíáæÞôçóç óå Ýíáí ðßíáêá êáôáêåñìáôéóìïý ìå áêïéêôÞ äéåýèõíóç
åßíáé ôï ðïëý 1=(1− �), üðïõ � = n=m < 1 ï ðáñÜãïíôáò öüñôùóçò ôïõ ðßíáêá.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé áíáæçôïýìå Ýíá óôïé÷åßï x ðïõ äåí õðÜñ÷åé óôïí ðßíáêá êáôáêåñìáôéóìïý. Áõôü
óçìáßíåé üôé üëåò ïé ðñïóðåëÜóåéò óôïí ðßíáêá (åêôüò áðü ôçí ôåëåõôáßá) ìáò ïäçãïýí óå èÝóç ðïõ
ðåñéÝ÷åé Ýíá óôïé÷åßï äéáöïñåôéêü áðü ôï x, åíþ ï ôåëåõôáßïò Ýëåã÷ïò ìáò ïäçãåß óå Üäåéï êåëß. Ïñßæïõìå
ùò pi ôçí ðéèáíüôçôá áêñéâþò i èÝóåéò ôïõ ðßíáêá íá åßíáé ãåìÜôåò êáôÜ ôç äéáäéêáóßá ôùí åëÝã÷ùí
ãéá ôçí áíáæÞôçóç åíüò óôïé÷åßïõ. Ðéï óõãêåêñéìÝíá:

pi = Prob{áêñéâþò i Ýëåã÷ïé ïäçãïýí óå ãåìÜôåò èÝóåéò}
Åßíáé ðñïöáíÝò üôé üôáí i > n ôüôå pi = 0. Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç óõæÞôçóç ðñïêýðôåé üôé áí óõìâïëß-
óïõìå ìå probes ôï ìÝóï áñéèìü ôùí åëÝã÷ùí, óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ôçò ìÝóçò ôéìÞò èá Ý÷ïõìå:

probes = 1 +
∞∑

i=0

i · pi (1)
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ÁíÜëõóç

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ áèñïßóìáôïò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìßá áðü ôéò óçìáíôéêÝò éäéüôçôåò ôçò ìÝóçò
ôéìÞò. Ïñßæïõìå ùò qi ôçí ðéèáíüôçôá ôïõëÜ÷éóôïí i èÝóåéò ôïõ ðßíáêá íá åßíáé ãåìÜôåò êáôÜ ôç
äéáäéêáóßá ôùí åëÝã÷ùí ãéá ôçí áíáæÞôçóç åíüò óôïé÷åßïõ. Ôüôå Ý÷ïõìå:

probes = 1 +
∞∑

i=0

i · pi = 1 +
∞∑

i=0

qi (2)

Áò ðñïóäéïñßóïõìå ôçí ôéìÞ ôïõ qi ãéá i >= 1. Ç ðéèáíüôçôá ï ðñþôïò Ýëåã÷ïò íá ïäçãÞóåé óå ãåìÜôç
èÝóç ôïõ ðßíáêá êáôáêåñìáôéóìïý éóïýôáé ìå n=m, áöïý ïé óõíïëéêÝò èÝóåéò åßíáé m áðü ôéò ïðïßåò
ïé n åßíáé ãåìÜôåò. ¢ñá ìå ðéèáíüôçôá n=m èá ÷ñåéáóôåß äåýôåñïò Ýëåã÷ïò, ï ïðïßïò ìå ðéèáíüôçôá
(n − 1)=(m − 1) èá ïäçãÞóåé ðÜëé óå ãåìÜôç èÝóç êáé èá ÷ñåéáóôåß ôñßôïò Ýëåã÷ïò. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå
Ýùò ôþñá: q1 = n=m, q2 = n=m · (n − 1)=(m − 1). Áêïëïõèþíôáò ôï óêåðôéêü áõôü, ç ðéèáíüôçôá íá
÷ñåéáóôïýí ôïõëÜ÷éóôïí i Ýëåã÷ïé åßíáé:

qi =
n
m
· n− 1
m− 1

· ::: · n− i+ 1
m− i+ 1

(3)

Åäþ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìßá ãíùóôÞ éäéüôçôá ôùí êëáóìÜôùí, ðïõ ìáò ëÝåé üôé n=m ≤ (n−j)=(m−j)
üôáí n < m êáé j ≥ 0. Óýìöùíá ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá êáé ìå áíôéêáôÜóôáóç óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç
ðáßñíïõìå ôçí áíéóüôçôá:

qi ≤
( n
m

)i
= �i (4)

Óýìöùíá ìå ôç ó÷Ýóç 4 ç ó÷Ýóç 2 ãßíåôáé:

probes = 1 +
∞∑

i=0

qi ≤ 1 + �+ �2 + �3 + ::: =
1

1− �

Ðáñáôçñïýìå ôï óçìáíôéêü ñüëï ðïõ ðáßæåé ï ðáñÜãïíôáò öüñôùóçò óôçí áðüäïóç ôïõ ðßíáêá êáôáêåñ-
ìáôéóìïý. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí ï ðßíáêáò åßíáé ãåìÜôïò êáôÜ 50%, Üñá � = 0:5, ôüôå ìå áðëÞ áíôéêáôÜ-
óôáóç èá Ý÷ïõìå 2 åëÝã÷ïõò óôç ìÝóç ðåñßðôùóç, åíþ áí åßíáé ãåìáôüò êáôÜ 90%, Üñá � = 0:9, ôüôå ï
ìÝóïò áñéèìüò åëÝã÷ùí ãßíåôáé 10 (ðÜíôá ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ áíáæçôïýìå óôïé÷åßï ðïõ äåí õðÜñ÷åé
óôïí ðßíáêá).

Åýêïëá ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé ï ìÝóïò áñéèìüò åëÝã÷ùí ãéá ôçí åéóáãùãÞ åíüò íÝïõ óôïé÷åßïõ
óå Ýíáí ðßíáêá ðïõ Ý÷åé Þäç n óôïé÷åßá êáé óõíïëéêÜ m èÝóåéò åßíáé ðÜëé 1=(1− �).

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôç óõíÝ÷åéá óôç ìåëÝôç ôïõ ìÝóïõ áñéèìïý ôùí åëÝã÷ùí óôçí ðåñßðôùóç ôçò
åðéôõ÷ïýò áíáæÞôçóçò, üôáí äçëáäÞ ôï óôïé÷åßï ðïõ áíáæçôïýìå õðÜñ÷åé óôïí ðßíáêá êáôáêåñìáôé-
óìïý. Èåùñïýìå, üôé ôï êÜèå Ýíá áðü ôá n < m áðïèçêåõìÝíá óôïé÷åßá ìðïñåß íá æçôçèåß ìå ôçí ßäéá
ðéèáíüôçôá. Éó÷ýåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

Èåþñçìá 2.2. Óå Ýíáí ðßíáêá êáôáêåñìáôéóìïý ìå áíïéêôÞ äéåýèõíóç üðïõ � = n=m < 1 ï ðáñÜãï-
íôáò öüñôùóçò, ï ìÝóïò áñéèìüò åëÝã÷ùí ãéá åðéôõ÷Þ áíáæÞôçóç, èåùñþíôáò ïìïéüìïñöï êáôáêåñìá-
ôéóìü êáé üôé êÜèå óôïé÷åßï ìðïñåß íá æçôçèåß ìå ôçí ßäéá ðéèáíüôçôá, åßíáé:

probes =
1
�
· ln 1

1− �
+

1
�

2



ÂÉÂËÉÏÃÑÁÖÉÁ ÂÉÂËÉÏÃÑÁÖÉÁ

Áðüäåéîç. Ãéá ôçí áíáæÞôçóç åíüò óôïé÷åßïõ k, óôçí ïõóßá åöáñìüæåôáé ç áêïëïõèßá åëÝã÷ùí ðïõ
ðñáãìáôïðïéÞèçêå êáôÜ ôçí åéóáãùãÞ ôïõ óôïé÷åßïõ. ÅÜí ôï k Þôáí ôï (i + 1)-ïóôü óôïé÷åßï ðïõ
ìðÞêå óôïí ðßíáêá, ï ìÝóïò áñéèìüò åëÝã÷ùí ðïõ áðáéôåßôáé ãéá ôçí åýñåóç ôïõ k óôïí ðßíáêá åßíáé
1=(1− i=m) = m=(m− i). ËáìâÜíïíôáò ôï ìÝóï üñï ãéá üëá ôá n óôïé÷åßá ðïõ âñßóêïíôáé óôïí ðßíáêá
(Üñá áðü i = 0 Ýùò n− 1) Ý÷ïõìå üôé:

probes =
1
n

n−1∑

i=0

m
m− i

=
m
n

n−1∑

i=0

1
m− i

Åßíáé ãíùóôü üôé ôï Üèñïéóìá
∑k

j=1(1=j) êáëåßôáé êáé k-ïóôüò áñìïíéêüò áñéèìüò. Áí ëïéðüí óõìâïëß-
óïõìå ìå Hk ôï Üèñïéóìá áõôü, ôüôå áðü ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ðáßñíïõìå:

probes =
1
�

(Hm −Hm−n)

Áðü ôéò éäéüôçôåò ôùí áñìïíéêþí áñéèìþí åßíáé ãíùóôü üôé ç ôéìÞ ôïõ Hk åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ln k êáé
ìéêñüôåñç áðü ln k + 1, äçëáäÞ:

ln k ≤ Hk ≤ ln k + 1

Ìå áíôéêáôÜóôáóç Hm ≤ lnm + 1 êáé Hm−n ≥ ln(m − n) (åðåéäÞ Ý÷ïõìå áöáßñåóç!) ðáßñíïõìå ôçí
ðáñáêÜôù áíéóüôçôá:

probes =
1
�

(Hm −Hm−n) ≤ 1
�

(lnm+ 1− ln(m− n)) =
1
�

ln
m

m− n
=

1
�

ln
1

1− �
+

1
�

(5)

Âéâëéïãñáößá
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