ΜΑΘΗΜΑ ΤΕΤΑΡΤΟ (29/10/03)
· Bounding the Terms (Β.Τ.Τ.)

· Παίρνοντας τα πάνω όρια βρίσκω το  Ο()

·  Παίρνοντας τα κάτω όρια βρίσκω το  Ω()

· n∑k=1 ak ≤ namax
· n∑k=1 k ≤ n∑k=1 n = n2
· Άσκηση: Να βρεθεί η πολυπλοκότητα του ∞∑k=1 k/3k
Παίρνω δυο διαδοχικούς όρους : 

((k+1)/3k+1)/(k/3k) = (k+1)/(3k)  , θέλω k ≥0 και r <1

Για να βρω το k κάνω δοκιμές :

k=1 → 2/3

k=2 → 3/6=1/2

k=3 → 4/9 ….Παρατηρώ ότι συνεχώς μικραίνει…

Άρα για k ≥1 , r =2/3<1

Τελικά :

∞∑k=1 k/3k ≤ … ≤ (1/3)(1/(1-2/3)) =1 , δηλαδή

∞∑k=1 k/3k = Ο(1)
· Γενική έκφραση : n∑k=0 ak ≤ ∞∑k=0 a0 rk = a0∞∑k=0 rk = a0 (1/1-r)

· Άσκηση :  Να βρεθεί η πολυπλοκότητα του ∞∑k=1 1/k

∞∑k=1 1/k = lim n∑k=1 1/k = lim Θ(lgn) = ∞ ΛΑΘΟΣ

Παίρνω διαδοχικούς όρους :

(1/(k+1))/(1/k) = k/k+1 <1 , άρα r =1 , επομένως δεν μπορεί να εφαρμοστεί η προηγούμενη μεθοδολογία!!

· Splitting Summations (S.S.)

· Άσκηση :  Να βρεθεί η πολυπλοκότητα του n∑k=1 k
n∑k=1 k = n/2∑k=1 k + n∑k=n/2+1 k > n/2∑k=1 0 + n∑k=n/2+1 n/2 + 1 = 


 = (n/2 +1)(n- n/2 +1 – 1) = (n/2 +1)(n/2) = Ω(n2)

· Βάζουμε ( >) γιατί επιλέγουμε να υπολογίσουμε το κάτω όριο
·  Άσκηση :  Να βρεθεί η πολυπλοκότητα του n∑k=1 k2/2k
· Β.Τ.Τ.
Παίρνω δυο διαδοχικούς όρους :
((k+1)2/2k+1)/ (k2/2k) = (k+1)2/(2k2) 

Για να βρω το k κάνω δοκιμές :

k=1 → 4/2

k=2 → 9/8

k=3 → 16/18 = 8/9 …Παρατηρώ ότι φθίνει συνεχώς, άρα r = 8/9 γιατί τότε έχω 16/18 < 1

·   S.S.

∞∑k=0 k2/2k =  2∑k=0 k2/2k + ∞∑k=3 k2/2k < 

< (0+1/2+1) + 9/8 ∞∑k=3 (8/9)k = 

= O(1) + 9/8 [∞∑k=1 (8/9)k – (8/9)1 – (8/9)2] =

= ….. = O(1)

Όπου  ∞∑k=1 (8/9)k = 1/(1-8/9) και ∑k ak ≤ ∑k a0rk = a0∑rk
· Άσκηση :  Να βρεθεί η πολυπλοκότητα του n∑k=1 1/k
· Όπου Q = 2i
n∑k=1 1/k ≤ |_lgn_|∑i=0 Q-1∑j=0 (1/(2i+j))

Κάνω δοκιμές :       Παίρνει

i=0 → j=0

1 τιμή

i=1 → j= 0…1

2 τιμές

i=2 → j= 0…3

4 τιμές




8 τιμές




16 τιμές …κλπ


≤|_lgn_|∑i=0 Q-1∑j=0 1/2i = |_lgn_|∑i=0 1/2i (2i) =


= |_lgn_|∑i=0 1 = |_lgn_| + 1

· Για να ισχύει το : 
n∑k=1 1/k = |_lgn_|∑i=0 Q-1∑j=0 (1/(2i+j)) πρέπει n=2κάτι
· Επαγωγή
· Άσκηση :  Να δειχθεί ότι το n∑k=0 3k είναι πολυπλοκότητας Ο(3n)
· Θέλουμε n∑k=0 3k ≤ c 3n , με c κάποια σταθερά
· n=0  : 30 =1 ≤ c1 = c30 ισχύει αν c ≥ 1
· n=k  : n∑k=0 3k ≤ c 3n
· n=k+1 : n+1∑k=0 3k ≤ c 3n+1 → n+1∑k=0 3k ≤ 3n+1 + c3n =
= 3n (3+c) ≤ c3n+1





για να ισχύει αυτό θα πρέπει : 







3+c ≤ 3c ( c≥  3/2

· Constructive Induction ( Εποικοδομητική Επαγωγή )
· Λέγεται εποικοδομητική γιατί απαιτεί φαντασία (!!!)
· Π.χ.
· f(n) = 0 , αν n=0

f(n) = n+ f(n-1) , αλλιώς
Υποθέτουμε ότι το f(n) = an2 + bn + c (1)


άρα  f(n) = n+a(n-1)2 + b(n-1) + c =



   = an2 + (1+b-2a)n + (a-b+c)  (2)

Από (1) και (2) προκύπτει ότι a=1/2 και b=a=1/2 και επειδή f(0) = 0 άρα c = 0, τελικά f(n) = n2/2 + n/2

· Άσκηση : Να δειχθεί ότι t(n) = Θ(n!) , δηλαδή ότι έχω Ο(n!) και Ω(n!) 
· t(n) = a    ,    n=1
t(n) = bn2 + nt(n-1) , αλλιώς
a,b > 0

· Θα αποδείξω πρώτα το  Ω(n!)
Θα πρέπει t(n) ≥ un! ( u : σταθερά) 
Επαγωγή : 

Δεχόμαστε ότι ισχύει : t(n-1) ≥  u(n-1)!

t(n) ≥ bn2 + nu(n-1)! = bn2 + un! ≥ un!

και επειδή t(1) =a και t(1) ≥ u → u =a

· Θα αποδείξω τώρα το Ο(n!)
Πρέπει : t(n) ≤ vn! ή καλύτερα t(n) ≤ vn! – wn

t(n) ≤ bn2 + n[v(n-1)! – w(n-1)]= vn! + ((b-w)n+w)n

Πρέπει ((b-w)n+w) ≤ -w → αρκεί : w≥ bn/(n-2)

Για n=3 → w≥3b 

Άρα για κάθε n≥3 αρκεί w≥3b

