ΜΑΘΗΜΑ ΕΒΔΟΜΟ (7/11/03)
· Πως θα λύνουμε αναδρομικές εξισώσεις : SOSOSOSOSSOSOSOSOSOS!!!!
· Ομογενείς αναδρομικές εξισώσεις 

· Μη ομογενείς αναδρομικές εξισώσεις 

· Αλλαγή Μεταβλητής


· Ανάγει τις εξισώσεις σε ομογενείς ή μη ομογενείς 

· Μετασχηματισμός Πεδίου

· Ανάγει τις εξισώσεις σε ομογενείς ή μη ομογενείς 

· ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΑΝΑΔΡΟΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ : 

· Έστω η αναδρομική ομογενής γραμμική εξίσωση :

· Ομογενής : ίση με το μηδέν

· Γραμμική  δεν περιέχει τετράγωνα 

· a0tn + a1tn-1 + …. + aktn-k = 0
· υποθέτουμε ότι η λύση είναι τύπου : tn = xn
άρα :  a0xn + a1xn-1 + …. + akxn-k = 0 (
           



         ( a0xk + a1xk-1 + … + ak = 0 



H  (a0xk + a1xk-1 + … + ak = 0) ονομάζεται χαρακτηριστική εξίσωση 



Τελικά : tn = k∑i=1 cirin  όπου ci σταθερές και ri είναι οι ρίζες, όλες 

διακριτές μεταξύ τους

· ΑΣΚΗΣΗ

· tn – 3tn-1 – 4tn-2 = 0 (είναι ομογενής ,γραμμική ,αναδρομική)

· με αρχικές συνθήκες t0=0 και t1=1
· ΛΥΣΗ

·  tn – 3tn-1 – 4tn-2 = 0 ( xn – 3xn-1 – 4xn-2 = 0 (
 ( x2 – 3x –4 =0 με r1= -1 και r2= 4

tn= c1r1n + c2r2n     από τις αρχικές συνθήκες έχω : 

t0= 0 = c1+c2 και  t1 = 1 = -c1 + 4c2
και τελικά λύνοντας το σύστημα έχω: c1= -1/5, c2= 1/5 

άρα : tn = (-1/5)(-1)n + (1/5)(4)n  ← O(4n)

· ΑΣΚΗΣΗ
· tn= tn-1 + tn-2      ,   n ≥2,   t0 = 0  και t1 = 1 

· tn - tn-1 - tn-2 = 0 ( xn – xn-1 –xn-2 = 0 ( x2 –x –1 = 0 

όπου οι ρίζες είναι r1= (1+√5)/2 και r2= (1-√5)/2  

tn =  c1r1n + c2r2n  

t0 = 0 = c1 + c2 και t1= 1 = c1 (1+√5)/2  + c2 (1-√5)/2  

και τελικά : c1 = 1/√5 ,  c2 = -1/√5

άρα : tn = (1/√5) ((1+√5)/2 )n + (-1/√5) ((1-√5)/2 )n  

δηλαδή : O(r1n)

· ΑΣΚΗΣΗ (περίπτωση πολλαπλής ρίζας 
· tn = 5tn-1 –8tn-2 +4tn-3 ,  n ≥3 , t0= 0 και t1= 1 και t2= 2

· tn -5tn-1 +8tn-2 -4tn-3 =0 ( xn –5xn-1 +8xn-2 –4xn-3 = 0 (
 ( x3 –5x2 +8x –4 = 0 ( (x-1)(x-2)2 =0 
       tn = c1r1n + c2r2n + c3nr2n 

(ΓΕΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ : αν είχα (x-1)k= 0 τότε θα ήταν 



tn = c1r1n + c2nr1n + c3n2r1n +…..+ cknk-1r1n  )

t0 =0 = c1 +c2



c1 = -2

t1 =1 = c1 +2c2 + 2c3        (               c2 = 2

t2 =2 = c1 +4c2 + 8c3


 c3 = -1/2 

δηλαδή τελικά έχω : tn = 2n+1 - n2n-1 –2 ←  O(2n(2-(n/2))) 

· MΗ ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΑΝΑΔΡΟΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  A :
· Γενική μορφή :
· a0tn + a1tn-1 + a2tn-2 +…. + aktn-k = bn p(n) (
   (   a0xk + a1xk-1 +…. + ak)(x-b)d+1 
 
όπου d είναι ο βαθμός του p(n) 

· ΑΣΚΗΣΗ
· tn –2tn-1 = 3n 

· από την εξίσωση συμπεραίνω ότι b=3 και p(n)=1

1. πολλαπλασιάζω με 3 : 3tn –6tn-1 = 3n+1
2. βάζω στην αρχική όπου n←n+1 , οπότε :                  tn+1 –2tn = 3n+1 και αφού η 1 και η 2 είναι ίσες έχω :
3. tn+1 –5tn +6tn-1 = 0 ( xn+1 –5xn + 6xn-1 =0 (
( x2 –5x + 6 =0 ( (x-2)(x-3) = 0 και συνεχίζω όπως πριν …  

· ΑΣΚΗΣΗ
· tn –2tn-1 = (n+5)3n
1. πολλαπλασιάζω με 9 : 9tn –18tn-1 = (n+5)3n+2
2. στην αρχική βάζω όπου n←n+2 :                              tn+2 –2tn+1 = (n+7)3n+2
3. στην αρχική βάζω όπου n←n+1και πολλαπλασιάζω με –6 :  -6tn+1 +12tn = (n+6)(-6)3n+1 

4. προσθέτω κατά μέλη τις 3 παραπάνω εξισώσεις και:
tn+2 –8tn+1 +21tn –18tn-1 = 0 (
     



        ( xn+2 –8xn+1 +21xn –18xn-1 =0 (
( x3 –8x2 +21x –18 =0 ( (x-2)(x-3)2 = 0 και    

                                        συνεχίζω όπως πριν …  

· AΣΚΗΣΗ
· tn = 2tn-1 +1 

·  tn = 2tn-1 +1 ( tn - 2tn-1 =1  παρατηρώ ότι : 
· b=1 και p(n)=1 ← d = 0

· χρησιμοποιώντας το b, το p(n) και το d καταλήγω αμέσως στο : (x-2)(x-1) =0 όπου r1 =2 και r2 =1

· tn= c1r1n + c2r2n =  c12n + c21n , από εδώ προκύπτουν τα  :
· t0 = 0= c1 + c2
· t1 = 2t0 +1 =1 = 2c1 + c2 και τελικά έχω
· tn = 2n –1 
·           MΗ ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΑΝΑΔΡΟΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ B :
· a0tn +a1tn-1 +a2tn-2 +… + aktn-k = b1n p1(n) + b2n p2(n) + … (
( (…..)(x-b1)d1+1(x-b2)d2+1….

· ΑΣΚΗΣΗ
· tn- 2tn-1 = n+ 2n  ,όπου από το δεύτερο μέρος έχω :
· από το n προκύπτει ότι : 
· b1=1 και p1(n) ← d1=1

· από το 2n προκύπτει ότι :
· b2=2 και p2(n)=1 ← d2=0

· επομένως μπορώ κατευθείαν να γράψω ότι : 
· (x-2)(x-1)2(x-2) = 0 που είναι η χαρακτηριστική εξίσωση και :
· tn = c11n + c2n1n + c32n + c4n2n και συνεχίζω κατά τα γνωστά …τελικά O(n2n) 

·  AΛΛΑΓΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 
· ΑΣΚΗΣΗ
· T(n) = 4T(n/2) +n , n>1 
· Για δική μας ευκολία δεχόμαστε την παραδοχή ότι :   
n =2k




      T(n) = 4T(n/2) +n ( T(2k) = 4T(2k-1) + 2k (





( tk =4tk-1 + 2k η οποία είναι μια μη ομογενής 
αναδρομική εξίσωση με b=2 και p(n) =1 ← d=0 




          Με αυτά τα στοιχεία προκύπτει το :






(x-4)(x-2) =0 , οπότε : tk = c14k + c22k ,η οποία δίνει : T(n) = c1n2 + c2n και από αρχικές συνθήκες που θα δίνονται συνεχίζω κατά τα γνωστά…. Τελικά : O(n2) 

***ΣΗΜΕΙΩΣΗ : Αν είχα T(n/3) η παραδοχή θα ήταν n= 3k ***

· AΣΚΗΣΗ

· T(n) = 4T(n/2) + n2 , n>1 , παραδοχή : n = 2k  
· T(n) = 4T(n/2) + n2  ( T(2k) = 4T(2k-1) + 4k ( tk = 4tk-1 +4k ( (x-4)(x-4) = 0 ( (x-4)2 =0  ,οπότε προκύπτει : 

Tk = c14k + c2k4k ← T(n) = c1n2 + c2logn(n2) 



Τελικά : O(logn(n2))

