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0

�ñüëïãïò
Ôï áí�éêåßìåíï �çò Ó÷åäßáóçò êáé ÁíÜëõóçò Áëãïñßèìùí åßíáé åîáéñå�éêÜ ðëïýóéïêáé Ý÷ïõí ãñáöåß ðïëëÜ ó÷å�éêÜ âéâëßá �üóï ó�ç äéåèíÞ üóï êáé ó�çí åëëçíéêÞâéâëéïãñáößá. Ôï ðáñüí âéâëßï åßíáé ìßá ðñïóðÜèåéá óõëëïãéêÞò áðï�ýðùóçòåíüò õëéêïý êáé ìßáò åìðåéñßáò ðïõ óõãêåí�ñþèçêáí ìå�Ü áðü ðïëëÜ ÷ñüíéáÝñåõíáò êáé äéäáóêáëßáò áí�éêåéìÝíùí ó÷å�éêþí ìå ÄïìÝò ÄåäïìÝíùí, Áëãïñßèìïõòêáé Èåùñßá �ñÜöùí.Óêïðüò �çò óõíèå�éêÞò áõ�Þò ðñïóðÜèåéáò åßíáé ç ïìïãåíïðïéçìÝíç êá�áãñáöÞìßáò äéäáê�éêÞò ðñïóÝããéóçò ðïõ èÝëåé íá åó�éÜóåé éäéáé�Ýñùò ó�ï óêÝëïò �çòÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí, üðùò áõ�Þ ðáñïõóéÜæå�áé ó�á áí�ßó�ïé÷á êëáóéêÜ âéâëßáêáé Üñèñá, áëëÜ êáé óå óõíäõáóìü ìå �çí áíÜëõóç êëáóéêþí Äïìþí ÄåäïìÝíùí(êÜ�é ðïõ äåí åßíáé ÷ñïíéêÜ åöéê�ü ìÝóá áðü Ýíá åîáìçíéáßï ìÜèçìá ÄïìþíÄåäïìÝíùí). Êïéíüò äå ðáñïíïìáó�Þò �ùí åîå�áæüìåíùí áí�éêåéìÝíùí åßíáéìßá åí �Ýëåé engineering ìåèïäïëïãßá ìå óêïðü �çí åðßëõóç êÜèå óõãêåêñéìÝíïõðñïâëÞìá�ïò ìÝóù ðïëëþí åíáëëáê�éêþí �å÷íéêþí, ðïõ óõãêñßíïí�áé êáé áîéïëïãïýí�áé.Åëðßæïõìå ü�é �ï óõããñáöéêü áõ�ü ðüíçìá èá áðï�åëÝóåé óçìáí�éêü âïÞèçìáóå êÜèå öïé�ç�Þ êáé åðéó�Þìïíá ðïõ åíäéáöÝñå�áé ãéá �çí ðåìð�ïõóßá �ïõ äïìçìÝíïõêáé ìç �å�ñéììÝíïõ ðñïãñáììá�éóìïý. Óêïðßìùò ç âéâëéïãñáößá åßíáé åê�åíÞòþó�å ï áíáãíþó�çò (ï öïé�ç�Þò) íá ðáñï�ñõíèåß �þñá ó�ç ìåëÝ�ç �çò ðáñá÷èåßóáòãíþóçò, êáé áñãü�åñá ó�çí ðáñáãùãÞ íÝáò ãíþóçò áðü �ïí ßäéï. Ìå �ç ìåëÝ�ç�ïõ âéâëßïõ áõ�ïý (êáèþò êáé Üëëùí áí�ßó�ïé÷ùí), üëï êáé ðåñéóóü�åñï èá1



2 ÊåöÜëáéï 0. �ñüëïãïòáðëþíå�áé ç ðåðïßèçóç ó�ïí �üðï ìáò, ü�é ç áíÜð�õîç ðïéï�éêïý ëïãéóìéêïý,áðáé�åß �çí ðëÞñç êá�áíüçóç �çò èåùñßáò �ùí Äïìþí ÄåäïìÝíùí êáé �ùíÁëãïñßèìùí. Ìå �ç âïÞèåéá �ïõ áíáãíþó�ç êáé �çí êñé�éêÞ �ïõ áí�ßëçøçãéá �ï ðåñéå÷üìåíï �ïõ âéâëßïõ áõ�ïý êáé ìÝóá áðü �ç ãüíéìç óõæÞ�çóç êá�Ü�ç äéäáóêáëßá �ïõ, åëðßæïõìå ü�é ìåëëïí�éêÜ �ï âéâëßï áõ�ü èá áðïê�Þóåéìåãáëý�åñç ðïéï�éêÞ åìâÝëåéá óå ó÷Ýóç ìå �éò åðéäéþîåéò �ùí õðïãñáöüí�ùí.ÉùÜííçò Ìáíùëüðïõëïò, Èåóóáëïíßêç ÄåêÝìâñéïò 2008Óðõñßäùí Óéïý�áò, ÊÝñêõñáÁèáíÜóéïò Ôóáêáëßäçò, �Ü�ñáÊùíó�áí�ßíïò Ôóß÷ëáò, Èåóóáëïíßêç



1

ÅéóáãùãÞ
�åñéå÷üìåíá Êåöáëáßïõ1.1 Ï Áëãüñéèìïò ùò �ñþ�ç ¾ëç . . . . . . . . . . . . . 41.2 Ìßá �ñþ�ç �åýóç Áëãïñßèìïõ . . . . . . . . . . . . . 71.3 ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí. �éá�ß; . . . . . . . . . . . . . . 91.4 Êïó�ïëüãçóç �ñÜîåùí êáé Åí�ïëþí . . . . . . . . . . 101.5 ÅðéëïãÞ �ïõ Âáñüìå�ñïõ . . . . . . . . . . . . . . . . 161.6 ÁíÜëõóç ÌÝóçò êáé ×åéñü�åñçò �åñßð�ùóçò . . . . . 181.7 ÂéâëéïãñáöéêÞ ÓõæÞ�çóç . . . . . . . . . . . . . . . . 211.8 ÁóêÞóåéò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3



4 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞÇ Ýííïéá �ïõ áëãïñßèìïõ (algorithm) åßíáé ãíùó�Þ ó�ï öïé�ç�Þ �çò �ëçñïöïñéêÞòáðü áñêå�Ü ìáèÞìá�á �ùí ðñþ�ùí Þäç åîáìÞíùí óðïõäþí �ïõ. Ç Ýííïéá åßíáéêåí�ñéêÞ ãéá �çí �ëçñïöïñéêÞ êáé ç ìåëÝ�ç �çò åßíáé ðïëý åíäéáöÝñïõóá ãéá�ßáðï�åëåß �çí ðñþ�ç ýëç ãéá �çí åìâÜèõíóç ó�á åðéìÝñïõò áí�éêåßìåíá �çò Èåùñç�éêÞò�ëçñïöïñéêÞò (üðùò �ëþóóåò êáé Áõ�üìá�á, Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�á,Êñõð�ïãñáößá êëð), êáèþò êáé ó�éò Üëëåò ãíùó�éêÝò ðåñéï÷Ýò �çò �ëçñïöïñéêÞò,üðùò ó�éò ÂÜóåéò ÄåäïìÝíùí, �á Äßê�õá, �çí Åðåîåñãáóßá Åéêüíáò, �çí Ôå÷íç�ÞÍïçìïóýíç, ó�ïí �áãêüóìéï Éó�ü êïê. �åíéêü�åñá, ï üñïò áõ�üò ÷ñçóéìïðïéåß�áéãéá íá äçëþóåé Ýíá óõãêåêñéìÝíï óýíïëï âçìÜ�ùí-åíåñãåéþí ãéá �çí åðßëõóçðñïâëçìÜ�ùí.Ç ëÝîç áëãüñéèìïò ðñïÝñ÷å�áé áðü �ï üíïìá åíüò �Ýñóç ìáèçìá�éêïý AbuJa'far Mohammed ibn Musa al Khowarizmi ðïõ Ýæçóå �ïí 9ï áéþíá ì.×. ÇëÝîç \al Khowarizmi" óçìáßíåé \áðü �ï Khowarazm" ðïõ åßíáé ç óçìåñéíÞðüëç Khiva �ïõ Ïõæìðåêéó�Üí. Ç ëÝîç, ëïéðüí, áëãüñéèìïò ðñïÝñ÷å�áé áðü �ïKhowarizmi, ðïõ Þ�áí ç ðá�ñßäá �ïõ ìáèçìá�éêïý áõ�ïý.Ìïëïíü�é ç ëÝîç áëãüñéèìïò äåí áíÜãå�áé ó�ï áðþ�á�ï ðáñåëèüí, åí�ïý�ïéòïõóéáó�éêÜ ç Ýííïéá åß÷å óõëëçöèåß ó�çí Áñ÷áßá ÅëëÜäá. Áñêåß íá èõìçèïýìå�ï êüóêéíï �ïõ Åñá�ïóèÝíç ãéá �çí åýñåóç ðñþ�ùí áñéèìþí Þ �ç ìÝèïäï �ïõÅõêëåßäç ãéá �çí åýñåóç �ïõ ìÝãéó�ïõ êïéíïý äéáéñÝ�ç äýï áñéèìþí. ÁëëÜìÞðùò êÜèå åíÝñãåéá ó�çí êáèçìåñéíÞ ìáò æùÞ äåí ìðïñåß íá ÷áñáê�çñéóèåß ùòáëãüñéèìïò; �éá ðáñÜäåéãìá, �é åßíáé ìßá óõí�áãÞ ìáãåéñéêÞò Þ ç äéáäéêáóßááíÜëçøçò ÷ñçìÜ�ùí áðü ìßá áõ�üìá�ç �áìåéáêÞ ìç÷áíÞ óå ìßá �ñÜðåæá, Þáêüìç ç äéáäéêáóßá ðïëëáðëáóéáóìïý äýï áêåñáßùí, ðñÜîç ðïõ ìáèáßíïõìåáðü �çí ðñþ�ç �Üîç �ïõ äçìï�éêïý ó÷ïëåßïõ; Ó�á ðëáßóéá �ïõ âéâëßïõ áõ�ïýèá áó÷ïëçèïýìå ìå áëãïñßèìïõò êáé �å÷íéêÝò áíÜëõóÞò �ïõò, ïé ïðïßïé Ý÷ïõíðñï�áèåß �á �åëåõ�áßá 25 ÷ñüíéá.1.1 Ï Áëãüñéèìïò ùò �ñþ�ç ¾ëç¸íáò �õðéêüò ïñéóìüò �çò Ýííïéáò �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ï åîÞò.Ïñéóìüò.Áëãüñéèìïò åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï åí�ïëþí, áõó�çñÜ êáèïñéóìÝíùíêáé åê�åëÝóéìùí óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï, ïé ïðïßåò ü�áí áêïëïõèçèïýí åðé�õã÷Üíå�áéÝíá åðéèõìç�ü áðï�Ýëåóìá Þ åðéëýå�áé Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá. 2ÅðéðñïóèÝ�ùò, ìßá áêïëïõèßá åí�ïëþí ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß �á áêüëïõèáêñé�Þñéá þó�å íá èåùñåß�áé áëãüñéèìïò:



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 51. Åßóïäïò (input). Êáìßá, ìßá Þ ðåñéóóü�åñåò ðïóü�ç�åò íá äßíïí�áé ùòåßóïäïé ó�ïí áëãüñéèìï.2. ¸îïäïò (output). Ï áëãüñéèìïò íá äçìéïõñãåß �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá ðïóü�ç�áùò áðï�Ýëåóìá.3. Êáèïñéó�éêü�ç�á (de�niteness). ÊÜèå åí�ïëÞ íá êáèïñßæå�áé ÷ùñßò êáìßááìöéâïëßá ãéá �ïí �ñüðï åê�ÝëåóÞò �çò.4. �åñá�ü�ç�á (�niteness). Ï áëãüñéèìïò íá �åëåéþíåé ìå�Ü áðü ðåðåñáóìÝíáâÞìá�á åê�Ýëåóçò �ùí åí�ïëþí �ïõ. Ìßá äéáäéêáóßá ðïõ äåí �åëåéþíåéìå�Ü áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñéèìü âçìÜ�ùí ëÝãå�áé áðëþò õðïëïãéó�éêÞäéáäéêáóßá (
omputational pro
edure).5. Áðï�åëåóìá�éêü�ç�á (e�e
tiveness). ÊÜèå ìåìïíùìÝíç åí�ïëÞ �ïõ áëãïñßèìïõíá åðáñêþò áðëÞ Ý�óé þó�å íá ìðïñåß íá åê�åëåó�åß áðü Ýíá Ü�ïìï ìå÷ñÞóç ÷áñ�éïý êáé ìïëõâéïý. Äåí áñêåß äçëáäÞ íá åßíáé ïñéóìÝíç (êñé�Þñéï3) áëëÜ ðñÝðåé íá åßíáé êáé åê�åëÝóéìç.Áðü �ïí NiklausWirth (ðïõ ðáñïõóßáóå �çí ðñþ�ç äïìçìÝíç ãëþóóá ðñïãñáììá�éóìïý,�çí Pas
al) äéá�õðþèçêå �ï 1976 äéá�õðþèçêå ç åîßóùóç:Áëãïñéèìïé+Äïìåò Äåäïìåíùí = �ñïãñáììá�á (1.1)ðïõ äçëþíåé ü�é ïé áëãüñéèìïé óõíõöáóìÝíïé ìå �éò áðáñáß�ç�åò äïìÝò óå ìßááäéÜóðáó�ç åíü�ç�á, áðï�åëïýí �ç âÜóç êÜèå ðñïãñÜììá�ïò, äçëáäÞ �åëéêÜêÜèå åöáñìïãÞò. ÅðïìÝíùò, ç áíÜëõóç �ùí áëãïñßèìùí ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóåéó�á ðëáßóéá áõ�ïý �ïõ âéâëßïõ, ìðïñåß íá äéåêðåñáéùèåß ìüíï Ý÷ïí�áò ó�ïõðüâáèñï ü�é ïé áëãüñéèìïé åðåíåñãïýí óå êÜðïéåò óõãêåêñéìÝíåò äïìÝò äåäïìÝíùí.¸íá Üëëï ó÷üëéï ðïõ ðñïêýð�åé ðáñá�çñþí�áò �çí Åîßóùóç 1.1 åßíáé ü�éç Ýííïéá �ïõ áëãüñéèìïõ äåí �áõ�ßæå�áé ìå �çí Ýííïéá �ïõ ðñïãñÜììá�ïò. Ôïäåý�åñï åßíáé ìßá õëïðïßçóç �ïõ ðñþ�ïõ ìå �ç âïÞèåéá �ùí åí�ïëþí êáé �ùíåñãáëåßùí åíüò ðñïãñáììá�éó�éêïý ðåñéâÜëëïí�ïò. Óå ó÷Ýóç ìå �á áíù�Ýñùêñé�Þñéá, Ýíá ðñüãñáììá äåí éêáíïðïéåß áíáãêáó�éêÜ �ï 4ï êñé�Þñéï �çò ðåñá�ü�ç�áò(ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýíá ëåé�ïõñãéêü óýó�çìá åê�åëåß äéáñêþò Ýíáí á�Ýñìïíá âñü÷ïðåñéìÝíïí�áò åí�ïëÝò íá åéóÝëèïõí ó�ï óýó�çìá). Ó�ï âéâëßï áõ�ü èá áó÷ïëçèïýìåìå áëãïñßèìïõò ðïõ ðëçñïýí �ï êñé�Þñéï áõ�ü (äçëáäÞ, �åñìá�ßæïõí ðÜí�ï�å).Ëüãù �çò óçìáí�éêü�ç�áò �ïõ áí�éêåéìÝíïõ êáé �çò êåí�ñéêü�ç�áò �ïõòó�çí åðéó�Þìç, ç �ëçñïöïñéêÞ óõ÷íÜ ïñßæå�áé ùò ç åðéó�Þìç ðïõ ìåëå�Ü �ïõòáëãïñßèìïõò áðü �ç óêïðéÜ:



6 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ1. �ïõ õëéêïý. Ïé äéÜöïñåò �å÷íïëïãßåò õëéêïý åðçñåÜæïõí �çí áðïäï�éêü�ç�áåíüò áëãïñßèìïõ (üðùò ð.÷. ó�ïí �ïìÝá �çò ó÷åäßáóçò ïëïêëçñùìÝíùíêõêëùìÜ�ùí VLSI).2. �ùí ãëùóóþí ðñïãñáììá�éóìïý. Ôï åßäïò �çò ãëþóóáò ðñïãñáììá�éóìïýðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé (÷áìçëïý Þ õøçëïý åðéðÝäïõ) áëëÜæåé �ç ìïñöÞ êáé�ïí áñéèìü �ùí åí�ïëþí åíüò áëãïñßèìïõ (óå ãëþóóá assembly ð.÷. çõëïðïßçóç �ùí äïìþí åðáíÜëçøçò ãßíå�áé ìå ÷ñÞóç �çò åí�ïëÞò äéáêëÜäùóçò� jump).3. �ç èåùñç�éêÞ óêïðéÜ. Ôï åñþ�çìá ðïõ �ßèå�áé åßíáé áí ðñÜãìá�é õðÜñ÷åéáðïäï�éêüò áëãüñéèìïò ãéá �çí åðé�õ÷ßá åíüò áðï�åëÝóìá�ïò. Ç åñþ�çóçåßíáé ðïëý óçìáí�éêÞ êáé èá óõæç�çèåß ìå ðåñéóóü�åñç ëåð�ïìÝñåéá ó�á�åëåõ�áßá ìáèÞìá�á.4. �çí áíáëõ�éêÞ óêïðéÜ. Ìåëå�þí�áé ïé õðïëïãéó�éêïß ðüñïé (
omputerresour
es) ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé áðü Ýíáí áëãüñéèìï, üðùò �ï ìÝãåèïò�çò êýñéáò êáé �çò äåõ�åñåýïõóáò ìíÞìçò, ï ÷ñüíïò ãéá CPU êáé ãéá É/Ïêëð. Ôï áí�éêåßìåíï áõ�ü èá åîçãçèåß ðëçñÝó�åñá ó�ç óõíÝ÷åéá.�ñïöáíþò åìåßò ó�á ðëáßóéá áõ�ïý �ïõ ìáèÞìá�ïò èá ó�áèïýìå ó�çí �åëåõ�áßáïð�éêÞ ãùíßá.ÔÝëïò, ãéá íá �åëåéþíïõìå ìå áõ�Ü ðïõ ðñÝðåé íá èõìçèïýìå êáé íá ðåñÜóïõìåóå íÝá èÝìá�á, ðñÝðåé íá áíáöÝñïõìå êáé �ïõò �ñüðïõò ðáñïõóßáóçò �ùí áëãïñßèìùí,ïé ïðïßïé åßíáé ïé åîÞò �ñåßò:1. ìå �çí ðåñéãñáöÞ �ïõ óå öõóéêÞ ãëþóóá (natural language) Þ ìå åëåýèåñïêåßìåíï (free text). Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ÷ñåéÜæå�áé ðñïóï÷Þ ãéá�ßìðïñåß íá ðáñáâéáóèåß �ï �ñß�ï êñé�Þñéï �ïõ ïñéóìïý.2. ìå �ç ÷ñÞóç åíüò äéáãñÜììá�ïò ñïÞò (
ow 
hart).3. ìå êùäéêïðïßçóç (
oding), äçëáäÞ ìå Ýíá ðñüãñáììá ðïõ ü�áí åê�åëåóèåßèá äþóåé �á ßäéá áðï�åëÝóìá�á ìå �ïí áëãüñéèìï.Ôá äéáãñÜììá�á ñïÞò ÷ñçóéìïðïéïýí�áí åê�å�áìÝíá ó�ï ðáñåëèüí ãéá �çí áëãïñéèìéêÞðåñéãñáöÞ ðñïâëçìÜ�ùí. Ùó�üóï óÞìåñá Ý÷ïõí åãêá�áëåéöèåß äéü�é: (á) äåíðëçñïýí ìßá óçìáí�éêÞ éäéü�ç�á �ïõ ðñïãñáììá�éóìïý, äçëáäÞ äåí åßíáé äïìçìÝíá,êáé (â) äåí åßíáé ëåé�ïõñãéêÜ ãéá óýíèå�á ðñïâëÞìá�á. Ïé áëãüñéèìïé �ïõâéâëßïõ áõ�ïý åßíáé êùäéêïðïéçìÝíïé åß�å óå øåõäïãëþóóá, åß�å óå ãëþóóáðñïãñáììá�éóìïý (üðùò C/C++), áëëÜ åßíáé áõ�ïíüç�ï ü�é ðïëý åýêïëá ìðïñïýííá äéá�õðùèïýí óå ïðïéáäÞðï�å ãëþóóá ðñïãñáììá�éóìïý.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 71.2 Ìßá �ñþ�ç �åýóç ÁëãïñßèìïõÓõ÷íÜ ãéá �çí åðßëõóç êÜðïéïõ ðñïâëÞìá�ïò ìðïñïýí íá ðñï�áèïýí ðåñéóóü�åñïé�ïõ åíüò áëãüñéèìïé. Óå áõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéò ðñÝðåé íá äéáðéó�ùèåß ðïéüò åßíáéï êáëý�åñïò êáé õðü ðïßåò óõíèÞêåò. Áò ðñïóÝîïõìå �ïí åðüìåíï øåõäïêþäéêáêáé áò ðñïóðáèÞóïõìå íá êá�áíïÞóïõìå �ç ëåé�ïõñãßá �ïõ.fun
tion russe(×,Õ)1. Á[1℄ <-- ×; Â[1℄ <-- Õ;2. i <-- 1;3. while Á[i℄>1 do4. Á[i+1℄ <-- Á[i℄ div 2;5. Â[i+1℄ <-- Â[i℄+Â[i℄;6. i <-- i+1;7. prod <-- 0;8. while i>0 do9. if (Á[i℄ div 2=1) then prod <-- prod+B[1℄;10. i <-- i-1;11. return prod;Ï áëãüñéèìïò áõ�üò äÝ÷å�áé ó�çí åßóïäï äýï áêåñáßïõò áñéèìïýò × êáéÕ, ðïõ êá�á÷ùñßæåé ó�éò ðñþ�åò èÝóåéò äýï ðéíÜêùí Á êáé Â, áí�ßó�ïé÷á ó�éòäýï åí�ïëÝò 2. Ó�éò åðüìåíåò èÝóåéò �ïõ ðßíáêá Á êá�á÷ùñßæåé �ï áêÝñáéïðçëßêï �çò äéáßñåóçò �ïõ ðåñéå÷ïìÝíïõ �çò ðñïçãïýìåíçò èÝóçò äéá �ïõ äýï(ó�çí åí�ïëÞ 5), åíþ ó�ïí ðßíáêá Â êá�á÷ùñßæåé äýï öïñÝò �ï ðåñéå÷üìåíï �çòðñïçãïýìåíçò èÝóçò �ïõ ßäéïõ ðßíáêá (åí�ïëÞ 6). ÔÝëïò, ìå �ç âïÞèåéá �çòìå�áâëç�Þò prod áèñïßæåé �á ðåñéå÷üìåíá �ùí èÝóåùí �ïõ ðßíáêá Â, ü�áí �ïðåñéå÷üìåíï �ùí áí�ßó�ïé÷ùí èÝóåùí �ïõ ðßíáêá Á åßíáé ðåñé��ü (åí�ïëÝò 8-11).Óå ðñþ�ç áíÜãíùóç äåí åßíáé åýêïëï íá ãßíåé áí�éëçð�üò ï óêïðüò �ïõáëãïñßèìïõ áõ�ïý. Áò åîå�Üóïõìå Ýíá ðñáê�éêü ðáñÜäåéãìá ãéá íá êá�áëÜâïõìå�ï ìç÷áíéóìü �ïõ. ¸ó�ù ü�é äßíïí�áé ïé áñéèìïß 35 êáé 29. Ôï ðåñéå÷üìåíï�ùí äýï ðéíÜêùí êáé ç �éìÞ �çò ìå�áâëç�Þò prod äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõí üðùò öáßíå�áéó�o Ó÷Þìá 1.2.Ìðïñïýìå ðïëý åýêïëá íá äéáðéó�þóïõìå ü�é ç �åëéêÞ �éìÞ (äçëáäÞ, �ï1015) �çò ìå�áâëç�Þò prod éóïý�áé ìå �ï áðï�Ýëåóìá �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý35x29. Óå åðéâåâáßùóç, ëïéðüí, áõ�ïý ðïõ äéá�õðþèçêå ðñïçãïõìÝíùò (äçëáäÞ,ü�é ãéá �çí åðßëõóç êÜðïéïõ ðñïâëÞìá�ïò ìðïñïýí íá ðñï�áèïýí ðåñéóóü�åñïé�ïõ åíüò áëãüñéèìïé) ç óõíÜñ�çóç russe åßíáé Ýíáò åíáëëáê�éêüò �ñüðïò ãéá �çíåê�Ýëåóç �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý óå ó÷Ýóç ìå �çí �å÷íéêÞ ðïõ Ý÷ïõìå äéäá÷èåßó�ï äçìï�éêü ó÷ïëåßï. Ï �ñüðïò áõ�üò áíáöÝñå�áé óå ðïëëÝò ðçãÝò �çò âéâëéïãñáößáò



8 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞX Y prodi=1 35 29 29i=2 17 58 58i=3 8 116i=4 4 232i=5 2 464i=6 1 928 928-----1015Ó÷Þìá 1.1: �ïëëáðëáóéáóìüò áëÜ ñùóéêÜ.ùò \ðïëëáðëáóéáóìüò áëÜ ñùóéêÜ" ãéá�ß êá�Ü �çí ðáñÜäïóç åöáñìüæïí�áí ó�çñùóéêÞ ýðáéèñï ó�ï ðáñåëèüí, áí êáé ç ðá�ñü/ìç�ñü�ç�Ü �ïõ äéåêäéêåß�áé áðüðïëëïýò.Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é áõ�üò ï �ñüðïò ðïëëáðëáóéáóìïý áêåñáßùí åßíáéç âÜóç �ïõ áëãïñßèìïõ ðïõ ðñáê�éêÜ ÷ñçóéìïðïéåß�áé óå åðßðåäï êõêëùìÜ�ùí�ïõ õðïëïãéó�Þ, ãéá�ß åßíáé �á÷ý�åñïò áðü áõ�üí ðïõ ãíùñßæïõìå. Ï ëüãïò�çò �á÷ý�ç�Üò �ïõ åßíáé ü�é ó�çí ïõóßá äåí åê�åëåß ðïëëáðëáóéáóìïýò áëëÜðñïóèÝóåéò êáé ðñÜîåéò ïëßóèçóçò ðïõ ãßíïí�áé åýêïëá óå ÷áìçëü åðßðåäï (üðùò,ãéá ðáñÜäåéãìá, óå ãëþóóá C/C++).¼ðùò áíáöÝñèçêå, ó�éò óçìåéþóåéò áõ�Ýò èá ðáñïõóéÜóïõìå �ïõò áëãïñßèìïõò�üóï ìå øåõäïêþäéêá üóï êáé êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç ãëþóóá ðñïãñáììá�éóìïý.Ùó�üóï, ðñÝðåé ç äéáöïñÜ ìå�áîý áëãïñßèìïõ êáé ðñïãñÜììá�ïò íá åßíáé óáöÞò:ï ðñþ�ïò åßíáé ãåíéêü�åñïò, �ï äåý�åñï åßíáé åéäéêü�åñï �ïõ ðñþ�ïõ. Áõ�üãßíå�áé êá�áíïç�ü áí èåùñÞóïõìå �á üñéá �ïõ õëéêïý. �éá ðáñÜäåéãìá, ÝíáòáêÝñáéïò áðïèçêåýå�áé óå 4 ÷áñáê�Þñåò êáé åðïìÝíùò ìðïñåß íá ðÜñåé �éìÝò áðü-65.000 ìÝ÷ñé 65.000. ÅðïìÝíùò, äåí ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå �ïí áëãüñéèìïáëÜ ñùóéêÜ ãéá ðïëëáðëáóéáóìü áêåñáßùí ìå �éìÝò åê�üò áõ�þí �ùí ïñßùí áëëÜáêüìç êáé ãéá ðïëëáðëáóéáóìü áêåñáßùí ðïõ åßíáé ìåí åí�üò �ùí áíù�Ýñù ïñßùíáëëÜ äåí åßíáé �ï ãéíüìåíü �ïõò. Êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ãéá êÜèåáëãüñéèìï ðñÝðåé íá ðñïóäéïñßæïõìå êáé �ï áí�ßó�ïé÷ï ðåäßï ïñéóìïý (domainof de�nition).�ñïçãïõìÝíùò áíáöåñèÞêáìå óå äýï áëãïñßèìïõò ðïëëáðëáóéáóìïý áêåñáßùíðïõ, áí êáé �åëåßùò äéáöïñå�éêïß, êá�áëÞãïõí ó�ï óùó�ü áðï�Ýëåóìá. Ó�ïóçìåßï áõ�ü ðñÝðåé íá åßìáó�å ðñïóåê�éêïß êá�Ü �ç óýãêñéóç áëãïñßèìùí ãéá�ßìðïñåß äýï áëãüñéèìïé íá äéáöÝñïõí åëÜ÷éó�á ìå�áîý �ïõò áëëÜ åíäÝ÷å�áé íáåê�åëïýí ðïëý äéáöïñå�éêÝò ëåé�ïõñãßåò.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 91.3 ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí. �éá�ß;¼ðùò áíáöÝñáìå, óõíÞèùò óå êÜðïéï äåäïìÝíï ðñüâëçìá ìðïñïýìå íá åöåýñïõìåðïëëÝò åíáëëáê�éêÝò ëýóåéò. Åßíáé áíáãêáßï åðïìÝíùò ç áîéïëïãéêÞ êá�Ü�áîç�ùí åíáëëáê�éêþí ëýóåùí þó�å íá åðéëåãåß ç ðñïóöïñü�åñç. Ìéëþí�áò ìå�å÷íéêïýò üñïõò, óêïðüò ìáò åßíáé íá ðñïóäéïñßóïõìå �çí åðßäïóç (perfor-man
e) Þ �çí áðïäï�éêü�ç�á (eÆ
ien
y) �ïõ êÜèå áëãïñßèìïõ. Ôá âáóéêÜêñé�Þñéá ãéá �çí åðéëïãÞ åíüò áëãïñßèìïõ åßíáé ïé áðáé�Þóåéò �ïõ óå õðïëïãéó�éêïýòðüñïõò, äçëáäÞ:
• ï áðáé�ïýìåíïò ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò, êáé
• ï áðáé�ïýìåíïò ÷þñïò áðïèÞêåõóçò.Êáèþò ðëÝïí ç ìíÞìåò (êýñéåò êáé äåõ�åñåýïõóåò) ãßíïí�áé óõíå÷þò ìåãáëý�åñåòêáé öèçíü�åñåò, ï áðáé�ïýìåíïò ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáé �åëéêÜ �ï óçìáí�éêü�åñïêñé�Þñéï. ¢ëëá êñé�Þñéá, üðùò ç äéê�õáêÞ ÷ùñç�éêü�ç�á Þ ï áñéèìüò �ùí ðõëþí,åßíáé ðïëý ìéêñü�åñçò óçìáóßáò.ÕðÜñ÷ïõí äýï �ñüðïé ãéá íá åîå�Üóïõìå �çí åðßäïóç åíüò áëãïñßèìïõ:
• ï ðñáê�éêüò Þ åê �ùí õó�Ýñùí (a posteriori), êáé
• ï èåùñç�éêüò Þ åê �ùí ðñï�Ýñùí (a priori).Óýìöùíá ìå �ïí ðñþ�ï �ñüðï, êÜèå áëãüñéèìïò åîå�Üæå�áé óå Ýíáí õðïëïãéó�Þêáé ÷ñïíïìå�ñåß�áé êáèþò ç åßóïäüò �ïõ �ñïöïäï�åß�áé ìå äéÜöïñá äåäïìÝíá.Áõ�üò ï �ñüðïò äåí åßíáé óùó�üò áí èåùñÞóïõìå ü�é äåí ëáìâÜíåé õðüøç �ïõìßá óåéñÜ ðáñáìÝ�ñùí, üðùò:
• �ï ÷ñçóéìïðïéïýìåíï õëéêü, äçëáäÞ, �á óõãêåêñéìÝíá ÷áñáê�çñéó�éêÜ �ïõõðïëïãéó�Þ, üðùò �á÷ý�ç�á �ïõ åðåîåñãáó�Þ, �ï ìÝãåèïò �çò êýñéáò Þ �çòäåõ�åñåýïõóáò ìíÞìçò, �ç ÷ñÞóç êñõöÞò ìíÞìçò (
a
he) êïê.
• �ç ÷ñçóéìïðïéïýìåíç ãëþóóá ðñïãñáììá�éóìïý, êáèþò åßíáé ãíùó�ü ü�éõðÜñ÷ïõí �á÷ý�åñåò êáé âñáäý�åñåò ãëþóóåò ìå ðåñéóóü�åñç Þ ëéãü�åñçðñüóâáóç ó�ï öõóéêü åðßðåäï (üðùò, ãéá ðáñÜäåéãìá ïé ðáëáéü�åñåò ãëþóóåòóå áí�ßèåóç ìå �éò íåü�åñåò C/C++).
• �ï ÷ñçóéìïðïéïýìåíï ìå�áãëù��éó�Þ/åñìçíåõ�Þ, êáèþò åßíáé äõíá�üí íáõðÜñ÷ïõí äéáèÝóéìïé åìðïñéêÜ (Þ êáé äùñåÜí ìÝóá áðü �ï äéáäßê�õï)ðåñéóóü�åñïé �ïõ åíüò ìå�áãëù��éó�Ýò ðïõ ìÜëéó�á ìðïñåß íá �ñÝ÷ïõí óåäéáöïñå�éêÜ ëåé�ïõñãéêÜ óõó�Þìá�á (üðùò, ãéá ðáñÜäåéãìá, Unix, Linux,Windows êïê).



10 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ
• �ïí ðñïãñáììá�éó�Þ ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß üëá �á ðñïçãïýìåíá, êáèþò ï áíèñþðéíïòðáñÜãïí�áò åßíáé óçìáí�éêü�á�ïò óå êÜèå ðåñßð�ùóç, êáé �Ýëïò
• �á ÷ñçóéìïðïéïýìåíá äåäïìÝíá, ãéá�ß åðß ðáñáäåßãìá�é ãíùñßæïõìå ü�éêÜèå áëãüñéèìïò �áîéíüìçóçò óõìðåñéöÝñå�áé äéáöïñå�éêÜ áíÜëïãá ìå �çöýóç �ùí äåäïìÝíùí ó�çí åßóïäï.Êá�áëÞãïõìå, ëïéðüí, ü�é äåí ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí ðñáê�éêü �ñüðïáíÜëõóçò áëãïñßèìùí áëëÜ �ï èåùñç�éêü ðïõ ìáò ãëé�þíåé �ïí áðáé�ïýìåíï÷ñüíï �ïõ ðñïãñáììá�éó�Þ êáé �ïõ ìç÷áíÞìá�ïò.Ìßá âáóéêÞ ðáñÜìå�ñïò ãéá �ç èåùñç�éêÞ áíÜëõóç åßíáé �ï ìÝãåèïò �ïõðñïâëÞìá�ïò (problem size). �éá ðáñÜäåéãìá, ó�çí ðåñßð�ùóç �çò �áîéíüìçóçòn áñéèìþí, �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý äýï �å�ñáãùíéêþí ðéíÜêùí n × n, Þ �çòäéÜó÷éóçò åíüò äÝíäñïõ ìå n êüìâïõò, ëÝãå�áé ü�é �ï ìÝãåèïò �ïõ ðñïâëÞìá�ïòåßíáé n. Åßíáé äõíá�üí �ï ìÝãåèïò åíüò ðñïâëÞìá�ïò íá åêöñÜæå�áé ìå äýïáñéèìïýò áí�ß ãéá Ýíáí. �éá ðáñÜäåéãìá, Ýíáò ãñÜöïò äéáêñßíå�áé áðü �ï ðëÞèïò�ùí êïñõöþí n áëëÜ êáé �ï ðëÞèïò �ùí áêìþí m.ÄåäïìÝíïõ, ëïéðüí, åíüò ðñïâëÞìá�ïò êáé åíüò Þ ðåñéóóï�Ýñùí áëãïñßèìùíãéá �çí åðßëõóç �ïõ, óêïðüò ìáò åßíáé ç åýñåóç �çò ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò(time 
omplexity) êáé �çò ÷ùñéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò (spa
e 
omplexity) �ïõòùò óõíÜñ�çóçò �ïõ n. Ôçí ðïëõðëïêü�ç�á åêöñÜæïõìå ìå �ç âïÞèåéá åéäéêþíóõìâïëéóìþí (notation), ðïõ ßóùò ãíùñßæïõìå áðü �á ìáèÞìá�á �ùí ðñïçãïõìÝíùíåîáìÞíùí. Áõ�ïß ïé óõìâïëéóìïß åßíáé: Ï, Ù, È, ï êáé ù, êáé åî áõ�þí ïéóðïõäáéü�åñïé êáé óõ÷íü�åñá ÷ñçóéìïðïéïýìåíïé åßíáé ïé �ñåéò ðñþ�ïé. Ç Ýííïéá�çò ðïëõðëïêü�ç�áò êáé ïé Ýííïéåò �ùí óõìâïëéóìþí åßíáé �å÷íéêÝò êáé ãéá �ïëüãï áõ�ü ðñÝðåé íá ïñéóèïýí ðñïóåê�éêÜ ó�ï ÊåöÜëáéï 2.1.4 Êïó�ïëüãçóç �ñÜîåùí êáé Åí�ïëþí�ñéí ïðïéáäÞðï�å áíáöïñÜ óå áíÜëõóç áëãïñßèìùí, åßíáé áíáãêáßï íá ìåëå�Þóïõìå�á ìïí�Ýëá õðïëïãéóìïý ó�á ïðïßá åê�åëïýí�áé ïé áëãüñéèìïß ìáò. Ôá ìïí�Ýëáðïõ èá åîå�Üóïõìå åßíáé: (á) ç Ìç÷áíÞ Ôõ÷áßáò �ñïóðÝëáóçò (RandomA

ess Ma
hine - RAM), êáé (â) ç Mç÷áíÞ Äåéê�þí (Pointer Ma
hine -PM).Ìéá õðïëïãéó�éêÞ ìç÷áíÞ ìå âÜóç �ï ìïí�Ýëï RAM Ý÷åé �á åîÞò ÷áñáê�çñéó�éêÜ:
• Ý÷åé 1 åðåîåñãáó�Þ, 4 êá�á÷ùñç�Ýò, 1 óõóóùñåõ�Þ , 3 êá�á÷ùñç�Ýò äåßê�ç(index registers) êáé Ýíá Üðåéñï ðëÞèïò èÝóåùí ìíÞìçò, ïé ïðïßåò åßíáéáñéèìçìÝíåò áðü �ï 0.
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• åßíáé äõíá�Þ ç ðñïóðÝëáóç ìíÞìçò ìå õðïëïãéóìü äéåýèõíóçò, êáé
• ïé åí�ïëÝò åßíáé ìïíÞò äéåýèõíóçò (one-address), äçëáäÞ êÜèå åí�ïëÞáíáöÝñå�áé ìüíï óå ìéá èÝóç ìíÞìçò.Ôï ìïí�Ýëï �çò ìç÷áíÞò RAM áí�áðïêñßíå�áé ó�ç äïìÞ �ùí óýã÷ñïíùí õðïëïãéó�þíêáé èåùñåß ü�é ïé åí�ïëÝò �ïõ áëãïñßèìïõ ìáò åê�åëïýí�áé ç ìßá ìå�Ü �çí Üëëçêáé ü÷é �áõ�ü÷ñïíá. ÊÜèå åí�ïëÞ ðåñéëáìâÜíåé �çí åê�Ýëåóç âáóéêþí ðñÜîåùíóå äýï �éìÝò (üðùò, ÷áñáê�Þñåò, áêåñáßïõò êëð) ðïõ åßíáé áðïèçêåõìÝíåò ó�çìíÞìç �ïõ õðïëïãéó�Þ. Óçìåéþíå�áé ü�é õðÜñ÷åé êáé �ï ìïí�Ýëï �çò�áñÜëëçëçòÌç÷áíÞò Ôõ÷áßáò �ñïóðÝëáóçò (Parallel Random A

ess Ma
hine - PRAM),üðïõ èåùñåß�áé ü�é õðÜñ÷ïõí ðïëëïß åðåîåñãáó�Ýò, ïðü�å åßíáé äõíá�üí åí�ïëÝòðåñéóóü�åñåò �çò ìßáò íá åê�åëïýí�áé �áõ�ü÷ñïíá. Ôï ìïí�Ýëï PRAM äåí èáìáò áðáó÷ïëÞóåé ó�ç óõíÝ÷åéá.Ôï ìïí�Ýëï PM ðáñïõóéÜæåé �á ßäéá ÷áñáê�çñéó�éêÜ ìå �ï ìïí�Ýëï RAMìå �ç äéáöïñÜ ü�é äåí åðé�ñÝðåé �çí ðñïóðÝëáóç ìå õðïëïãéóìü äéåýèõíóçò.�ñïóðÝëáóç óå äåäïìÝíç äéåýèõíóç åßíáé äõíá�Þ ìüíï áí õðÜñ÷åé äåßê�çò óåáõ�Þ �ç äéåýèõíóç. Ôï ìïí�Ýëï PM åßíáé áóèåíÝó�åñï �ïõ RAM. ¼ìùò,ïé áëãüñéèìïé ðïõ áíáð�ýóóïí�áé üìùò óå PM åßíáé óõ÷íÜ êïìøü�åñïé, åíþðáñÝ÷ïõí �áõ�ü÷ñïíá äéáßóèçóç ãéá �çí åããåíÞ äõóêïëßá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.�éá íá åêöñÜóïõìå �çí áðï�åëåóìá�éêü�ç�á åíüò áëãïñßèìïõ (ìå âÜóç �ïìïí�Ýëï RAM) ðñÝðåé íá åê�éìÞóïõìå �ï êüó�ïò åê�Ýëåóçò êÜèå ðñÜîçò Þ/êáéêÜèå åí�ïëÞò, íá õðïëïãßóïõìå ðüóåò öïñÝò èá åê�åëåóèåß êÜèå åí�ïëÞ êáé íááèñïßóïõìå �á åðß ìÝñïõò êüó�ç þó�å íá âñïýìå �ï óõíïëéêü êüó�ïò. Áñ÷éêÜáò èåùñÞóïõìå �ï êüó�ïò �ùí ðñÜîåùí.¸íá ðñüãñáììá Þ Ýíáò áëãüñéèìïò ìðïñåß íá áðï�åëåß�áé áðü ðïëëþí åéäþíðñÜîåéò, üðùò: áñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò (ðñüóèåóç, áöáßñåóç, ðïëëáðëáóéáóìüò,äéáßñåóç, ðñÜîç modulo), ëïãéêÝò (boolean) ðñÜîåéò, óõãêñßóåéò (åí�ïëÝò if,for, while, repeat until), êá�á÷ùñßóåéò (assignment) êïê. ¼ëåò áõ�Ýò �éòðñÜîåéò ïíïìÜæïõìå ó�ïé÷åéþäåéò (elementary). Áðáñáß�ç�ç ðñïûðüèåóç ãéáíá èåùñçèåß ìßá ðñÜîç ùò ó�ïé÷åéþäçò åßíáé íá áðáé�åß ÷ñüíï åê�Ýëåóçò öñáãìÝíïáðü åðÜíù áðü ìßá ó�áèåñÜ ðïõ íá åîáñ�Ü�áé ìüíï áðü �ï óõãêåêñéìÝíï ðåñéâÜëëïíõëïðïßçóçò (üðùò, �ï ÷ñçóéìïðïéïýìåíï ìç÷Üíçìá, �ç ãëþóóá ðñïãñáììá�éóìïý,�ï ìå�áãëù��éó�Þ, êëð). Ó�çí ðñÜîç åßíáé ãíùó�ü ü�é áõ�Ýò ïé ó�ïé÷åéþäåéòðñÜîåéò ðïõ áíáöÝñèçêáí äåí Ý÷ïõí �ï ßäéï ÷ñïíéêü êüó�ïò åê�Ýëåóçò. �éáðáñÜäåéãìá, ç ðñÜîç �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý åßíáé ðëÝïí ÷ñïíïâüñá áðü �çí ðñÜîç�çò ðñüóèåóçò. Ùó�üóï, ãéá ëüãïõò åõêïëßáò èåùñïýìå ü�é üëåò ïé ó�ïé÷åéþäåéòðñÜîåéò Ý÷ïõí ìïíáäéáßï êüó�ïò (unit 
ost).×ñåéÜæå�áé ðñïóï÷Þ þó�å íá ìçí ðáñåîçãçèåß áõ�Þ ç Ýííïéá �ïõ ìïíáäéáßïõêüó�ïõò. �éá ðáñÜäåéãìá, ç åí�ïëÞ for i <-- 1 to n do Þ ç åí�ïëÞ x <--



12 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞn! áðï�åëïýí�áé áðü ðïëëÝò áðëïýó�åñåò ðñÜîåéò ðïõ ðñÝðåé üëåò íá êá�áìå�ñçèïýí.�éï óõãêåêñéìÝíá, ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç õðåéóÝñ÷å�áé Ýíá ðëÞèïò ðñïóèÝóåùí,óõãêñßóåùí êáé êá�á÷ùñßóåùí, åíþ ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç õðåéóÝñ÷å�áé áí�ßó�ïé÷áÝíá ðëÞèïò ðïëëáðëáóéáóìþí, óõãêñßóåùí êáé êá�á÷ùñßóåùí.¼ëá �á áíù�Ýñù éó÷ýïõí ìå �çí ðñïûðüèåóç ü�é �ï ðåñéå÷üìåíï êÜèå ìå�áâëç�Þò÷ùñÜ óå ìéá èÝóç ìíÞìçò. �éá ðáñÜäåéãìá, åßíáé ãíùó�ü ü�é éó÷ýåé 8!=40.320áëëÜ 9!=362.880, áñéèìüò ðïõ õðåñâáßíåé �á üñéá �ïõ áðëïý áêåñáßïõ. Ôï ßäéïðñüâëçìá ìðïñåß íá ðñïêýøåé êá�Ü �ïí õðïëïãéóìü �ùí áñéèìþí Fibona

i,óýìöùíá ìå �ïí åðüìåíï áëãüñéèìï (èåùñþí�áò �ï n ≥ 0 áêÝñáéï áñéèìü).fun
tion fib(n)1. i <-- 1; j <-- 0;2. for k <-- 1 to n do3. j <-- i+j;4. i <-- j-1;5. return j;Áí, ëïéðüí, ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõ�ü �ï áðëïýó�á�ï øåõäïêþäéêá ãéá �ïíõðïëïãéóìü �ïõ F47, �ü�å èá ðñïêýøåé õðåñ÷åßëéóç, åíþ ãéá �çí êá�á÷þñéóç�ïõ áñéèìïý F65535 áðáé�ïýí�áé 45.496 bits. ¢ñá, ü�áí �á ðåñéå÷üìåíá �ùíìå�áâëç�þí äåí ÷ùñïýí óå ìéá èÝóç ìíÞìçò, �ü�å ïé ðñÜîåéò ó�ïé÷ßæïõí üóïêáé �ï ìÞêïò �ùí äåäïìÝíùí, äçëáäÞ ãéá �ïí áêÝñáéï n, êÜèå ðñÜîç ó�ïé÷ßæåé
⌊log n⌋+ 1. Ôï ìïí�Ýëï ìç÷áíÞò ðïõ âáóßæå�áé óå áõ�Þ �çí õðüèåóç åñãáóßáò,ïíïìÜæå�áé RAM ëïãáñéèìéêïý êüó�ïõò (logaritmi
 
ost), êáé èá åîå�áóèåßó�ï ÊåöÜëáéï 6.Áí�ßó�ïé÷á ðñïâëÞìá�á ìðïñåß íá åìöáíéóèïýí óå ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò,üðïõ ìðïñåß íá áðáé�åß�áé ìéêñü�åñç Þ ìåãáëý�åñç áêñßâåéá. ÅðïìÝíùò, ìðïñåßãéá Ýíáí áëãüñéèìï ï ðïëëáðëáóéáóìüò íá èåùñåß�áé ùò ó�ïé÷åéþäçò ðñÜîç áëëÜóå Ýíá ðñüãñáììá èá ðñÝðåé íá åßìáó�å âÝâáéïé ãéá �ï ðåñéâÜëëïí ðñáãìá�éêÞòëåé�ïõñãßáò �ïõ. Ï ëüãïò åßíáé ü�é ßóùò äåí èá áñêïýí �á ìåãÝèç �ùí áí�ßó�ïé÷ùí�ýðùí, ïðü�å ãéá �çí áðïöõãÞ áñéèìç�éêÞò õðåñ÷åßëéóçò èá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí�ýðïé ìåãáëý�åñïõ ìåãÝèïõò, êáé åðïìÝíùò ìåãáëý�åñïõ êüó�ïõò.Ç ïð�éêÞ ãùíßá Ýêöñáóçò �çò åðßäïóçò åíüò áëãïñßèìïõ åê�éìþí�áò êáéáèñïßæïí�áò �á åðß ìÝñïõò êüó�ç �ùí ðñÜîåùí ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óå ìåãÜëçÝê�áóç áðü �ïí Donald Knuth ó�ï �ñß�ïìï éó�ïñéêü �ïõ âéâëßï The Art ofComputer Programming, �ï ïðïßï åêäüèçêå �ç äåêáå�ßá �ïõ 70. Ç ðñïóÝããéóçáõ�Þ åßíáé ç ëåð�ïìåñÝó�åñç êáé áêñéâÝó�åñç áëëÜ êáé ç ðëÝïí åðßðïíç. Áí êáéç èåþñçóç �ïõ êüó�ïõò �ùí ðñÜîåùí âïçèÜ ó�çí êá�áíüçóç �ùí åðß ìÝñïõòðáñáãüí�ùí êüó�ïõò êáé �åëéêÜ ó�ç ìåßùóç �ïõ óõíïëéêïý êüó�ïõò, åí �ïý�ïéò



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 13äåí ÷ñçóéìïðïéåß�áé ó�ç âéâëéïãñáößá êáèþò Ý÷åé åðéêñá�Þóåé ìßá ìáêñïóêïðéêü�åñçðñïóÝããéóç ðïõ åîå�Üæåé �ï êüó�ïò �ùí åí�ïëþí.�éá íá åêöñÜóïõìå �çí ðïëõðëïêü�ç�á åíüò áëãïñßèìïõ èåùñþí�áò �ï êüó�ïò�ùí åí�ïëþí (êáé ìå âÜóç �ï ìïí�Ýëï RAM) ðñÝðåé íá åê�éìÞóïõìå �ï êüó�ïòåê�Ýëåóçò êÜèå åí�ïëÞò, íá õðïëïãßóïõìå �ï ðëÞèïò åê�åëÝóåùí êÜèå åí�ïëÞòêáé íá áèñïßóïõìå �á åðß ìÝñïõò êüó�ç þó�å íá âñïýìå �ï óõíïëéêü êüó�ïò. ÊáéðÜëé åßíáé åõíüç�ï ü�é �ï êüó�ïò êÜèå åí�ïëÞò ìðïñåß íá åßíáé äéáöïñå�éêü. �éáðáñÜäåéãìá, áðü �ç óõíÜñ�çóç russe áîßæåé íá ðñïóÝîïõìå �éò �ñåéò åí�ïëÝò:i <-- 1 (åí�ïëÞ 3), X[i+1℄ <-- X[i℄ div 2 (åí�ïëÞ 5) êáé if X[i℄ is oddthen prod <-- prod+Y[1℄ (åí�ïëÞ 10), þó�å áìÝóùò íá äéáðéó�þóïõìå �çíáëÞèåéá �çò ðñü�áóçò áõ�Þò. �éá �ï ëüãï áõ�ü èåùñïýìå ü�é ç i-ïó�Þ åí�ïëÞåíüò áëãïñßèìïõ Ý÷åé Ýíá ó�áèåñü êüó�ïò 
i ðïõ åßíáé öñáãìÝíï áðü åðÜíù ãéáïðïéïäÞðï�å ðåñéâÜëëïí õëïðïßçóçò.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá åîå�Üóïõìå �çí ðñïçãïýìåíç êïó�ïëüãçóç åí�ïëþí óåÝíá ëåð�ïìåñÝò ðñüãñáììá (êá�'åîáßñåóç êáé ü÷é óå Ýíáí áðëü áëãüñéèìï).ÄçëáäÞ, èá åöáñìüóïõìå ìßá åðáêñéâÞ (exa
t) áíÜëõóç óå Ýíá ðñüãñáììáC õðïëïãßæïí�áò �ï êüó�ïò åê�Ýëåóçò ãñáììÞ-ãñáììÞ óå óõíäõáóìü ìå �ïðëÞèïò �ùí åê�åëÝóåùí �çò êÜèå ãñáììÞò. Ôï ðñüãñáììá ðïõ èá äïêéìÜóïõìåõëïðïéåß �çí �áîéíüìçóç åðéëïãÞò, ðïõ ãíùñßæïõìå áðü �ï ìÜèçìá �ùí ÄïìþíÄåäïìÝíùí.pro
edure sele
t1. for (i=0; i<n; ++i) {2. min=i;3. for (j=i+1; j<=n; ++j)4. if (A[j℄<A[min℄) min=j;5. temp=A[i℄;6. A[i℄=A[min℄;7. A[min℄=temp;8. }Ï �ßíáêáò 1.4 äßíåé ãéá êÜèå ãñáììÞ �ï êüó�ïò �çò ãñáììÞò êáé �ïíáí�ßó�ïé÷ï áñéèìü åðáíáëÞøåùí. �éá íá âñïýìå �ç óõíïëéêÞ åðßäïóç �ïõ ðñïãñÜììá�ïòáèñïßæïõìå �á åðéìÝñïõò êüó�ç êáé Ý÷ïõìå:



14 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ�ñáììÞ Êüó�ïò Áñéèìüò Åê�åëÝóåùí1 
1 n+ 12 
2 n3 
3 ∑nj=1 j4 
4 ∑nj=1 j − 15 
5 n6 
6 n7 
7 n�ßíáêáò 1.1: Êïó�ïëüãçóç �áîéíüìçóçò åðéëïãÞòT (n) = 
1(n+ 1) + 
2n+ 
3 n
∑j=1

j + 
4 n
∑j=1

(j − 1) + 
5n+ 
6n+ 
7n
= 
1n+ 
1 + 
2n+ 
3n(n+ 1)

2
+ 
4n(n+ 1)

2
− 
4n+ 
5n+ 
6n+ 
7n

= (
3=2 + 
4=2)n2 + (
1 + 
2 + 
3=2− 
4=2 + 
5 + 
6 + 
7)n+ 
1
= an2 + bn+ 
�áñá�çñïýìå ü�é �ï �åëéêü êüó�ïò åßíáé ìßá �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç êáé ü�éåîáñ�Ü�áé áðü �ï ìÝãåèïò �çò åéóüäïõ, äçëáäÞ �ï n, êáé ü÷é áðü �ï åßäïò �çòåéóüäïõ áëëÜ êõñßùò äåí åîáñ�Ü�áé áóõìð�ù�éêÜ áðü óõãêåêñéìÝíåò �éìÝò �ùíêïó�þí 
i. Ó�ç óõíÝ÷åéá èá åöáñìüóïõìå �çí ßäéá �å÷íéêÞ ãéá �ï ðñüãñáììáóå C �çò �áîéíüìçóç ìå åéóáãùãÞ, ðïõ åðßóçò ãíùñßæïõìå áðü �ï ìÜèçìá �ùíÄïìþí ÄåäïìÝíùí.pro
edure insert1. for(j=2; j<=n; ++j) {2. key=A[j℄;3. i=j-1;4. while (i>0 && A[i℄>key)5. A[i+1℄=A[i℄6. i=i-1;7. A[i+1℄=key8. }¼ðùò ðñïçãïõìÝíùò, ó�ïí �ßíáêá 1.4 ðáñïõóéÜæïí�áé �á áí�ßó�ïé÷á êüó�çáíÜ ãñáììÞ. Ó�ïí ðßíáêá áõ�üí ìå tj óõìâïëßæå�áé �ï ðëÞèïò �ùí åê�åëÝóåùí



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 15�ñáììÞ Êüó�ïò Áñéèìüò Åê�åëÝóåùí1 
1 n2 
2 n− 13 
3 n− 14 
4 ∑nj=2 tj5 
5 ∑nj=2 tj − 16 
6 ∑nj=2 tj − 17 
7 n− 1�ßíáêáò 1.2: Êïó�ïëüãçóç �áîéíüìçóçò åéóáãùãÞò�ïõ âñü÷ïõ while ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ j. ¼ðùò ðñïçãïõìÝíùò, ãéá íáâñïýìå �ï óõíïëéêü êüó�ïò �ïõ ðñïãñÜììá�ïò áèñïßæïõìå �á åðß ìÝñïõò êüó�çêáé Ý÷ïõìå:T (n) = 
1n+ 
2(n− 1) + 
3(n− 1) + 
4 n
∑j=2

tj + 
5 n
∑j=2

(tj − 1) +
6 n
∑j=2

(tj − 1) + 
7(n− 1)

= (
4 + 
5 + 
6) n
∑j=2

tj + (
1 + 
2 + 
3 − 
5 − 
6 + 
7)n
+ (−
2− 
3 + 
5 + 
6− 
7)ÅðïìÝíùò ãéá íá åðéëõèåß ðåñáé�Ýñù ç åîßóùóç T (n) ðñÝðåé íá åó�éÜóïõìåó�çí �éìÞ �çò ìå�áâëç�Þò tj . Áí ï ðßíáêáò åßíáé Þäç �áîéíïìçìÝíïò, �ü�å éó÷ýåétj = 1, ïðü�å ìå åýêïëç Üëãåâñá êá�áëÞãïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç T (n) åßíáéãñáììéêÞ. Áõ�Þ åßíáé ç êáëý�åñç äõíá�Þ ðåñßð�ùóç. H ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóçóõìâáßíåé ü�áí èÝëïõìå íá �áîéíïìÞóïõìå êá�Ü áýîïõóá óåéñÜ áëëÜ �á ó�ïé÷åßáåéóÝñ÷ïí�áé ó�çí åßóïäï êá�Ü öèßíïõóá óåéñÜ. Ôü�å éó÷ýåé tj = j, ïðü�å êáéðÜëé ìå åýêïëç Üëãåâñá êá�áëÞãïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç T (n) åßíáé �å�ñáãùíéêÞ.Ç ìÝóç ðåñßð�ùóç åîáñ�Ü�áé áðü �çí êá�áíïìÞ �ùí ó�ïé÷åßùí êáé �éò ìå�áîý�ïõò ó÷Ýóåéò êáé åßíáé äõóêïëü�åñï íá âñåèåß åðáêñéâþò. Åðß �ïõ ðáñüí�ïò, áòáñêåóèïýìå ó�ç äéáâåâáßùóç ü�é êáé ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ç áí�ßó�ïé÷ç T (n)åßíáé �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç.¼ðùò êáé ó�ï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, êá�áëÞãïõìå êáé �þñá ó�ï áðëüóõìðÝñáóìá ü�é �ï óõíïëéêü êüó�ïò äåí åîáñ�Ü�áé áðü �éò �éìÝò �ùí åðß ìÝñïõò



16 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞêïó�þí 
i êáèþò áõ�Ü åìöáíßæïí�áé ó�ïõò ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò êáé äåí åðçñåÜæïõí�çí áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ �ïõ áëãïñßèìïõ/ðñïãñÜììá�ïò, êÜ�é ðïõ éó÷ýåéãéá �ï ìÝãåèïò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò n. ÅðïìÝíùò óõìðåñáßíïõìå ü�é ï �ñüðïòáõ�üò êïó�ïëüãçóçò, áí êáé åðáêñéâÞò, åßíáé õðåñâïëéêüò êáé �åëéêÜ ìç ðñáê�éêüò.�ñïêåéìÝíïõ, ëïéðüí, íá åê�éìÞóïõìå �çí åðßäïóç åíüò áëãïñßèìïõ, ðñÝðåéíá áðëïðïéÞóïõìå �çí êá�Üó�áóç áêüìç ðåñéóóü�åñï êáé íá åó�éÜóïõìå ó�áêñßóéìá óçìåßá �ïõ áëãïñßèìïõ.1.5 ÅðéëïãÞ �ïõ Âáñüìå�ñïõ�áñá�çñþí�áò ðñïóåê�éêü�åñá �á äýï ðñïçãïýìåíá ðñïãñÜììá�á, ðáñá�çñïýìåü�é �ï ìåãáëý�åñï êïììÜ�é �ïõ êüó�ïõò ðñïÝñ÷å�áé áðü �çí åê�Ýëåóç åí�ïëþíìÝóá óå âñüã÷ïõò êáé ü÷é áðü �çí åê�Ýëåóç åí�ïëþí áñ÷éêïðïßçóçò. ¢ñá ðñÝðåéíá åó�éÜóïõìå åêåß êáé íá áãíïÞóïõìå �á óçìåßá �ïõ ðñïãñÜììá�ïò/áëãïñßèìïõüðïõ �ï êüó�ïò èá åßíáé ìéêñü�åñï áðü �á ðñïáíáöåñèÝí�á óçìåßá.Áò èåùñÞóïõìå �çí åðüìåíç åêäï÷Þ áëãïñßèìïõ �áîéíüìçóçò ìå åðéëïãÞêáé áò åó�éÜóïõìå ó�çí åí�ïëÞ 3 �ïõ åóù�åñéêïý âñü÷ïõ êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá�üóï ó�éò åí�ïëÝò êá�á÷þñéóçò 5-6 ìÝóá ó�çí åí�ïëÞ åëÝã÷ïõ if (åí�ïëÞ 4),üóï êáé ó�çí ßäéá åí�ïëÞ if ðïõ åíóùìá�þíåé Üëëåò åí�ïëÝò.pro
edure sele
t1. for i <-- 1 to n-1 do2. minj <-- i; minx <-- A[i℄;3. for j <-- i+1 to n do4. if A[j℄<minx then5. minj <-- j;6. minx <-- A[j℄;7. A[minj℄ <-- A[i℄;8. A[i℄ <-- minx;Áí õðïèÝóïõìå ü�é �ï êüó�ïò ìßáò åê�Ýëåóçò �ïõ åóù�åñéêïý �ìÞìá�ïò �ïõåóù�åñéêïý âñü÷ïõ (äçëáäÞ, ìßáò åê�Ýëåóçò �ùí åí�ïëþí 4-6) åßíáé öñáãìÝíïáðü åðÜíù áðü ìßá ó�áèåñÜ 
1. �éá ìßá óõãêåêñéìÝíç �éìÞ �çò ìå�áâëç�Þò i,ï áñéèìüò �ùí åê�åëÝóåùí èá åßíáé n − i êáé åðïìÝíùò �ï áèñïéó�éêü êüó�ïòåê�Ýëåóçò �ùí åí�ïëþí 4-6 èá åßíáé 
1(n− i). Áí óõíõðïëïãßóïõìå �ï êüó�ïòáñ÷éêïðïßçóçò �çò åí�ïëÞò 3, �ü�å �ï ìÝ÷ñé ó�éãìÞò êüó�ïò ãéá �éò åí�ïëÝò 3-6åßíáé 
2+
1(n−i). Ó�ç óõíÝ÷åéá åîå�Üæïí�áò �ïí åîù�åñéêü âñü÷ï, äéáêñßíïõìåÝíá ó�áèåñü êüó�ïò 
3 ëüãù �ùí äýï åí�ïëþí 2, ïðü�å �ï êüó�ïò åê�Ýëåóçò�ïõ åóù�åñéêïý �ìÞìá�ïò �ïõ åîù�åñéêïý âñü÷ïõ (äçëáäÞ �ùí åí�ïëþí 2-8) èá



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 17åßíáé: ∑n−1i=1 (
3+
2+
1(n−i)). ÔÝëïò, ó�ï êüó�ïò áõ�ü ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìåÝíá ó�áèåñü êüó�ïò 
4 ãéá �çí áñ÷éêïðïßçóç �çò åí�ïëÞò 1. Áí áðëïðïéÞóïõìå�çí ðñïêýð�ïõóá Ýêöñáóç, �ü�å åýêïëá öèÜíïõìå ó�çí åðüìåíç Ýêöñáóç:T (n) =

1
2
n2 + (
2 + 
3 − 
1

2
) n+ (
4 − 
3 − 
2)ðïõ äéáðéó�þíïõìå ü�é åßíáé êáé ðÜëé �å�ñáãùíéêÞ. Êá�áëÞîáìå, ëïéðüí, ó�ïßäéï óõìðÝñáóìá ìÝóá áðü Ýíáí Üëëï äñüìï, áíáæç�þí�áò �ï êñßóéìï óçìåßïêüó�ïõò ðïõ ïíïìÜæïõìå âáñüìå�ñï (barometer). Óå ðñáê�éêü åðßðåäï çåðéëïãÞ �ïõ âáñüìå�ñïõ åßíáé ó÷å�éêÜ åýêïëç õðüèåóç, áñêåß íá åöáñìüóïõìåìßá óåéñÜ áðëþí êáíüíùí:

• �ï êüó�ïò åê�Ýëåóçò ìßáò åí�ïëÞò åí�üò åíüò âñü÷ïõ ðñïêýð�åé áðü �ïãéíüìåíï �ïõ êüó�ïõò ìßáò åê�Ýëåóçò �çò åí�ïëÞò åðß �ïí áñéèìü �ùíåðáíáëÞøåùí,
• �ï êüó�ïò åê�Ýëåóçò ìßáò åí�ïëÞò åí�üò åíüò öùëéáóìÝíïõ âñü÷ïõ ðñïêýð�åéáðü �ï ãéíüìåíï �ïõ êüó�ïõò ìßáò åê�Ýëåóçò �çò åí�ïëÞò åðß �ïí áñéèìü�ùí åðáíáëÞøåùí üëùí �ùí âñü÷ùí (åðé÷åéñïýìå �çí áíÜëõóç áðü ìÝóáðñïò �á Ýîù).
• óå ðåñßð�ùóç äéáäï÷éêþí åí�ïëþí åó�éáæüìáó�å ó�çí åí�ïëÞ ìå �ï ìåãáëý�åñïêüó�ïò,
• �ï êüó�ïò åê�Ýëåóçò ìßáò åí�ïëÞò åëÝã÷ïõ (if) éóïý�áé ìå �ï êüó�ïò �ïõåëÝã÷ïõ óõí �ï êüó�ïò �çò äéáêëÜäùóçò ìå �ï ìåãáëý�åñï êüó�ïò.ÓõíÞèùò åó�éáæüìáó�å ó�ï åóù�åñéêü�åñï óçìåßï �ùí âñü÷ùí, ìå ðñï�ßìçóçó�ïõò ðïëõðëïêü�åñïõò (äçëáäÞ, ó�ïõò öùëéáóìÝíïõò ìå ðåñéóóü�åñá åðßðåäá).Ùó�üóï, ÷ñåéÜæå�áé éäéáß�åñç ðñïóï÷Þ ó�ï ÷åéñéóìü �ùí ïñßùí �ùí âñü÷ùí.Ôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá åßíáé ÷áñáê�çñéó�éêü. Ï ìéêñüò áõ�üò øåõäïêþäéêáòõðïèÝ�åé ü�é õðÜñ÷åé Ýíáò ðßíáêáò A ìå n áêåñáßïõò, ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýåé

0 ≤ A[i] ≤ i, åíþ åðßóçò äßíå�áé ü�é �ï Üèñïéóìá áõ�þí �ùí áêåñáßùí éóïý�áéìå s.1. k <-- 0;2. for i <-- 1 to n do3. for j <-- 1 to A[i℄ do4. k <-- k + A[j℄;



18 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ�éá êÜèå �éìÞ �çò ìå�áâëç�Þò i, ç åí�ïëÞ 4 èá åê�åëåóèåß A[i] öïñÝò,åðïìÝíùò óõíïëéêÜ ãéá üëåò �éò �éìÝò �çò ìå�áâëç�Þò i (äçëáäÞ áðü 1 ìÝ÷ñén), �ï ðëÞèïò �ùí åðáíáëÞøåùí èá åßíáé ∑ni=1 A[i] = s. Èá ìðïñïýóå êÜðïéïòíá õðïó�çñßîåé ü�é ç åðßäïóç �ïõ ìéêñïý áõ�ïý øåõäïêþäéêá åßíáé �çò �Üîçò�ïõ s. �éá áí�éðáñÜäåéãìá, üìùò, áò õðïèÝóïõìå ü�é A[i] = 1 áí �ï i åßíáé�Ýëåéï �å�ñÜãùíï, áëëéþò éó÷ýåé A[i] = 0. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ éó÷ýåé s =
√n.¼ìùò êÜ�é �Ý�ïéï äåí ìðïñåß íá éó÷ýåé ãéá�ß ïðùóäÞðï�å èá åëåã÷èïýí üëåò ïéèÝóåéò �ïõ ðßíáêá A ìåãÝèïõò n (êáé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ ç êÜèå ìßá).Áõ�ü ðïõ äåí åëÞöèç õðüøç ó�çí ðñïçãïýìåíç ðñïóÝããéóç åßíáé ü�é óå êÜèåðåñßð�ùóç èá ãßíïõí ïé áðáñáß�ç�ïé Ýëåã÷ïé ó�çí åí�ïëÞ 3, áíåîáñ�Þ�ùò áí èáåê�åëåóèåß ç åí�ïëÞ 4. Óå åíßó÷õóç �ïõ ãåãïíü�ïò áõ�ïý, áò ðñïóÝîïõìå êáéðÜëé �á ðáñáäåßãìá�á �çò �áîéíüìçóçò ìå åðéëïãÞ êáé åéóáãùãÞ �çò ðñïçãïõìÝíçòðáñáãñÜöïõ, üðïõ ïé åí�ïëÝò �ùí âñü÷ùí åê�åëïýí�áé ìßá öïñÜ ðåñéóóü�åñïáðü �éò åí�ïëÝò åí�üò �ïõ âñü÷ïõ.Ç ïñèÞ ðñïóÝããéóç, ëïéðüí, ðñÝðåé íá áêïëïõèÞóåé �ç ìåèïäïëïãßá �ïõðáñáäåßãìá�ïò �çò �áîéíüìçóçò ìå åðéëïãÞ. Áí 
1 åßíáé �ï êüó�ïò ìßáò åê�Ýëåóçò�ïõ åóù�åñéêïý âñü÷ïõ, åíþ 
2 åßíáé �ï êüó�ïò áñ÷éêïðïßçóçò �ïõ âñü÷ïõáõ�ïý, �ü�å �ï êüó�ïò �ùí åí�ïëþí 3-4 åßíáé 
2 + 
1A[i]. Ìå ðáñüìïéï �ñüðï,áí 
3 åßíáé �ï êüó�ïò ìßáò åê�Ýëåóçò �ïõ åîù�åñéêïý âñü÷ïõ, åíþ 
4 åßíáé�ï êüó�ïò áñ÷éêïðïßçóçò �ïõ âñü÷ïõ áõ�ïý, �ü�å ðñïöáíþò �ï êüó�ïò �ùíåí�ïëþí 2-4 åßíáé 
4 +

∑ni=1(
3 + 
2 + 
1A[i]). Áí áõ�Þ ç Ýêöñáóç áðëïðïéçèåß,�ü�å ðñïêýð�åé (
3 + 
2)n + 
1s + 
4. Óõíåðþò, �ï êüó�ïò �ïõ ðñïçãïýìåíïõøåõäïêþäéêá åßíáé ãñáììéêÞ óõíÜñ�çóç äýï ìå�áâëç�þí, �ïõ n êáé �ïõ s.Áíåîáñ�Þ�ùò �çò éäéáé�åñü�ç�áò �ïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìá�ïò, éó÷ýåé çðáñá�Þñçóç �çò áñ÷Þò �çò ðáñïýóáò ðáñáãñÜöïõ, äçëáäÞ ü�é �ï ìåãáëý�åñïêïììÜ�é �ïõ êüó�ïõò ðñïÝñ÷å�áé áðü �çí åê�Ýëåóç åí�ïëþí ìÝóá óå âñüã÷ïõòêáé åêåß èá ðñÝðåé óå êÜèå ðåñßð�ùóç íá åó�éÜæïõìå. �éï óõãêåêñéìÝíá, óåðïëëïýò áëãïñßèìïõò (êáé êá�'åîï÷Þí óå áëãïñßèìïõò �áîéíüìçóçò) åßíáé �ïðëÞèïò �ùí ðñáãìá�ïðïéïýìåíùí óõãêñßóåùí ìÝóá óå Ýíá âñü÷ï ç óçìáí�éêü�åñçðñÜîç ðïõ èá ðñÝðåé íá õðïëïãßæå�áé ìå óêïðü �çí åýñåóç �çò åðßäïóçò �ïõáëãïñßèìïõ.1.6 ÁíÜëõóç ÌÝóçò êáé ×åéñü�åñçò �åñßð�ùóçòÌßá óõìâïëïóåéñÜ (string) ëÝãå�áé ðáëßíäñïìï (palindrome) áí äéáâÜæå�áé�ï ßäéï åß�å áðü �çí áñ÷Þ åß�å áðü �ï �Ýëïò (èõìçèåß�å �ï âõæáí�éíü \íßøïíáíïìÞìá�á ìç ìüíáí üøéí"). Ï øåõäïêþäéêáò ðïõ áêïëïõèåß âñßóêåé Ýíá ðáëßíäñïìïóå ìßá óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ ðïõ áðïèçêåýå�áé óå Ýíá ðßíáêá S ìÞêïõò n. Ôïí



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 19áëãüñéèìï áõ�ü èá áíáëýóïõìå þó�å íá ãíùñßæïõìå �ç óõìðåñéöïñÜ �ïõ óå�ñåéò ðåñéð�þóåéò: �çí êáëý�åñç, �ç ÷åéñü�åñç êáé �ç ìÝóç.pro
edure palindrome1. left <-- 1; right <-- n; flag <-- false;2. while (left<right) and (S[left℄=S[right℄) do3. left <-- left+1; right <-- right-1;4. if (left>=right) then flag <-- true;�éá åõêïëßá �çò áíÜëõóçò èá õðïèÝóïõìå ü�é ç óõìâïëïóåéñÜ åßíáé äõáäéêÞ.Ç êñßóéìç åí�ïëÞ âáñüìå�ñï åßíáé ç åí�ïëÞ 3 ìÝóá ó�ï âñü÷ï while. Áíéó÷ýåé S[1℄<>S[n℄, äçëáäÞ äéáöÝñåé ï ðñþ�ïò êáé ï �åëåõ�áßïò ÷áñáê�Þñáò,�ü�å äåí åê�åëåß�áé ï âñü÷ïò êáé ï áëãüñéèìïò �åñìá�ßæåé. Áõ�Þ åßíáé ç êáëý�åñçðåñßð�ùóç êáé åðïìÝíùò óõìðåñáßíïõìå ü�é ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ç ðïëõðëïêü�ç�áåßíáé È(1). Ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç óõìâáßíåé ü�áí ç óõìâïëïóåéñÜ åßíáé Ýíáðáëßíäñïìï, ïðü�å ï âñü÷ïò èá åê�åëåóèåß n=2 öïñÝò. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ çðïëõðëïêü�ç�á åßíáé È(n).�éá íá ìåëå�Þóïõìå �ç ìÝóç ðåñßð�ùóç èá ðñÝðåé íá åîå�Üóïõìå üëåò �éòóõìâïëïóåéñÝò ìÞêïõò n. Êáèþò õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï áëöÜâç�ü ìáò Ý÷åé ìüíï äýï÷áñáê�Þñåò, Ýðå�áé ü�é õðÜñ÷ïõí 2n äéáöïñå�éêÝò óõìâïëïóåéñÝò. Êá�'áñ÷ÞíõðïèÝ�ïõìå ü�é �ï n åßíáé Üñ�éïò áñéèìüò. ÅðïìÝíùò 2n=2 óõìâïëïóåéñÝòäéáöÝñïõí ó�ïí ðñþ�ï êáé �åëåõ�áßï ÷áñáê�Þñá, üðï�å äåí èá åê�åëåóèåß �ïóþìá �ïõ âñü÷ïõ while (åí�ïëÞ 3). Åðßóçò, 2n=22 óõìâïëïóåéñÝò äéáöÝñïõíó�ï äåý�åñï êáé ðñï�åëåõ�áßï ÷áñáê�Þñá, üðï�å �ï óþìá �ïõ âñü÷ïõ while èáåê�åëåóèåß ìßá öïñÜ. Ìå �ï ßäéï óêåð�éêü, 2n=2n=2 óõìâïëïóåéñÝò äéáöÝñïõíó�ïõò äõï êåí�ñéêïýò ÷áñáê�Þñåò, üðï�å �ï óþìá �ïõ âñü÷ïõ èá åê�åëåóèåßn=2− 1 öïñÝò. ÔåëéêÜ, ï áñéèìüò �ùí ðáëßíäñïìùí åßíáé 2n=2, ïðü�å èá ãßíïõín=2 åðáíáëÞøåéò �ïõ âñü÷ïõ. Óõíåðþò, ç ìÝóç �éìÞ �ùí åðáíáëÞøåùí äßíå�áéáðü �ç ó÷Ýóç:Teven(n) =
1

2n n=2−1
∑i=0

2n
2i+1

i+ 2n=2n
2



 =

n=2−1
∑i=1

i
2i+1

+
n=2
2n=2Êá�' áñ÷Þí èá åðéëýóïõìå �ï Üèñïéóìá êáé èá åðáíÝëèïõìå. �ñþ�ïí, ëïéðüí,áíáð�ýóóïõìå �ï Üèñïéóìá êáé äåý�åñïí ðïëëáðëáóéÜæïõìå åðß äýï.



20 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞn=2−1
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2n=2−1Áöáéñþí�áò êá�Ü ìÝëç êáé áðëïðïéþí�áò ðñïêýð�åé:A =
1
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+

1
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1
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+ : : :+ 1

2n=2−1
− n=2− 1

2n=2 =

n=2
∑i=1

1
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2n=2Ôþñá ðñÝðåé íá åðéëõèåß �ï �åëåõ�áßï Üèñïéóìá. Êáé ðÜëé ìå áíÜð�õîç êáéðïëëáðëáóéáóìü åðß äýï êáé áöáßñåóç êá�Ü ìÝëç ðñïêýð�åé:n=2
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2n=2ÅðïìÝíùò �åëéêÜ éó÷ýåé: Teven(n) = 1− 1

2n=2¼�áí �ï n åßíáé ðåñé��ü ðñÝðåé íá ëÜâïõìå õðüøç ü�é �þñá õðÜñ÷ïõí äýïöïñÝò 2
n−1

2 ðáëßíäñïìá ìå äéáöïñå�éêïýò ÷áñáê�Þñåò ó�çí êåí�ñéêÞ èÝóç êáéü�é �ï ðñïçãïýìåíï Üèñïéóìá Ý÷åé ðëÝïí n−1
2 üñïõò. Ìå êá�Üëëçëç Üëãåâñáðñïêýð�åé ü�é: Todd(n) = 1− 1

2
n−1

2ÅðïìÝíùò, �åëéêÜ ðñïêýð�åé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç åßíáéó�áèåñÞ È(1).Ç áíÜëõóç ãéá êÜèå ìßá áðü �éò �ñåéò ðåñéð�þóåéò (êáëý�åñç, ÷åéñü�åñç êáéìÝóç) Ý÷åé �ç äéêÞ �çò áîßá êáé ÷ñçóéìü�ç�á. ÓõíÞèùò ç êáëý�åñç ðåñßð�ùóçäåí ìáò åíäéáöÝñåé üóï ïé Üëëåò äýï: ç ÷åéñü�åñç êáé ç ìÝóç. Åéäéêü�åñá, ó�çíðñÜîç ìáò åíäéáöÝñåé êá�'áñ÷Þí ç ìÝóç ðåñßð�ùóç áëëÜ óå ðïëëÝò êñßóéìåò



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 21åöáñìïãÝò ìáò åíäéáöÝñåé êáé ç ÷åéñü�åñç. �éá ðáñÜäåéãìá, áí öáí�áóèïýìåÝíá óýó�çìá åëÝã÷ïõ ðõñçíéêïý áí�éäñáó�Þñá, �ü�å åßíáé âÝâáéï ü�é åêåß èáìáò åíäéÝöåñå ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç �ùí åöáñìïæüìåíùí áëãïñßèìùí êáé ü÷éç ìÝóç óõìðåñéöïñÜ �ïõò. Ó�ï óçìåßï áõ�ü, ëïéðüí, èåùñïýìå ü�é åßíáé ðëÝïíêá�áíïç�Ýò ïé Ýííïéåò �çò áíÜëõóçò �çò êáëý�åñçò, ìÝóçò êáé ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò.Ó�ï ÊåöÜëáéï 2 èá åéóá÷èïýí ìå �õðéêü �ñüðï ïé Ýííïéåò �çò ðïëõðëïêü�ç�áòêáé �ùí óõìâïëéóìþí, üðï�å èá åêöñÜæïõìå �çí åðßäïóç �ùí áëãïñßèìùí ìå �çâïÞèåéÜ �ïõò.1.7 ÂéâëéïãñáöéêÞ ÓõæÞ�çóçÔï áí�éêåßìåíï �çò Ó÷åäßáóçò êáé ÁíÜëõóçò Áëãïñßèìùí (Design and Anal-ysis of Algorithms) åßíáé åîáéñå�éêÜ ðëïýóéï, üðùò ìðïñåß íá öáíåß áðü �çíâéâëéïãñáößá, üðïõ óêïðßìùò ðáñá�ßèåí�áé ìåñéêÜ óçìáí�éêÜ âéâëßá ðïõ ÷ñïíïëïãïýí�áéáðü �ç äåêáå�ßá �ïõ 1970 [1, 130℄ êáé �ç äåêáå�ßá �ïõ 1980 [2, 57, 123, 143, 170℄.�éá �ï ßäéï ëüãï ó�ç âéâëéïãñáößá óõìðåñéëáìâÜíïí�áé êáé ìåñéêÜ ðáëáéÜ Üñèñá,ðïõ èá áíáöåñèïýí ó�çí þñá �ïõò. �éï ðñüóöá�á åßíáé �á âéâëßá [27, 28,70, 85℄. Éäéáé�Ýñùò, ó�ï âéâëßï �ùí Dasgupta-�áðáäçìç�ñßïõ-Vazirani [28℄óõìðåñéëáìâÜíå�áé êáé êåöÜëáéï ìå �éò �åëåõ�áßåò åîåëßîåéò �ïõ êâáí�éêïý õðïëïãéóìïý.Ôï �ñß�ïìï ìíçìåéþäåò Ýñãï �ïõ Knuth ðñù�ïåêäüèçêå �ç äåêáå�ßá �ïõ1970 áëëÜ åðáíåêäßäå�áé ìÝ÷ñé �éò çìÝñåò ìáò [76, 77, 80℄, êáèþò åßíáé êëáóéêüâéâëßï áíáöïñÜò. Ôï 1999 �ï S
ienti�
 Ameri
an, õøçëïý åðéðÝäïõ ðåñéïäéêüåõñåßáò êõêëïöïñßáò, êá�Ý�áîå �ï Ýñãï áõ�ü ìå�áîý �ùí 12 êáëý�åñùí åðéó�çìïíéêþíìïíïãñáöéþí �ïõ 20ïõ áéþíá, ìáæß ìå �á Ýñãá �ùí Dira
 ãéá �çí êâáí�ïìç÷áíéêÞ,�ïõ Einstein ãéá �ç ó÷å�éêü�ç�á, �ïõ Mandelbrot ãéá �á fra
tals, �ïõ Paul-ing ãéá �ïõò ÷çìéêïýò äåóìïýò, �ùí Russell-Whitehead ãéá �éò èåìåëéþóåéò�ùí ìáèçìá�éêþí, �ùí von Neumann-Morgenstern ãéá �ç èåùñßá ðáéãíßùí,�ïõ Wiener ãéá �çí êõâåñíç�éêÞ, �ùí Woodward-Ho�mann ãéá �éò �ñï÷éáêÝòóõììå�ñßåò, �ïõ Feynman ãéá �çí êâáí�ï-çëåê�ñïäõíáìéêÞ, �ïõ Smith ãéá �çíáíáæÞ�çóç äïìÞò, êáé �ç óõëëïãÞ �ùí Üñèñùí �ïõ Einstein.Óçìáí�éêü åðßóçò åßíáé êáé �ï �ñß�ïìï Ýñãï �ïõ Mehlhorn [108, 109, 110℄,åõñÝïò öÜóìá�ïò üðùò �ï �ñß�ïìï âéâëßï �ïõ Knuth, ÷ùñßò íá ðåñéÝ÷ïí�áéáëãüñéèìïé Áñéèìç�éêÞò ÁíÜëõóçò (Numeri
al Analysis), óõìðåñéëáìâÜíïí�áòüìùò áëãïñßèìïõò �ñáöéêþí (Graphi
s) êáé Õðïëïãéó�éêÞò �åùìå�ñßáò (Com-putational Geometry).Åêëáúêåõ�éêÜ Üñèñá Ý÷ïõí äçìïóéåõèåß ó�ï S
ienti�
 Ameri
an áðü �ïõòLewis-�áðáäçìç�ñßïõ [87℄ êáé �ïí Knuth [79℄. ÅéóáãùãéêÜ ðáñáäåßãìá�á áíÜëõóçòáëãïñßèìùí ìå�áîý Üëëùí áíáöÝñïí�áé ó�á Üñèñá [41, 49, 159℄. ÔÝëïò, ç



22 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞÅîßóùóç 1.1 ðñïÝñ÷å�áé áðü �çí ðñïìå�ùðßäá �ùí âéâëßùí �ïõ Wirth [173, 174℄.Ôá ìïí�Ýëá ìç÷áíÞò áêïëïõèïýí �çí ðñïóÝããéóç �ïõ âéâëßïõ �ïõ Mehlhorn[110℄. Ôï ìïí�Ýëï �çò Ìç÷áíÞò Äåéê�þí ðñï�Üèçêå ìå éóïäýíáìïõò ïñéóìïýòáðü óåéñÜ åñåõíç�þí áëëÜ ç �åëéêÞ �ïõ ìïñöÞ äüèçêå áðü �ïí Tarjan [157℄. ÏS
h�onhage Ýäåéîå ü�é ç Ìç÷áíÞ Äåéê�þí ìðïñåß íá ðñïóïìïéþóåé �ç ëåé�ïõñãßá�çò ìç÷áíÞò Turing [137℄ .Ï \ðïëëáðëáóéáóìüò áëÜ ñùóéêÜ" áíáöÝñå�áé ó�ç âéâëéïãñáößá êá�Ü êüñïíìå �ç óõãêåêñéìÝíç ïíïìáóßá, áí êáé åðßóçò áíáöÝñå�áé Þ�áí ãíùó�üò ó�çíáñ÷áßá Áßãõð�ï áëëÜ êáé ó�ïí al Khowarizmi. Ó�éò áñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò �ùíáñ÷áßùí Áéãõð�ßùí áíáöÝñå�áé �ï Üñèñï [46℄. Ôï õëéêü ãéá �ï ðáëßíäñïìïðñïÝñ÷å�áé áðü �ï Üñèñï [41℄. Ç ¢óêçóç 2 áíáöÝñå�áé ó�ï âéâëßï �ïõ Bentley[7℄, ïé ÁóêÞóåéò 13-14 âáóßæïí�áé ó�ï Üñèñï [49℄, åíþ ç ¢óêçóç 15 áíáöÝñå�áéó�ï âéâëßï �ïõ Gries [61℄.1.8 ÁóêÞóåéò1. Äßíå�áé Ýíá óýíïëï ìå n èå�éêïýò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò. Èá åê�åëÝóïõìå�ï åîÞò ðåßñáìá. ÅðéëÝãïõìå áðü �ï óýíïëï �õ÷áßá 2 áñéèìïýò êáé áí�éêáèéó�ïýìå�ïí êáèÝíá ìå �ï ìÝóï üñï �ïõò. Ç åñþ�çóç åßíáé áí áõ�ü �ï ðåßñáìáèá �åëåéþóåé ðï�Ý, äçëáäÞ �ï óýíïëï èá áðï�åëåß�áé áðü n ßóïõò áñéèìïýò;ÄçëáäÞ, ìðïñïýìå íá ó÷åäéÜóïõìå Ýíáí áëãüñéèìï ìå ðåñá�ü�ç�á Þ ðñüêåé�áéáðëþò ãéá ìßá õðïëïãéó�éêÞ äéáäéêáóßá;2. Äßíå�áé Ýíá äï÷åßï ìå êüêêéíá êáé ðñÜóéíá ìÞëá, êáèþò åðßóçò Ýíáò óùñüòìå Ýî�ñá ðñÜóéíá ìÞëá. Èá åê�åëÝóïõìå �ï åîÞò ðåßñáìá. ÅðéëÝãïõìå2 ìÞëá áðü �ï äï÷åßï. Áí åßíáé ïìïéü÷ñùìá, �ü�å �á áðïìáêñýíïõìåêáé åéóÜãïõìå ó�ï äï÷åßï 2 ðñÜóéíá ìÞëá áðü �á Ýî�ñá. Áí äåí åßíáéïìïéü÷ñùìá, �ü�å áðïìáêñýíïõìå �ï ðñÜóéíï, åíþ �ï êüêêéíï åðéó�ñÝöå�áéó�ï äï÷åßï. Ç åñþ�çóç åßíáé áí áõ�ü �ï ðåßñáìá èá �åëåéþóåé ðï�Ý,äçëáäÞ èá âñåèåß ðï�Ý �ï äï÷åßï ìå Ýíá ìüíï ìÞëï; ÄçëáäÞ, ìðïñïýìåíá ó÷åäéÜóïõìå Ýíáí áëãüñéèìï ìå ðåñá�ü�ç�á Þ ðñüêåé�áé áðëþò ãéá ìßáõðïëïãéó�éêÞ äéáäéêáóßá; Ìðïñïýìå íá âñïýìå �ï ÷ñþìá �ïõ �åëåõ�áßïõìÞëïõ ìå âÜóç �ï áñ÷éêü ðëÞèïò �ùí êüêêéíùí êáé �ùí ðñÜóéíùí ìÞëùí;3. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß Ýíáò áëãüñéèìïò äéáßñåóçò áêåñáßùí åöáñìüæïí�áò�çí �å÷íéêÞ �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý áëÜ ñùóéêÜ ìå �çí áí�ßó�ñïöç ëïãéêÞ.4. ÄåäïìÝíïõ åíüò áêåñáßïõ n íá âñåèåß ï ìåãáëý�åñïò áêÝñáéïò ðïõ åßíáéìéêñü�åñïò �ïõ n êáé äýíáìç �ïõ 2. Íá ó÷åäéáóèåß Ýíáò êáêüò êáé Ýíáòêáëüò áëãüñéèìïò ãéá �ï óêïðü áõ�ü. Ïé áëãüñéèìïé íá áíáëõèïýí.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 235. �éá �ï åðüìåíï �ìÞìá øåõäïêþäéêá, íá ãßíåé åðáêñéâÞò áíÜëõóç êáé íáõðïëïãéóèåß ï óõìâïëéóìüò Ï.sum <-- 0;for i <-- 1 to nfor j <-- 1 to i*ifor k <-- 1 to jsum <-- sum+1;6. �éá �ï åðüìåíï �ìÞìá øåõäïêþäéêá, íá ãßíåé åðáêñéâÞò áíÜëõóç êáé íáõðïëïãéóèåß íá õðïëïãéóèåß ï óõìâïëéóìüò Ï. Ôé ðáñá�çñåß�å óå ó÷Ýóçìå �çí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç;sum <-- 0;for i <-- 1 to nfor j <-- 1 to i*iif (j mod i =0) thenfor k <-- 1 to jsum <-- sum+1;7. Äßíå�áé Ýíáò ðßíáêáò A[0..n-1℄ ìå n äéáêñé�ïýò áêåñáßïõò. Ï åðüìåíïòøåõäïêþäéêáò õðïëïãßæåé �ïí áñéèìü �ùí áí�éó�ñïöþí (inversions), äçëáäÞ�ùí ðåñéð�þóåùí üðïõ A[i℄<A[j℄ áëëÜ i>j. Íá õðïëïãéóèåß ï óõìâïëéóìüòÏ. Ìðïñåß íá õðÜñîåé âåë�ßùóç ó�ïí øåõäïêþäéêá; Íá õðïëïãéóèåß åêíÝïõ ï óõìâïëéóìüò Ï.pro
edure InvCount;
ounter <-- 0;for i <-- 1 to n dofor j <-- 1 to n doif (i<j) and (A[i℄>A[j℄) then 
ounter <-- 
ounter+1;8. Ç �áîéíüìçóç �çò öõóáëßäáò (bubblesort) Þ �áîéíüìçóç ìå áí�áëëáãÝò(ex
hange sort) åßíáé ãíùó�Þ áðü �ï áí�éêåßìåíï �ùí Äïìþí ÄåäïìÝíùí.Ç äéáäéêáóßá bubblesort �áîéíïìåß åðé�ïðßùò (in-pla
e) �ïí ðßíáêá Á:[1..n℄.�ïéÜ åí�ïëÞ åßíáé �ï âáñüìå�ñï; Íá ãßíåé êïó�ïëüãçóç �ïõ áëãïñßèìïõêáé íá âñåèåß ç ðïëõðëïêü�ç�á ó�çí êáëý�åñç, ìÝóç êáé ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç.pro
edure bubblesort



24 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞfor i <-- 0 to n-2 dofor j <-- 0 to n-2 doif A[j+1℄<A[j℄ thentemp <-- A[j℄;A[j℄ <-- A[j+1℄;A[j+1℄ <-- temp;9. Äßíå�áé ç åðüìåíç ðáñáëëáãÞ �çò �áîéíüìçóçò �çò öõóáëßäáò. Ç ðáñáëëáãÞáõ�Þ íá êïó�ïëïãçèåß ïìïßùò êáé íá óõãêñéèåß ìå �çí ðñïçãïýìåíç ìÝèïäï.pro
edure bubblesortfor i <-- 0 to n-2 dofor j <-- 0 to n-2-i doif A[j+1℄<A[j℄ thentemp <-- A[j℄;A[j℄ <-- A[j+1℄;A[j+1℄ <-- temp;10. Äßíå�áé ðßíáêáò A[0..n-1,0..n-1℄ êáé æç�åß�áé íá âñåèåß ç ðñþ�ç èÝóçåíüò ó�ïé÷åßïõ x (áí áõ�ü õðÜñ÷åé), üðïõ ìå �çí Ýêöñáóç \ðñþ�ç" åííïåß�áéü�é äåí õðÜñ÷åé Üëëï x óå ðñïçãïýìåíç ãñáììÞ Þ ðñïçãïýìåíç ó�Þëç. Íáó÷åäéáóèåß áëãüñéèìïò êáé íá áíáëõèåß ç êáëý�åñç, ç ìÝóç êáé ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç.11. Ï áëãüñéèìïò findmax äÝ÷å�áé �ïí ðßíáêá Á:[1..n℄ êáé åîÜãåé �ï æåýãïòmax,i, üðïõ max åßíáé �ï ìÝãéó�ï ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá, åíþ i åßíáé ç èÝóçüðïõ áõ�ü åìöáíßæå�áé (üðïõ, 1 ≤ i ≤ n). Ï áëãüñéèìïò íá êïó�ïëïãçèåßêáé íá âñåèåß ç ðïëõðëïêü�ç�á óå êÜèå ðåñßð�ùóç.fun
tion findmax(A,n)i <-- 1; j <-- 2; m <-- A[1℄;while j <= n doif A[j℄>max thenmax <-- A[j℄;i <-- j;j <-- j+1;return(m,i);12. Ôï êüóêéíï �ïõ Åñá�ïóèÝíç (Eratosthenes sieve) åßíáé ìßá ìÝèïäïòãéá �çí åýñåóç �ùí ðñþ�ùí áñéèìþí (äçëáäÞ, �ùí áñéèìþí ðïõ äéáéñïýí�áé



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 25ìüíï áðü �ï 1 êáé �ïí åáõ�ü �ïõò) ðïõ åßíáé ìéêñü�åñïé �ïõ n. Ï áëãüñéèìïòèåùñåß Ýíáí ðßíáêá ìå �ïõò áêåñáßïõò áðü �ï 2 ìÝ÷ñé �ï n, âñßóêåé �ïìéêñü�åñï áêÝñáéï i, �ïí �õðþíåé êáé äéáãñÜöåé áðü �ïí ðßíáêá �ïõòáêåñáßïõò i; 2i; 3i; : : :. Ç äéáäéêáóßá ó�áìá�Ü ü�áí i > √n. Íá ó÷åäéáóèåßêáé íá áíáëõèåß ï áëãüñéèìïò.13. Äßíïí�áé äýï áêÝñáéïé y > x > 0 êáé æç�åß�áé íá äïèïýí óå öèßíïõóá �Üîçüëá �á ðïëëáðëÜóéá �ïõ x, ðïõ åßíáé ìéêñü�åñá �ïõ y. �éá ðáñÜäåéãìá,áí x = 100 êáé y = 550, �ü�å ç Ýîïäïò åßíáé: 500, 400, 300, 200, 100. Íáó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß áëãüñéèìïò åðßëõóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.14. Ôï Ýñãï n õðáëëÞëùí åßíáé íá áíáâïóâÞíïõí m ëÜìðåò ðïõ âñßóêïí�áéóå Ýíáí åõèýãñáììï äñüìï. Ï ðñþ�ïò õðÜëëçëïò áíÜâåé üëåò �éò ëÜìðåò.Ï äåý�åñïò õðÜëëçëïò óâÞíåé �ç äåý�åñç, �Ý�áñ�ç, Ýê�ç êëð. Ï �ñß�ïòåðåìâáßíåé ó�çí �ñß�ç, Ýê�ç, Ýíá�ç êëð êáé �çí áíÜâåé (óâÞíåé) áí åßíáéêëåéó�Þ (áíïéê�Þ). Ï �Ý�áñ�ïò åðåìâáßíåé ó�çí �Ý�áñ�ç, üãäïç, äùäÝêá�çêáé áíáâïóâÞíåé áí�ßó�ïé÷á. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá äéáðéó�ùèåß ðïßåòëÜìðåò åßíáé áíïéê�Ýò ü�áí ðåñÜóåé ï �åëåõ�áßïò õðÜëëçëïò. �éá �çíåðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß áëãüñéèìïò.15. ËÝãå�áé ü�é Ýíáò äéóäéÜó�á�ïò ðßíáêáò A[0..n-1,0..n-1℄ Ý÷åé Ýíá óçìåßïóÝëëáò (saddle point), áí õðÜñ÷åé Ýíá ó�ïé÷åßï A[i,j℄ ðïõ åßíáé �ïìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï �çò ãñáììÞò i êáé �ï ìåãáëý�åñï ó�ïé÷åßï �çò ó�Þëçòj. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß áëãüñéèìïò åí�ïðéóìïý �ïõ óçìåßïõáõ�ïý (áí õðÜñ÷åé). 17 24 1 8 1523 5 7 14 164 6 13 20 2210 12 19 21 311 18 25 2 9Ó÷Þìá 1.2: Ôï ðñüâëçìá �ïõ ìáãéêïý �å�ñáãþíïõ.16. Ìáãéêü �å�ñÜãùíï (magi
 square) ëÝãå�áé Ýíáò ðßíáêáò n × n ðïõðåñéÝ÷åé �ïõò áêÝñáéïõò áðü 1 ùò n2 óå �Ý�ïéåò èÝóåéò, þó�å �ï Üèñïéóìá�ùí �éìþí êÜèå ãñáììÞò, êÜèå ó�Þëçò êáé êÜèå êýñéáò äéáãùíßïõ åßíáé �ïßäéï. Áí �ï n åßíáé ðåñé��üò áñéèìüò, �ü�å ç �ïðïèÝ�çóç �ùí ó�ïé÷åßùí ó�ï�å�ñÜãùíï ãßíå�áé ùò åîÞò. Áñ÷éêÜ �ïðïèå�åß�áé �ï 1 ó�çí êïñõöÞ �çò



26 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞìåóáßáò ó�Þëçò. Ïé áêÝñáéïé 2; 3; : : : �ïðïèå�ïýí�áé óå èÝóåéò äéáãùíßùòåðÜíù êáé äåîéÜ. Áí îåðåñáóèåß ç ðñþ�ç ãñáììÞ, �ü�å ç äéáäéêáóßáóõíå÷ßæåé ó�çí �åëåõ�áßá ãñáììÞ, åíþ áí îåðåñáóèåß ç �åëåõ�áßá ó�Þëç,�ü�å ç äéáäéêáóßá óõíå÷ßæåé ó�çí ðñþ�ç ó�Þëç. Áí ç åðéóêåð�üìåíç èÝóçåßíáé êá�åéëçììÝíç �ü�å ç äéáäéêáóßá óõíå÷ßæåé ìßá èÝóç ðñïò �á êÜ�ùó�çí ßäéá ó�Þëç. Ó�ï Ó÷Þìá 1.2 ðáñïõóéÜæå�áé Ýíá ìáãéêü �å�ñÜãùíï
5 × 5, üðïõ �ï Üèñïéóìá �ùí ó�ïé÷åßùí êÜèå ãñáììÞò, ó�Þëçò Þ êýñéáòäéáãùíßïõ åßíáé 65. Íá ó÷åäéáóèåß Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ íá äéáðéó�þíåé áíÝíáò äéóäéÜó�á�ïò ðßíáêáò åßíáé ðñÜãìá�é ìáãéêü �å�ñÜãùíï. Åðßóçò,íá ó÷åäéáóèåß Ýíáò áëãüñéèìïò êá�áóêåõÞò åíüò ìáãéêïý �å�ñÜãùíïõðåñé��Þò �Üîçò. Óå êÜèå ðåñßð�ùóç íá áíáëõèïýí ïé áí�ßó�ïé÷ïé áëãüñéèìïé.
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28 ÊåöÜëáéï 2. Èåùñç�éêü ÕðüâáèñïÓ�ï êåöÜëáéï áõ�ü èá åîå�áóèïýí �ñßá áí�éêåßìåíá. �ñþ�ïí, èá ðáñïõóéáóèïýíåðß �ñï÷Üäçí ìåñéêÜ âáóéêÜ ìáèçìá�éêÜ åñãáëåßá ðïõ åßíáé áðáñáß�ç�á êá�Ü �çíáíÜëõóç �ùí áëãïñßèìùí. �ïëëÝò áðü áõ�Ü èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óå åðüìåíáêåöÜëáéá �ïõ âéâëßïõ. Äåý�åñïí, èá åéóá÷èïýí ìå �õðéêü �ñüðï ïé Ýííïéåò �çòðïëõðëïêü�ç�áò êáé �ùí óõìâïëéóìþí Ï, Ù, È, ï êáé ù, ðïõ áíáöÝñèçêáíáêñïèéãþò ó�ï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï. Ôñß�ïí, èá ãßíåé ìßá ðñþ�ç ÷ñÞóç �ùíìáèçìá�éêþí åñãáëåßùí êáé �ùí óõìâïëéóìþí ó�çí ðñÜîç ãéá �çí ìåèïäéêü�åñçáíÜëõóç ìåñéêþí áðëþí áëãïñßèìùí.2.1 Ìáèçìá�éêÜ ÅñãáëåßáÓõíÜñ�çóç �Ü�ùìá êáé ÓõíÜñ�çóç ÏñïöÞÄåäïìÝíïõ ðñáãìá�éêïý áñéèìïý x, �ï ⌊x⌋ éóïý�áé ìå �ï áêÝñáéï ìÝñïò �ïõ x,åíþ �ï ⌈x⌉ éóïý�áé ìå �ïí ìåãáëý�åñï (Þ ßóï) áêÝñáéï áñéèìü �ïõ x. �éá �éòóõíáñ�Þóåéò áõ�Ýò éó÷ýïõí ïé åîÞò éäéü�ç�åò (üðïõ �á n; a; b áêÝñáéïé).x− 1 ≤ ⌊x⌋ ≤ x ≤ ⌈x⌉ ≤ x+ 1

⌊n=2⌋ + ⌈n=2⌉ = n
⌈⌈n=a⌉b ⌉

=
⌈ nab⌉ ⌊⌊n=a⌋b ⌋

= ⌊n=ab⌋Åêèå�éêÜ êáé ÄõíÜìåéò�éá �ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò a 6= 0;m; n éó÷ýïõí ïé åîÞò âáóéêÝò éäéü�ç�åò:a0 = 1 a1 = a a−1 = 1=a (am)n = amn = (an)m aman = am+n�éá ðñáãìá�éêÝò ó�áèåñÝò a > 0; b éó÷ýåé:
limn→∞

nban = 0�éá êÜèå ðñáãìá�éêü áñéèìü x éó÷ýåé:ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ : : : =

∞
∑i=0

xii! ≥ 1 + x�éá |x| ≤ 1 éó÷ýåé:
1 + x ≤ ex ≤ 1 + x+ x2ÔÝëïò éó÷ýåé:

limn→∞

(

1 +
xn) = exüðïõ e ≈ 2; 71828, ç âÜóç �ùí öõóéêþí ëïãáñßèìùí.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 29ËïãÜñéèìïé�éá êÜðïéï öõóéêü Þ ðñáãìá�éêü áñéèìü x, ïé ëïãÜñéèìïé óõìâïëßæïí�áé ìå
logb x, üðïõ b åßíáé ç âÜóç �ïõ ëïãÜñéèìïõ. ÓõíÞèùò, ïé ÷ñçóéìïðïéïýìåíïéëïãÜñéèìïé áíáöÝñïí�áé óå äõáäéêÞ âÜóç êáé èá äçëþíïí�áé ìå lg x, åíþ ïéöõóéêïß/íåðÝñéïé ëïãÜñéèìïé èá äçëþíïí�áé ìå lnx. �éá �ïõò ðñáãìá�éêïýòáñéèìïýò a > 0; b > 0; 
 > 0; n éó÷ýïõí ïé åîÞò âáóéêÝò éäéü�ç�åò:a = blogb a log
(ab) = log
 a+log
 b logb an = n logb a logb a =

log
 a
log
 b

logb(1=a) = − logb a logb a =
1

loga b alogb n = nlogb aÓå ü�é áöïñÜ ó�éò åêöñÜóåéò ìå �ç âïÞèåéá �ùí óõìâïëéóìþí Ï, È êëð. äåíÝ÷åé óçìáóßá áí ï ëïãÜñéèìïò åßíáé äõáäéêüò, íåðÝñéïò Þ ïðïéïóäÞðï�å Üëëïòêáé ãéá �ï ëüãï áõ�ü ìðïñåß ãåíéêþò íá ÷ñçóéìïðïéåß�áé ç Ýêöñáóç lg.Óçìáí�éêÝò ó÷Ýóåéò åßíáé ïé åðüìåíåò. �éá |x| < 1 éó÷ýåé:
ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+
x5

5
− : : :åíþ ãéá x > −1 éó÷ýåé: x

1 + x ≤ ln(1 + x) ≤ x�áñáãïí�éêÜÅßíáé ãíùó�ü ü�é n! = 1× 2× 3× · · · × n =

n
∏i=1

i�ïëý óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýìåíïò åßíáé ï �ýðïò �ïõ Stirling:n! =
√

2�n(ne)n(1 +
1

12n +
1

288n2
+ : : :)Áí áðáëåßøïõìå �çí ðáñÝíèåóç, �ü�å ïäçãïýìáó�å óå ìßá ðïëý êáëÞ ðñïóÝããéóç.�éá ðáñÜäåéãìá, åöáñìüæïí�áò �ïí �ýðï �ïõ Stirling êá�áëÞãïõìå ü�é 1! ≈ 0; 92(ëÜèïò 8%), 2! ≈ 1; 92 (ëÜèïò 4%), 5! ≈ 118; 02 (ëÜèïò 2%), åíþ ãéá �ï 100!�ï ëÜèïò åßíáé 0.08%. Ìå Üëëá ëüãéá, �ï ëÜèïò åßíáé ìßá öèßíïõóá óõíÜñ�çóçãéá áõîáíüìåíá n. Åðßóçò, áðü �ïí �ýðï �ïõ Stirling êáé ìå áðëÞ Üëãåâñáðñïêýð�åé ü�é: n! ≤ nn



30 ÊåöÜëáéï 2. Èåùñç�éêü ÕðüâáèñïÁñéèìïß Fibona

iÇ áêïëïõèßá áñéèìþí Fibona

i äåý�åñçò �Üîçò ïñßæïí�áé ùò åîÞò:Fi = Fi−1 + Fi−2åíþ ãéá �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò éó÷ýåé F0 = 0 êáé F1 = 1. ¢ñá ìå âÜóç �ïíïñéóìü ðñïêýð�åé ü�é ç óåéñÜ �ùí áñéèìþí Fibona

i åßíáé:
0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; : : :ÄåäïìÝíçò �çò ÷ñõóÞò �ïìÞò (golden ratio), �, êáé �çò óõæõãïýò �éìÞò, �̂,ðïõ éóïýí�áé áí�ßó�ïé÷á ìå:� =

1 +
√

5

2
≈ 1:61803 �̂ =

1−
√

5

2
≈ − 0:61803ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß åðáãùãéêÜ ç �áõ�ü�ç�á De Moivre:Fi =

�i − �̂i√
5Êáèþò |�̂| < 1 óõíåðÜãå�áé ü�é |�̂|=√5 < 1=2. ¢ñá, ï i-ïó�üò áñéèìüò Fibo-na

i éóïý�áé ìå �i=√5 ó�ñïããõëåìÝíï ó�ïí áìÝóùò ìåãáëý�åñï áêÝñáéï.Áèñïßóìá�áÌåñéêÝò áðü åðüìåíåò ó÷Ýóåéò åßíáé Þäç ãíùó�Ýò áëëÜ �éò åðáíáëáìâÜíïõìå ãéáëüãïõò ðëçñü�ç�áò.n

∑i=1

i = 1 + 2 + 3 + : : :+ n =
1

2
n(n+ 1)n

∑i=1

i2 = 1 + 22 + 32 + : : :+ n2 =
1

6
n(n+ 1)(2n + 1)n

∑i=0

xi = 1 + x+ x2 + : : :+ xn =
xn+1 − 1x− 1Áí |x| < 1 �ü�å éó÷ýåé:

∞
∑i=0

xi =
1

1− x



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 31�áñáãùãßæïí�áò �á äýï óêÝëç �çò ó÷Ýóçò áõ�Þò êáé ðïëëáðëáóéÜæïí�áò åðß xðñïêýð�åé:
∞
∑i=0

i xi =
x

(1− x)2�éá �ïí áñìïíéêü áñéèìü Hn éó÷ýåé:Hn =
n
∑i=1

1i = 1 +
1

2
+

1

3
+ : : :+ 1n = lnn+ 
 +

1

2n − 1

12n2
+

1

120n4
− : : :üðïõ 
 = 0:577 åßíáé ç ó�áèåñÜ �ïõ Euler.Åðßóçò, ãéá êÜèå áêïëïõèßá a1; a2; : : : ; an éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò (�çëåóêïðéêÜáèñïßóìá�á):n

∑i=1

(ai − ai−1) = an − a0

n−1
∑i=0

(ai − ai+1) = a0 − anÊáé ìßá �åëåõ�áßá ÷ñÞóéìç éäéü�ç�á ìå ãéíüìåíá:
lg

( n
∏i=1

ai) =

n
∑i=1

lg aiÄéá�Üîåéò, Óõíäõáóìïß êáé Äõùíõìéêïß Óõí�åëåó�ÝòÔá n ó�ïé÷åßá åíüò óõíüëïõ ìðïñïýí íá ðáñÜîïõí n! äéáöïñå�éêÝò äéá�Üîåéò.Ôï ðëÞèïò �ùí äõíá�þí äéá�Üîåùí åðéëÝãïí�áò k áðü n åßíáé:n× (n− 1)× : : :× (n− (k − 1)) =
n!

(n− k)!Óõíäõáóìüò �ùí k áí�éêåéìÝíùí áðü n áí�éêåßìåíá åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí�ñüðùí ðïõ ìðïñïýí íá åðéëå÷èïýí k äéáêñé�Ü áí�éêåßìåíá áðü n áí�éêåßìåíáêáé éóïý�áé ìå:
(nk)Ï áíù�Ýñù �ýðïò ðñïûðïèÝ�åé ü�é êÜèå Ýíá áðü �á n áí�éêåßìåíá ìðïñåß íáåðéëåãåß ìßá ìüíï öïñÜ. Ï �ñüðïò áõ�üò ëÝãå�áé åðéëïãÞ ÷ùñßò áí�éêá�Üó�áóç(sele
tion without repla
ement). Áí�éèÝ�ùò, êá�Ü �çí åðéëïãÞ ìå áí�éêá�Üó�áóç(sele
tion with repla
ement) åðé�ñÝðå�áé êÜðïéï áí�éêåßìåíï íá åðéëåãåß êáé ðÜëé



32 ÊåöÜëáéï 2. Èåùñç�éêü Õðüâáèñï÷ùñßò êÜðïéïí ðåñéïñéóìü. �éá �çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ, �ï ðëÞèïò �ùí åðéëïãþíåßíáé:
(n+ k − 1n− 1

)ÂáóéêÝò �áõ�ü�ç�åò �ùí óõíäõáóìþí (ïé ïðïßåò áðïäåéêíýïí�áé åýêïëá) åßíáéïé åîÞò:
(nk) =

n!k!(n− k)! =

( nn− k)
(nk) =

(n− 1k )

+

(n− 1k − 1

)Åðßóçò éó÷ýåé:
(x+ y)n =

n
∑k=0

(nk)xkyn−kÁí x = y = 1, �ü�å ðñïêýð�åé ü�é
2n =

n
∑k=0

(nk)Óõ÷íÜ áðáé�ïýí�áé åðÜíù êáé êÜ�ù üñéá. ¸�óé Ý÷ïõìå:
(nk) =

n(n− 1) : : : (n− k + 1)k(k − 1) : : : 1 =
nk n− 1k − 1

: : : n− k + 1

1
≥
(nk)k (2.1)

(nk) =
n(n− 1) : : : (n− k + 1)k(k − 1) : : : 1 ≤ nkk! ≤ (enk )kÔÝëïò, ï êá�áëáíéêüò áñéèìüò éóïý�áé ìå:Cn =

1n+ 1

(

2nk ) =
4n√�n3

(

1− 9

8n +
145

128n2
− : : :)�éèáíü�ç�åòÁðü �ï ìÜèçìá �ùí �éáèáíï�Þ�ùí/Ó�á�éó�éêÞò åßíáé ãíùó�Ýò ïé åðüìåíåò ÝííïéåòáëëÜ åðßóçò �éò åðáíáëáìâÜíïõìå ãéá ëüãïõò ðëçñü�ç�áò. Áò õðïèÝóïõìå ü�éìßá äéáêñé�Þ �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ X ëáìâÜíåé áñéèìç�éêÝò �éìÝò: X1;X2;X3; : : :.Ç ðéèáíü�ç�á íá ðñïêýøåé ç �éìÞ Xi óõìâïëßæå�áé ìå P (Xi) Þ ìå P (X = Xi)êáé éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò:

0 ≤ P (Xi) ≤ 1
∞
∑i=1

P (Xi) = 1



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 33Ç ìÝóç (Þ ðñïóäïêç�Þ) �éìÞ ìßáò äéáêñé�Þò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò X éóïý�áé ìå:� = E(X) =

∞
∑i=1

Xi P (Xi) =

∞
∑i=1

P (X ≥ Xi)Ç áðüêëéóç ìßáò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò X äßíå�áé áðü �ïí �ýðï:�2 = Var[X] = E[(X − E[X])2] = : : : = E[X2]− E2[X]⇒E[X2] = Var[X]− E2[X]Ç ìÝóç �éìÞ �ïõ áèñïßóìá�ïò äýï äéáêñé�þí �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí éóïý�áé ìå:E(X + Y ) = E(X) + E(Y )�éá äýï ãåãïíü�á áíåîÜñ�ç�á ìå�áîý �ïõò éó÷ýåé:E(X + Y ) = E(X) E(Y )Ç ðéèáíü�ç�á õðü óõíèÞêç íá óõìâåß Ýíá ãåãïíüò A äåäïìÝíïõ åíüò ãåãïíü�ïòB åßíáé: p(A|B) =
p(A ∩B)p(B)ìå �çí ðñïûðüèåóç ü�é p(B) 6= 0. ¸�óé ðñïêýð�åé �ï Èåþñçìá �ïõ Bayes:p(A|B) =

p(A) p(B|A)p(B)2.2 Óõìâïëéóìïß �ïëõðëïêü�ç�áòÊá�'áñ÷Þí ðáñáèÝ�ïõìå �ïõò ïñéóìïýò �ñéþí óõìâïëéóìþí ðïëõðëïêü�ç�áò(Ï, Ù êáé È), åíþ ó�ç óõíÝ÷åéá èá ðáñáèÝóïõìå Üëëïõò äýï óõìâïëéóìïýòðïëõðëïêü�ç�áò (ï êáé ù).Óõìâïëéóìüò Ï.Ìßá óõíÜñ�çóç f(n) ëÝãå�áé ü�é Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á �çò �Üîçò O(g(n)), êáéóõìâïëßæå�áé ìå f(n) = O(g(n)) Þ ìå f(n) ∈ O(g(n)), áí õðÜñ÷åé ìßá èå�éêÞó�áèåñÜ 
 êáé ìßá �éìÞ n0 Ý�óé þó�å ãéá êÜèå n > n0 íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóçf(n) < 
g(n). 2



34 ÊåöÜëáéï 2. Èåùñç�éêü ÕðüâáèñïÓõìâïëéóìüò Ù.Ìßá óõíÜñ�çóç f(n) ëÝãå�áé ü�é Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á �çò �Üîçò Ù(g(n)), êáéóõìâïëßæå�áé ìå f(n) = 
(g(n)) Þ ìå f(n) ∈ 
(g(n)), áí õðÜñ÷åé ìßá èå�éêÞó�áèåñÜ 
 êáé ìßá �éìÞ n0 Ý�óé þó�å ãéá êÜèå n > n0 íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóçf(n) > 
g(n). 2Óõìâïëéóìüò È.Ìßá óõíÜñ�çóç f(n) ëÝãå�áé ü�é Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á �çò �Üîçò È(g(n)), êáéóõìâïëßæå�áé ìå f(n) = �(g(n)) Þ ìå f(n) ∈ �(g(n)), áí õðÜñ÷ïõí äýï èå�éêÝòó�áèåñÝò 
1; 
2 êáé ìßá �éìÞ n0 Ý�óé þó�å êÜèå ãéá n > n0 íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç
2g(n) < f(n) < 
1g(n). 2Áò åîå�Üóïõìå Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá ãéá íá êá�áëÜâïõìå �ç ÷ñÞóç �ïõóõìâïëéóìïý È. ¸ó�ù, ëïéðüí, ü�é ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå �ç ó÷Ýóç:n2

2
− n

2
= �(n2)ÉêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá íá éó÷ýåé ç áíù�Ýñù ó÷Ýóç, åßíáé íá éó÷ýåé çåðüìåíç: 
1 n2 ≤ n2

2
− n

2
≤ 
2 n2 ⇒
1 ≤ 1

2
− 1

2n ≤ 
2üðïõ õðåíèõìßæïõìå ü�é �á 
1; 
2 ðñÝðåé íá åßíáé èå�éêïß ðñáãìá�éêïß áñéèìïß,åíþ �ï n ðñÝðåé íá åßíáé èå�éêüò áêÝñáéïò. Åýêïëá âëÝðïõìå ü�é ãéá 
2 = 1=2êáé ãéá n ≥ 1 éó÷ýåé �ï äåîéü óêÝëïò. �éá �ï áñéó�åñü óêÝëïò áñêåß íá éó÷ýåé
1 = 1=4 êáé n ≥ 2. Óõíåðþò, ãéá 
1 = 1=4; 
2 = 1=2 êáé n ≥ 2 éó÷ýåé çáíù�Ýñù ó÷Ýóç. Áðïäåßîåéò ðïõ áöïñïýí ó�ïõò Üëëïõò äýï óõìâïëéóìïýò (Ïêáé Ù) ìðïñïýí íá äéåêðåñáéùèïýí ìå áí�ßó�ïé÷ï �ñüðï.Ìå áðëÜ ëüãéá, ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï óõìâïëéóìü Ï êáé �ï óõìâïëéóìü Ùãéá íá äçëþóïõìå ü�é ç åðßäïóç åíüò áëãïñßèìïõ åßíáé áóõìð�ù�éêÜ öñáãìÝíçáðü åðÜíù êáé áðü êÜ�ù, áí�ßó�ïé÷á. Ìå �ï óõìâïëéóìü È äçëþíïõìå ü�é çåðßäïóç åíüò áëãïñßèìïõ åßíáé áóõìð�ù�éêÜ öñáãìÝíç áðü åðÜíù êáé áðü êÜ�ù�áõ�ü÷ñïíá. Ïé óõìâïëéóìïß Ï, Ù êáé È ìðïñåß íá åßíáé ðåñéóóü�åñï Þ ëéãü�åñïðåñéïñéó�éêïß Þ óöéê�ïß (tight). �éá ðáñÜäåéãìá, åßíáé åõíüç�ï ü�é éó÷ýåé �üóï
2n2 = O(n2) üóï êáé 2n = O(n2), üðïõ üìùò ç äåý�åñç Ýêöñáóç åßíáé ëéãü�åñçðåñéïñéó�éêÞ. ×ñåéáæüìáó�å, ëïéðüí, ðåñéóóü�åñï óöéê�ïýò óõìâïëéóìïýò.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 35Óõìâïëéóìüò ï.Ìßá óõíÜñ�çóç f(n) ëÝãå�áé ü�é Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á �çò �Üîçò ï(g(n)), êáéóõìâïëßæå�áé ìå f(n) = o(g(n)) Þ ìå f(n) ∈ o(g(n)), áí ãéá êÜèå èå�éêÞó�áèåñÜ 
 > 0 õðÜñ÷åé ìßá �éìÞ n0 Ý�óé þó�å ãéá êÜèå n > n0 íá éó÷ýåé çó÷Ýóç f(n) < 
g(n). 2Óõìâïëéóìüò ï. (åíáëëáê�éêÜ)Ìßá óõíÜñ�çóç f(n) ëÝãå�áé ü�é Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á �çò �Üîçò ï(g(n)), êáéóõìâïëßæå�áé ìå f(n) = o(g(n)), áí éó÷ýåé: limn→∞
f(n)g(n) = 0. 2Óõìâïëéóìüò ù.Ìßá óõíÜñ�çóç f(n) ëÝãå�áé ü�é Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á �çò �Üîçò ù(g(n)), êáéóõìâïëßæå�áé ìå f(n) = !(g(n)) Þ ìå f(n) ∈ !(g(n)), áí ãéá êÜèå èå�éêÞó�áèåñÜ 
 > 0 õðÜñ÷åé ìßá �éìÞ n0 Ý�óé þó�å ãéá êÜèå n > n0 íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóçf(n) > 
g(n). 2Óõìâïëéóìüò ù. (åíáëëáê�éêÜ)Ìßá óõíÜñ�çóç f(n) ëÝãå�áé ü�é Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á �çò �Üîçò ù(g(n)), êáéóõìâïëßæå�áé ìå f(n) = !(g(n)) áí éó÷ýåé: limn→∞
f(n)g(n) =∞. 2Êïéíüò �üðïò óå üëïõò �ïõò óõìâïëéóìïýò, ëïéðüí, åßíáé ç ëÝîç \áóõìð�ù�éêÜ".Ç Ýííïéá áõ�Þ åßíáé äÜíåéï áðü �á êáèáñÜ ìáèçìá�éêÜ (èåùñßá áñéèìþí) êáéåìðåäþèçêå ó�çí �ëçñïöïñéêÞ áðü �ïí Knuth. �éá �ïõò óõìâïëéóìïýò áõ�ïýòéó÷ýïõí ðïëëÝò áðü �éò éäéü�ç�åò �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. 2Ìå�áâá�éêÞ éäéü�ç�á. (transitivity)f(n)=Ï(g(n)) êáé g(n)=O(h(n)) ⇒ f(n)=Ï(h(n))f(n)=Ù(g(n)) êáé g(n)=Ù(h(n)) ⇒ f(n)=Ù(h(n))f(n)=È(g(n)) êáé g(n)=È(h(n)) ⇒ f(n)=È(h(n))f(n)=ï(g(n)) êáé g(n)=ï(h(n)) ⇒ f(n)=ï(h(n))f(n)=ù(g(n)) êáé g(n)=ù(h(n)) ⇒ f(n)=ù(h(n))Áíáêëáó�éêÞ éäéü�ç�á. (re
exivity)f(n) = Ï(f(n))f(n) = Ù(f(n))f(n) = È(f(n))Óõììå�ñéêÞ éäéü�ç�á. (symmetry)



36 ÊåöÜëáéï 2. Èåùñç�éêü Õðüâáèñïf(n) = È(g(n)) áí êáé ìüíï áí g(n) = È(f(n))ÁíÜó�ñïöç Óõììå�ñéêÞ éäéü�ç�á. (transpose symmetry)f(n) = Ï(g(n)) áí êáé ìüíï áí g(n) = Ù(f(n))f(n) = ï(g(n)) áí êáé ìüíï áí g(n) = ù(f(n))�éá ìßá êáëý�åñç êá�áíüçóç �ùí ðÝí�å áõ�þí óõìâïëéóìþí, ðáñïõóéÜæïõìå�ïí �ßíáêá 2.1. Ó�ï áñéó�åñü óêÝëïò ìÝóù �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ óõìâïëéóìïýäßíå�áé ç ó÷Ýóç ìå�áîý �ùí óõíáñ�Þóåùí f(n) êáé g(n), åíþ ó�ï äåîéü óêÝëïòäßíå�áé ç ó÷Ýóç ìå�áîý �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí a êáé b. Äéäáê�éêÞ áîßá Ý÷åéç êá�áíüçóç �çò áíáëïãßáò ìå�áîý �ùí ðÝí�å óõìâïëéóìþí ìå �éò ðÝí�å ó÷ÝóåéòäéÜ�áîçò. Óçìåéþíå�áé, üìùò, ü�é áí êáé äýï ðñáãìá�éêïß áñéèìïß åßíáé ðÜí�ï�åóõãêñßóéìïé, åí�ïý�ïéò äåí óõìâáßíåé �ï ßäéï ðÜí�ï�å ãéá äýï áóõìð�ù�éêÝòåêöñÜóåéò. �éá ðáñÜäåéãìá, äåí åßíáé äõíá�üí ïé óõíáñ�Þóåéò f(n) = n êáég(n) = n1+cosn íá óõó÷å�éóèïýí ìå êÜðïéï óõìâïëéóìü.f(n)=Ï(g(n)) a ≤ bf(n)=Ù(g(n)) a ≥ bf(n)=È(g(n)) a = bf(n)=ï(g(n)) a < bf(n)=ù(g(n)) a > b�ßíáêáò 2.1: Óõó÷Ý�éóç áóõìð�ù�éêþí óõìâïëéóìþí.Ïé óõìâïëéóìïß ï êáé è, ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ëéãü�åñá óõ÷íÜ ó�ç âéâëéïãñáößá,åêöñÜæïõí åðßóçò �çí áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ áëãïñßèìùí. Ùó�üóï, óåáí�ßèåóç ìå �ïõò óõìâïëéóìïýò Ï, Ù êáé È, ïé óõìâïëéóìïß ï êáé ù ÷ñçóéìïðïéïýí�áéãéá íá åêöñÜóïõí ëéãü�åñï ðåñéïñéó�éêÝò êá�áó�Üóåéò áóõìð�ù�éêÜ. ¸�óééó÷ýåé 2n = o(n2) áëëÜ 2n2 6= o(n2).Áò åîå�Üóïõìå Ýíá áêüìç áðëü ðáñÜäåéãìá óå ó÷Ýóç ìå �ï óõìâïëéóìü ï.¸ó�ù, ëïéðüí, ü�é ãéá a èå�éêü áêÝñáéï ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå �ç ó÷Ýóç:na ∈ o(2n)ËáìâÜíïõìå �ï üñéï �ï ëüãïõ �ùí äýï óõíáñ�Þóåùí êáé åöáñìüæïõìå �ïíêáíüíá �ïõ L'Hopital äéáäï÷éêÜ:
limn→∞

na
2n = limn→∞

naen ln 2
= limn→∞

ana−1

ln 2 en ln 2
= : : : = limn→∞

a!
(ln 2)a en ln 2

= 0



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 37�éá íá ãßíïõí óõãêñé�éêÜ áí�éëçð�ïß ïé ðñïçãïýìåíïé óõìâïëéóìïß áò èåùñÞóïõìå�ç ó÷Ýóç f(n) = 4n3 + 3. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ éó÷ýåé:f(n) = �(n3)f(n) = O(n3) = O(n4) : : :f(n) = 
(n3) = 
(n2)) = 
(n) = 
(1)f(n) = o(n4) = o(n5) : : :f(n) = !(n2) = !(n) = !(1)ÓõíäÝïí�áò ìå �ï õëéêü �ïõ ðñïçãïõìÝíïõ êáöáëáßïõ, ëïéðüí, óêïðüò ìáòåßíáé áñ÷éêÜ ç åýñåóç �ïõ ÷ñïíéêïý êüó�ïõò åíüò áëãïñßèìïõ ìå �ç âïÞèåéá ìßáòóõíÜñ�çóçò f(n), åíþ ó�ç óõíÝ÷åéá ðñÝðåé íá âñïýìå êÜðïéá óõíÜñ�çóç g(n)ìå �ïí áí�ßó�ïé÷ï óõìâïëéóìü. Áõ�ü ðïõ ãßíå�áé óõ÷íü�åñá ó�çí ðñÜîç, üðïõðñïêýð�ïõí åêèå�éêÝò Þ ðïëõùíõìéêÝò óõíáñ�Þóåéò, åßíáé íá áðïìïíþóïõìå �ïíüñï ìå �ï ìåãáëý�åñï åéäéêü âÜñïò áãíïþí�áò �ïõò Üëëïõò üñïõò êáèþò êáé�ïõò ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò.2.3 ×ñÞóç Óõìâïëéóìþí ó�çí ÁíÜëõóçÁò èõìçèïýìå áðü �á ÊåöÜëáéá 1.4-1.5 �éò åêöñÜóåéò ðïõ Ý÷ïõí ðñïêýøåéó÷å�éêÜ ìå �çí åðßäïóç �ùí áëãïñßèìùí �áîéíüìçóçò ìå åðéëïãÞ êáé ìå åéóáãùãÞ.�éï óõãêåêñéìÝíá, êá�Ü �çí åðáêñéâÞ áíÜëõóç ãéá �çí �áîéíüìçóç ìå åðéëïãÞåß÷áìå êá�áëÞîåé ó�éò åêöñÜóåéò:T (n) = (
3=2 + 
4=2)n2 + (
1 + 
2 + 
3=2− 
4=2 + 
5 + 
6 + 
7)n+ 
1
= an2 + bn+ 
Åðßóçò, åß÷áìå äéáðéó�þóåé ü�é ç �áîéíüìçóç ìå åðéëïãÞ Ý÷åé �çí ßäéá åðßäïóç ãéá�çí êáëý�åñç, �ç ìÝóç êáé �ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç áíåîáñ�Þ�ùò �ùí äåäïìÝíùíåéóüäïõ êáé óõíåðþò ï áëãüñéèìïò áõ�üò èåùñåß�áé ó�áèåñüò (robust). �éá �ïóõãêåêñéìÝíï áëãüñéèìï êáé �ç óõãêåêñéìÝíç áíÜëõóç åýêïëá óõìðåñáßíå�áéü�é T (n) = g(O(n2)) áëëÜ êáé T (n) = g(
(n2)), êáé åðïìÝíùò �åëéêÜ ðñïêýð�åéT (n) = g(�(n2)). ¸�óé, �åëéêÜ êá�áëÞãïõìå óå ìßá �õðéêÞ Ýêöñáóç (äçëáäÞ,�ï Θ(n2)) ãéá íá åêöñÜóïõìå ìå óõìðõêíùìÝíï �ñüðï �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõáëãïñßèìïõ.Ôþñá èá åîå�Üóïõìå ìå ðåñéóóü�åñç ëåð�ïìÝñåéá êáé ðÜëé �çí �áîéíüìçóç ìååéóáãùãÞ. ¼ðùò Ý÷ïõìå áíáöÝñåé ðñïçãïõìÝíùò, ãéá ìßá ïëüêëçñç áëãïñßèìùí�áîéíüìçóçò, ùò âáñüìå�ñï åðéëÝãå�áé ç ðñÜîç �çò óýãêñéóçò. Ó�ç óõãêåêñéìÝíçðåñßð�ùóç, ùò âáñüìå�ñï åðéëÝãå�áé ç óýãêñéóç A[i℄>key ó�çí åí�ïëÞ 4 (áãíïþí�áò



38 ÊåöÜëáéï 2. Èåùñç�éêü Õðüâáèñï�éò åóù�åñéêÝò óõãêñßóåéò �çò åí�ïëÞò �ïõ âñü÷ïõ for ó�çí åí�ïëÞ 1, êáèþòêáé �ç óýãêñéóç i>0 ó�çí åí�ïëÞ 4). Åýêïëá ðñïêýð�åé ü�é ó�ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç, ãéá óõãêåêñéìÝíï i, �ï key åßíáé ìéêñü�åñï áðü êÜèå A[i℄, üðïõ �ï iêõìáßíå�áé áðü 1 ìÝ÷ñé n-1, ïðü�å äéáäï÷éêÜ �ï key èá óõãêñéèåß ìå �á A[i-1℄,A[i-2℄, ..., A[1℄ ðñéí åîÝëèïõìå áðü �ï âñü÷ï åðåéäÞ éó÷ýåé ç óõíèÞêç i=0.Áðü áõ�Þ �ç âáóéêÞ óêÝøç óõíåðÜãå�áé ü�é êáèþò �ï j ìå�áâÜëëå�áé áðü 2 ìÝ÷ñén, ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí óõãêñßóåùí åßíáé:n
∑j=2

(j − 1) = n(n− 1)=2 = �(n2)Ó�ç óõíÝ÷åéá èá åîå�Üóïõìå ëåð�ïìåñÝó�åñá �ç ìÝóç ðåñßð�ùóç. Áò õðïèÝóïõìåü�é �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá åßíáé äéáêñé�Ü (äçëáäÞ, äéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõò)êáé ü�é åßíáé éóïðßèáíï íá åìöáíéóèåß ìßá ïðïéáäÞðï�å äéÜ�áîç �ùí n ó�ïé÷åßùí.¢ñá, ü�áí èåùñïýìå �çí �éìÞ key=A[j℄ (åí�ïëÞ 2), ðïõ ðñÝðåé íá ðáñåìâëçèåßìå�áîý ó�ïé÷åßùí A[1℄, A[2℄, ..., A[j-1℄, äå÷üìáó�å ü�é �ï key ìðïñåß ìåßäéá ðéèáíü�ç�á íá åßíáé �ï k-ïó�ü ìåãáëý�åñï, ãéá 1 ≤ k ≤ j. Áí, ëïéðüí,�ï key åßíáé �ï ìåãáëý�åñï, áõ�ü èá ãßíåé áí�éëçð�ü ìå 1 óýãêñéóç ìå �ïó�ïé÷åßï A[j-1℄, áí åßíáé �ï äåý�åñï ìåãáëý�åñï, áõ�ü èá ãßíåé áí�éëçð�ü ìå 2óõãêñßóåéò, êïê, áí åßíáé �ï (j − 1)-ïó�ü ìåãáëý�åñï, áõ�ü èá ãßíåé áí�éëçð�üìå j − 1 óõãêñßóåéò, åíþ �Ýëïò, áí åßíáé �ï j-ïó�ü ìåãáëý�åñï (äçëáäÞ �ïìéêñü�åñï), áõ�ü èá ãßíåé áí�éëçð�ü êáé ðÜëé ìå j − 1 óõãêñßóåéò. Óõíåðþò, çìÝóç �éìÞ �ùí óõãêñßóåùí ãéá ìßá äåäïìÝíç �éìÞ �ïõ j åßíáé:
j =
1j (1 + 2 + 3 + : : :+ (j − 1) + (j − 1))

=
1j ( j
∑i=1

i− 1

)

=
j + 1

2
− 1jÈåùñþí�áò ü�é �ï j ìå�áâÜëëå�áé áðü 2 ìÝ÷ñé n, Ý÷ïõìå:n

∑j=2


j =

n
∑j=2

(j + 1

2
− 1j) =

n2 + 3n
4

−Hn = �(n2)Ó�ï �åëåõ�áßï ó�Üäéï �çò áíù�Ýñù ó÷Ýóçò éó÷ýåé ü�éHn = �(lg n) êáé åðïìÝíùòáãíïåß�áé ùò ðñïò �ï n2=4. ÔåëéêÜ, ëïéðüí, ðñïêýð�åé êáé �õðéêÜ ü�é �üóïó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç, üóï êáé ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò�áîéíüìçóçò ìå åéóáãùãÞ åßíáé �(n2). Ùó�üóï, åýêïëá äéáðéó�þíå�áé ü�é ó�çíêáëý�åñç ðåñßð�ùóç éó÷ýåé È(n).



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 392.4 ×åéñéóìüò ÁèñïéóìÜ�ùíÅðáãùãÞÔç ìÝèïäï áõ�Þ ãíùñßæïõìå áðü �ï ìÜèçìá �ùí Äéáêñé�þí Ìáèçìá�éêþí, áëëÜåäþ áðëþò èá áíáð�ýîïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ùò ìßá åíáëëáê�éêÞ áðüäåéîç óåó÷Ýóç ìå �çí áíÜëõóç �ùí ðáëßíäñïìùí ðïõ áíáöÝñáìå ó�ï ÊåöÜëáéï 1.6. Ìåëßãá ëüãéá, äïèåßóçò ìßáò ó÷Ýóçò ðñïò áðüäåéîç, êá�Ü �çí åðáãùãÞ áðïäåéêíýïõìåü�é ç ó÷Ýóç éó÷ýåé ãéá ìéêñÜ n, õðïèÝ�ïõìå ü�é éó÷ýåé ãéá �õ÷üí k êáé �Ýëïòáðïäåéêíýïõìå ü�é éó÷ýåé ãéá k + 1.�éá ðáñÜäåéãìá, èá áðïäåßîïõìå åðáãùãéêÜ ü�é ãéá Üñ�éá n éó÷ýåé:n=2−1
∑i=0

i
2i+1

= 1− n=2 + 1

2n=2Åýêïëá öáßíå�áé ü�é ãéá n = 2, �ü�å áñéó�åñü êáé äåîéü ìÝëïò éóïýí�áé ìå 0.Äå÷üìáó�å ü�é éó÷ýåé ç ó÷Ýóç ãéá �õ÷üí Üñ�éï k:k=2−1
∑i=0

i
2i+1

= 1− k=2 + 1

2k=2êáé èá áðïäåßîïõìå ü�é éó÷ýåé ãéá k + 2:k=2
∑i=0

i
2i+1

= 1− k=2 + 2

2k=2+1ËáìâÜíïõìå �ï áñéó�åñü óêÝëïò êáé äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå:k=2
∑i=0

i
2i+1

=

k=2−1
∑i=0

i
2i+1

+
k=2

2k=2+1
= 1− k=2 + 1

2k=2 +
k=2

2k=2+1

= 1− k + 2

2k=2+1
+

k=2
2k=2+1

= 1− k=2 + 2

2k=2+1�åñéïñéóìüò üñùíÄåäïìÝíïõ åíüò áèñïßóìá�ïò, áí�éêáèéó�ïýìå êÜèå üñï �ïõ áèñïßóìá�ïò ìå ìßáìåãáëý�åñç ðïóü�ç�á, ðïõ ìðïñïýìå åõêïëü�åñá íá ÷åéñéóèïýìå. Åðß ðáñáäåßãìá�é,áí èåùñÞóïõìå ùò ãåíéêü ðñü�õðï �ç ó÷Ýóç ∑ni=1 ai ≤ namax, �ü�å ãéá �ïãíùó�ü ìáò Üèñïéóìá ìðïñåß åíáëëáê�éêÜ íá ðñïêýøåé:n
∑i=1

i ≤ n
∑i=1

n = n2 = O(n2)



40 ÊåöÜëáéï 2. Èåùñç�éêü ÕðüâáèñïÄåäïìÝíïõ åíüò áèñïßóìá�ïò ∑ni=0 ai, áò õðïèÝóïõìå ü�é ak+1=ak ≤ r,üðïõ k ≥ 0, åíþ éó÷ýåé ãéá �ç ó�áèåñÜ r < 1. ¸�óé, ëïéðüí, éó÷ýåé:n
∑i=0

ai ≤ ∞
∑i=0

a0ri = a0

∞
∑i=0

ri = ao 1

1− rÈá ðñïóåããßóïõìå �ï Üèñïéóìá∑∞i=1(i=3i) ìå âÜóç �ç ìÝèïäï áõ�Þ êáé ëáìâÜíïõìå�ï ëüãï: ak+1ak =
(i+ 1)=3i+1i=3i =

i+ 1

3i ≤ 2

3ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå k ≥ 1 éó÷ýåé r = 2=3, ïðü�å:
∞
∑i=1

(i=3i) ≤ ∞
∑i=1

1

3
(
2

3
)i =

1

3

1

1− 2=3 = 1ÄéÜóðáóç áèñïéóìÜ�ùíÄåäïìÝíïõ åíüò áèñïßóìá�ïò, �ï åðéìåñßæïõìå óå ìéêñü�åñá ðïõ ìðïñïýí íáåðéëõèïýí åõêïëü�åñá. Åðß ðáñáäåßãìá�é, ãéá �ï ãíùó�ü Üèñïéóìá éó÷ýåé:n
∑i=1

i =

n=2
∑i=1

i+ n
∑i=n=2+1

i
≥

n=2
∑i=1

0 +

n
∑i=n=2+1

(n=2) ≥ (n=2)2 = 
(n2)Ôþñá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �çí ðáñïýóá �å÷íéêÞ ìáæß ìå �çí ðñïçãïýìåíç�å÷íéêÞ (ðåñéïñéóìüò üñùí) ãéá �ï Üèñïéóìá∑∞i=0 i2=2i. ËáìâÜíïí�áò �ï ëüãïäýï äéáäï÷éêþí üñùí Ý÷ïõìå:ak+1ak =
(i+ 1)2=2i+1i2=2i =

(i+ 1)2

2i2 ≤ 8

9ãéá êÜèå k ≥ 3. ÅðïìÝíùò, èá åðéìåñßóïõìå áíáëüãùò �ï Üèñïéóìá:
∞
∑i=0

i2=2i =

2
∑i=0

i2=2i +

∞
∑i=3

i2=2i
= O(1) +

9

8

∞
∑i=3

(

8

9

)i
= O(1)êáèþò �ï äåý�åñï Üèñïéóìá åßíáé öèßíïõóá ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 41×ñÞóç ïëïêëçñùìÜ�ùí¸íá Üèñïéóìá ìå ìßá áýîïõóá óõíÜñ�çóç f(k) ìðïñåß íá ðåñéïñéóèåß áðü ïëïêëçñþìá�áìå âÜóç �ï ãåíéêü �ýðï:
∫ nm−1

f(x)dx ≤ n
∑m f(k) ≤ ∫ n+1m f(x)dxèåùñþí�áò ü�é óå ìßá ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ç êáìðýëç �çò óõíÜñ�çóçò f(k)ðñïóåããßæå�áé áðü åðÜíù êáé êÜ�ù áðü ìåãáëý�åñá êáé ìéêñü�åñá ïñèïãþíéá.Áí�ßó�ïé÷á, ìßá öèßíïõóá óõíÜñ�çóç f(k) ìðïñåß íá ðåñéïñéóèåß ìå âÜóç �ïãåíéêü �ýðï:

∫ n+1m f(x)dx ≤ n
∑m f(k) ≤ ∫ nm−1

f(x)dx�éá �ïí áñìïíéêü áñéèìü Hn éó÷ýåé:n
∑i=1

1i ≥ ∫ n+1

1

dxx = ln(n+ 1)êáé n
∑i=2

1i ≤ ∫ n
1

dxx = lnn⇒ n
∑i=1

1i ≤ lnn+ 1ÅðïìÝíùò óå ðåñéð�þóåéò åýñåóçò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò áñêåß ç ÷ñÞóç �çò ó÷ÝóçòHn = �(lg n).2.5 Êá�çãïñéïðïßçóç ÁëãïñßèìùíÁöïý ëïéðüí ïñßóèçêáí êáé �õðéêÜ ïé óõìâïëéóìïß �çò ðïëõðëïêü�ç�áò, åßíáéäõíá�üí íá êá�çãïñéïðïéÞóïõìå �ïõò äéáöüñïõò áëãïñßèìïõò óå ìßá áðü �éòåðüìåíåò êá�çãïñßåò:Ï(1). ÊÜèå åí�ïëÞ åê�åëåß�áé óå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò öïñÝò, ïðü�å ëÝãå�áéü�é ï áëãüñéèìïò åßíáé \ó�áèåñÞò ðïëõðëïêü�ç�áò".Ï(log n). Ï áëãüñéèìïò åßíáé \ëïãáñéèìéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò". Ìå \log" êáéìå \ln" èá óõìâïëßæå�áé ï äõáäéêüò êáé ï öõóéêüò ëïãÜñéèìïò, áí�éó�ïß÷ùò.�ñáê�éêÜ, ïé ëïãÜñéèìïé ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí åßíáé êõñßùò äõáäéêïß.O(n). Ç ðïëõðëïêü�ç�á ëÝãå�áé \ãñáììéêÞ". �åíéêþò, áõ�Þ åßíáé ç åðßäïóçåíüò áëãïñßèìïõ ðïõ ðñÝðåé íá åîå�Üóåé Þ íá äþóåé ó�çí Ýîïäï n ó�ïé÷åßá.



42 ÊåöÜëáéï 2. Èåùñç�éêü ÕðüâáèñïO(n log n). ÄéáâÜæå�áé üðùò áêñéâþò ãñÜöå�áé (äçëáäÞ, \n log n") ÷ùñßò íá÷ñçóéìïðïéåß�áé êÜðïéï åðßèå�ï (ð.÷. ãñáììïëïãáñéèìéêÞ). Ó�çí êá�çãïñßááõ�Þ áíÞêïõí ðïëëïß áëãüñéèìïé �áîéíüìçóçò.O(n2). ÁíáöÝñå�áé ùò \�å�ñáãùíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á".O(n3). ÁíáöÝñå�áé ùò \êõâéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á". Ïé áëãüñéèìïé áõ�ïß ðñÝðåéíá ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ìüíï ãéá ðñïâëÞìá�á ìéêñïý ìåãÝèïõò.O(2n). ÓðÜíéá ó�çí ðñÜîç ÷ñçóéìïðïéïýí�áé áëãüñéèìïé \åêèå�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò",åíþ ðÜñá ðïëëÜ ãíùó�Ü ðñïâëÞìá�á Ý÷ïõí áõ�Þ �çí åðßäïóç.�ïëõðëïêü�ç�á n = 20 n = 40 n = 60O(n) 0.00002 se
 0.00004 se
 0.00006 se
O(n2) 0.0004 se
 0.0016 se
 0.0036 se
O(n3) 0.008 se
 0.064 se
 0.216 se
O(2n) 1 se
 12.7 çìÝñåò 366 áéþíåòO(n!) 771 áéþíåò 3 · 1032 áéþíåò 3 · 1066 áéþíåò�ßíáêáò 2.2: Óýãêñéóç ðïëõðëïêü�ç�áò áëãïñßèìùíÓ�ïí �ßíáêá 2.5 õðïëïãßæå�áé ï ÷ñüíïò ðïõ áðáé�åß�áé áðü áëãïñßèìïõòäéáöüñùí ðïëõùíõìéêþí êáé åêèå�éêþí ðïëõðëïêï�Þ�ùí ùò óõíÜñ�çóç �ïõ ìåãÝèïõò�ïõ ðñïâëÞìá�ïò. �éá íá ãßíïõí ïé ÷ñïíéêÝò åê�éìÞóåéò õðï�ßèå�áé ü�é êÜèåó�ïé÷åéþäçò ðñÜîç áðáé�åß Ýíá mse
 ó�ç CPU. ¸�óé, áí ãéá Ýíáí áëãüñéèìï�Üîçò Ï(n3) äéðëáóéáóèåß �ï ìÝãåèïò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, �ü�å áðáé�åß�áé ïê�áðëÜóéïò(23) ÷ñüíïò ãéá íá ðåñá�ùèåß ï áëãüñéèìïò. Äéáðéó�þíå�áé áìÝóùò ü�é ïéáëãüñéèìïé åêèå�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò äåí åßíáé ðñáê�éêÞò ÷ñçóéìü�ç�áò áêüìçêáé ãéá ìéêñü áñéèìü äåäïìÝíùí.ÅðåéäÞ ç âåë�ßùóç �ùí áëãïñßèìùí åßíáé æù�éêÞò óçìáóßáò, ìßá éäéáß�åñçðåñéï÷Þ �çò �ëçñïöïñéêÞò, ç Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�á (ComputationalComplexity), äéåñåõíÜ áðü èåùñç�éêÞ êáé áíáëõ�éêÞ Üðïøç �ïõò áëãïñßèìïõòêáé �ïõò �áîéíïìåß áíáëüãùò ìå �çí åðßäïóÞ �ïõò. Óõíå÷þò áíáð�ýóóïí�áé íÝïéêáëý�åñïé áëãüñéèìïé, åíþ Üëëïé ðåñéèùñéïðïéïýí�áé ùò ìç áðï�åëåóìá�éêïß.¸íáò áëãüñéèìïò ëÝãå�áé âÝë�éó�ïò (optimal) áí áðïäåé÷èåß ü�é äåí ìðïñåß íáêá�áóêåõáóèåß êáëý�åñïò.Áé�éïêñá�éêïß (deterministi
) ëÝãïí�áé ïé áëãüñéèìïé �ùí ïðïßùí �á âÞìá�áåê�Ýëåóçò åßíáé óå êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ êáèïñéóìÝíá êáé ìïíáäéêÜ. Ç Ýííïéá�ïõ ìç áé�éïêñá�éêïý (Þ ðéèáíï�éêïý-ó�ï÷áó�éêïý) áëãïñßèìïõ åßíáé ìßá èåùñç�éêÞ



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 43Ýííïéá êáé ðáñáðÝìðåé óå ìç÷áíÝò ðïõ áðïöáóßæïõí ãéá �ç óùó�Þ ìå�áîý ðïëëþíåðéëïãÞ ìå âÜóç êÜðïéåò ðéèáíü�ç�åò åîÝëéîçò �ùí óõìâÜí�ùí.�ïëõùíõìéêïß (polynomial) ëÝãïí�áé ïé áé�éïêñá�éêïß áëãüñéèìïé ìå ðïëõðëïêü�ç�áðïõ öñÜóóå�áé Üíù áðü ìßá ðïëõùíõìéêÞ Ýêöñáóç. �éá ðáñÜäåéãìá, ðïëõùíõìéêïßåßíáé ïé áëãüñéèìïé �Üîçò Ï(n), O(n3=2), O(n2) ê.�.ë. ÓõíÞèùò äåí áðáé�ïýíìåãÜëç õðïëïãéó�éêÞ ðñïóðÜèåéá óå áí�ßèåóç ìå �ïõò áëãïñßèìïõò ðïëõðëïêü�ç�áò�Üîçò O(n!), O(2n) Þ O(nn), ðïõ ïíïìÜæïí�áé ìç ðïëõùíõìéêïß.Ôï óýíïëï �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ ìðïñïýí íá åðéëõèïýí áðü áé�éïêñá�éêïýòáëãïñßèìïõò óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ëÝãå�áé óýíïëï Ñ, åíþ �ï óýíïëï �ùíðñïâëçìÜ�ùí ðïõ ìðïñïýí íá åðéëõèïýí áðü ìç áé�éïêñá�éêïýò áëãïñßèìïõòóå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêü ëÝãå�áé óýíïëï ÍÑ, ðïõ óçìáßíåé ìç áé�éïêñá�éêÜðïëõùíõìéêÜ (nondeterministi
 polynomial) ðñïâëÞìá�á. �ñïöáíþò �ï óýíïëïÑ åßíáé õðïóýíïëï �ïõ óõíüëïõ ÍÑ, �ï áí�ßó�ñïöï üìùò öáßíå�áé ü�é äåí éó÷ýåé.Ìå�áîý �ùí ðñïâëçìÜ�ùí �ïõ óõíüëïõ ÍÑ äéáêñßíå�áé ç óçìáí�éêÞ êá�çãïñßá�ùí ÍÑ-ðëÞñùí (ÍÑ-
omplete). ¸íá ðñüâëçìá áõ�Þò �çò êá�çãïñßáò èá åðéëõèåßóå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï áí êáé ìüíï áí üëá �á Üëëá ðñïâëÞìá�á �çò ßäéáò êëÜóçòåðéëõèïýí óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ç óçìáóßá �çò NP-ðëçñü�ç�áò åðïìÝíùòåßíáé óðïõäáßá, äéü�é ìüëéò ëõèåß Ýíá áðü �á ÍÑ-ðëÞñç ðñïâëÞìá�á ìå êÜðïéïíðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï, �ü�å üëá �á ðñïâëÞìá�á ðïõ áíÞêïõí ó�ï NP èáìðïñïýóáí íá ëõèïýí ìå áí�ßó�ïé÷ïõò áëãïñßèìïõò.Ôï Ó÷Þìá 2.5 áðåéêïíßæåé áõ�ü ðïõ áðïêáëïýìå \öÜóìá �çò õðïëïãéó�éêÞòðïëõðëïêü�ç�áò", äçëáäÞ Ýíá ó÷åäéÜãñáììá �ùí âáóéêþí ðñïâëçìÜ�ùí ìáæß ìå�çí ðïëõðëïêü�ç�á �ùí ãñçãïñü�åñùí ãíùó�þí áëãïñßèìùí ðïõ �á åðéëýïõí.Ôï ó÷Þìá ÷ùñßæå�áé óå äýï ìåãÜëåò ðåñéï÷Ýò ðñïâëçìÜ�ùí, �á äýóêïëá Þäõó÷åßñéó�á (intra
table) êáé �á åýêïëá Þ âá�Ü (tra
table). Ó�çí êïñõöÞ �çòðñþ�çò ðåñéï÷Þò áíÞêïõí �á ðñïâëÞìá�á ãéá �á ïðïßá äåí õðÜñ÷ïõí ó÷å�éêïßáëãüñéèìïé (unde
idable). �éï êÜ�ù âñßóêïí�áé �á ðñïâëÞìá�á ãéá �á ïðïßáõðÜñ÷ïõí ðñáê�éêÜ ÷ñÞóéìïé ìç áëãüñéèìïé, äéü�é áðáé�ïýí åêèå�éêü ÷ñüíï. ÔáðñïâëÞìá�á áõ�Ü áíÞêïõí ó�çí êá�çãïñßá NP-ðëÞñç. Ó�ç äåý�åñç ðåñéï÷Þâñßóêïí�áé ðñïâëÞìá�á ãéá �á ïðïßá õðÜñ÷ïõí ãíùó�ïß, ðñáê�éêÜ ÷ñÞóéìïéáëãüñéèìïé. Åßíáé �á ðñïâëÞìá�á �ïõ åßäïõò ðïõ åîå�Üæïõìå óå áõ�ü �ï âéâëßï.Ùò ðñïò �ï áíù�Ýñù ó÷Þìá äßíïí�áé ïé åðüìåíåò äýï åðåîçãÞóåéò. �ñþ�ïí,ï Hilbert ùò 10ï ðñüâëçìá Ýèåóå �ï åîÞò: ÄåäïìÝíïõ åíüò ðïëõùíýìïõ Ñìå n ìå�áâëç�Ýò êáé áêåñáßïõò óõí�åëåó�Ýò, íá âñåèåß Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ íáðñïóäéïñßæåé áí ç åîßóùóç Ñ = 0 Ý÷åé Þ ü÷é áêÝñáéåò ëýóåéò. Ç áðÜí�çóç óå áõ�ü�ï ðñüâëçìá åßíáé áñíç�éêÞ, üðùò Ýäåéîå ï Matiyasevi
h �ï 1970. Äåý�åñïí, çäéá�ýðùóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò SAT (satis�ability) Ý÷åé ùò åîÞò: ¸ó�ù ìßá ëïãéêÞÝêöñáóç ðïõ áðï�åëåß�áé áðü n ëïãéêÝò ìå�áâëç�Ýò êáé ëïãéêïß �åëåó�Ýò and,
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Ó÷Þìá 2.1: ÖÜóìá õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áòor, not. ÕðÜñ÷åé óõíäõáóìüò �éìþí (äçëáäÞ, áëçèÞò/øåõäÞò) �ùí ìå�áâëç�þíáõ�þí Ý�óé þó�å ç �åëéêÞ �éìÞ �çò Ýêöñáóçò íá åßíáé áëçèÞò; Ï óõíäõáóìüòüëùí �ùí äõíá�þí åéóüäùí ðïõ ðñÝðåé íá äïêéìáóèïýí åßíáé 2n, Üñá �ï ðñüâëçìááíÞêåé ó�çí êëÜóç ÍÑ. ÌÜëéó�á �ï ðñüâëçìá SAT êá�Ý÷åé êåí�ñéêÞ èÝóçó�ç èåùñßá �çò ðïëõðëïêü�ç�áò äéü�é �á ðåñéóóü�åñá NP-ðëÞñç ðñïâëÞìá�áðñïêýð�ïõí ìå ðïëõùíõìéêÝò áíáãùãÝò áðü áõ�ü. ÅðïìÝíùò, �ï ðñüâëçìááõ�ü åßíáé êáé NP-ðëÞñåò.Ç áäõíáìßá �ùí åñåõíç�þí íá ðñï�åßíïõí Ýíáí ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï ãéáðïëëÜ äýóêïëá ðñïâëÞìá�á åðß �ïõ ðáñüí�ïò äåß÷íåé ü�é äåí éó÷ýåé ç éóü�ç�áÑ=ÍÑ, áëëÜ éó÷ýåé Ñ⊆ÍÑ. H åéêáóßá ðåñß �çí éóü�ç�á P=NP áðï�åëåß Ýíá áðü�á äéáóçìü�åñá áíïéê�Ü ðñïâëÞìá�á �çò óýã÷ñïíçò åðéó�Þìçò �çò ðëçñïöïñéêÞòêáé äåí áíáìÝíå�áé íá åðéëõèåß åýêïëá ìå �ç ÷ñÞóç �ùí óçìåñéíþí óõìâá�éêþíõðïëïãéó�éêþí ìïí�Ýëùí. Ç Ýñåõíá ùó�üóï ðáñáêÜìð�åé �ï óçìåßï áõ�ü ðñï÷ùñþí�áòó�çí áíÜð�õîç ðñïóåããéó�éêþí áëãïñßèìùí ãéá �çí åðßëõóç �ùí äýóêïëùíðñïâëçìÜ�ùí, Ý�óé þó�å íá åðé�õã÷Üíå�áé ìßá áðïäåê�Þ ëýóç óå ðïëõùíõìéêü÷ñüíï. �åñéóóü�åñá ó�ïé÷åßá ó÷å�éêÜ ìå �ç èåùñç�éêÞ ðëåõñÜ �çò áíÜëõóçò�ùí áëãïñßèìùí åßíáé ðÝñá áðü �ïõò óêïðïýò áõ�ïý �ïõ âéâëßïõ.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 452.6 ÂéâëéïãñáöéêÞ ÓõæÞ�çóçÓ�ï êåöÜëáéï áõ�ü Ýãéíå ìßá �á÷åßá ðáñïõóßáóç ìåñéêþí ìáèçìá�éêþí åñãáëåßùíðïõ åßíáé ÷ñÞóéìá êá�Ü �çí áíÜëõóç áëãïñßèìùí. Ç ðáñïõóßáóç áõ�Þ Ýãéíå÷ùñßò áõó�çñÞ ðñïóÝããéóç áëëÜ õðü �ýðïí õðåíèýìéóçò. Ôï õëéêü áõ�ü ìðïñåßíá âñåèåß óå åéóáãùãéêÞ ìïñöÞ óå âéâëßá Äéáêñé�þí Ìáèçìá�éêþí (Dis
reteMathemati
s), üðùò �ï âéâëßï [35℄ ðïõ åîå�Üæåé åéò ðëÜ�ïò ðïëëÜ áí�éêåßìåíá.Ôá äéäáê�éêÜ åã÷åéñßäéá ìå ìßá åéò âÜèïò ðñïóÝããéóç êáé ðëïýóéï ó÷å�éêüõëéêü õðïãñÜöïí�áé (êáé) áðü �ïí Knuth [59, 76℄. Éäéáé�Ýñùò, �ï âéâëßï [59℄äéáêñßíå�áé ãéá �ç âáèåéÜ �ïõ ìáèçìá�éêÞ ðñïóÝããéóç. Ôï õëéêü �ïõ êåöáëáßïõáõ�ü ðáñïõóéÜæå�áé óå ðáñüìïéá ìïñöÞ óå ðïëëÜ áí�ßó�ïé÷á åã÷åéñßäéá, üðùò�ùí Brassard-Bratley [13℄ êáé �ùí Cormen-Leiserson-Rivest-Stein [27℄. Óõìðëçñùìá�éêÜó�ïé÷åßá ìðïñïýí íá âñåèïýí ó÷å�éêÜ ìå äõùíõìéêïýò óõí�åëåó�Ýò ó�ï âéâëßï�ïõ Bryant [18℄ êáé �ïõ Govinda Rao [58℄. Áðáé�ç�éêü áëëÜ áîåðÝñáó�ï óåèåìåëéþóåéò áíÜëõóçò áëãïñßèìùí åßíáé �ï âéâëßï �ùí Sedgewi
k-Flajolet [144℄.¢ðåéñåò åßíáé ïé áíáöïñÝò ó�ç âéâëéïãñáößá ó÷å�éêÜ ìå �ïõò áóõìð�ù�éêïýòóõìâïëéóìïýò. Ó�ï âéâëßï �ïõ Knuth [59℄ áíáöÝñå�áé ü�é ï óõìâïëéóìüò Ïðñï�Üèçêå ãéá ðñþ�ç öïñÜ �ï 1894 áðü �ï ìáèçìá�éêü Paul Ba
hmann [4℄. Ó�ïÜñèñï [78℄ áíáöÝñå�áé �ï éó�ïñéêü �ïõ êáèïñéóìïý �ïõ êÜèå óõìâïëéóìïý, åíþ�ï Üñèñï [134℄ âïçèÜ ó�çí ðåñáé�Ýñù êá�áíüçóÞ �ïõò. Ç âéâëéïãñáößá ó÷å�éêÜìå �çí Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�á åßíáé éäéáß�åñá åê�åíÞò. Óçìåéþíå�áé �ïêëáóéêü âéâëßï �ùí Garey-Johnson [45℄, üðïõ ãßíå�áé ìßá åéò ðëÜ�ïò ðáñïõóßáóç�ùí ðñïâëçìÜ�ùí �çò êëÜóçò ÍÑ, êáèþò êáé �á âéâëßá �ïõ �áðáäçìç�ñßïõ ãéáìßá ãåíéêÞ èåþñçóç �ïõ áí�éêåéìÝíïõ [88, 122℄.Ç ¢óêçóç 6 âáóßæå�áé ó�ï âéâëßï [147℄, ðïõ áðï�åëåß ìßá êáëÞ åéóáãùãéêÞðñïóÝããéóç ó�ï áí�éêåßìåíï, åíþ ïé ÁóêÞóåéò 3-5 êáé 23-24 ó�ï âéâëßï �ùíGraham-Knuth-Patashnik [59℄, ðïõ áðï�åëåß ìßá �åñÜó�éá ðçãÞ ðñïâëçìÜ�ùí.Ç ¢óêçóç 7 Ý÷åé �åèåß ó�ç ÂáëêáíéêÞ ÏëõìðéÜäá �ëçñïöïñéêÞò �ïõ 1997, ç¢óêçóç 18 âáóßæå�áé ó�ï Üñèñï [81℄, åíþ ç ¢óêçóç 28 âáóßæå�áé ó�ï Üñèñï[46℄.2.7 ÁóêÞóåéò1. Ç áñ÷Þ �ùí ðåñéó�åñþíùí (Pigeonhole prin
iple). ÄåäïìÝíùí n ðåñéó�åñþíùíêáé m > n ðåñéó�åñéþí íá áðïäåé÷èåß ü�é �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò ðåñéó�åñþíáòèá äå÷èåß ðåñéóóü�åñï áðü Ýíá ðåñéó�Ýñé.2. Ç áñ÷Þ �ïõ êïõ�éïý �ïõ Diri
hlet (Diri
hlet box prin
iple). ÄåäïìÝíùín áí�éêåéìÝíùí êáé m êïõ�éþí íá áðïäåé÷èåß ü�é êÜðïéá êïõ�éÜ ðåñéÝ÷ïõí



46 ÊåöÜëáéï 2. Èåùñç�éêü Õðüâáèñïðåñéóóü�åñï áðü ⌈n=m⌉ áí�éêåßìåíá êáé êÜðïéá êïõ�éÜ ðåñéÝ÷ïõí ëéãü�åñïáðü ⌊n=m⌋ áí�éêåßìåíá.3. Óå Ýíá êáæßíï õðÜñ÷åé ñïõëÝ�á ìå 1000 áñéèìïýò. Áí ç ñïõëÝ�á öÝñåé Ýíáíáñéèìü n ðïõ äéáéñåß�áé ìå �çí ðïóü�ç�á ⌊ 3
√n⌋, �ü�å ï ðáßê�çò êåñäßæåé5 åõñþ áëëéþò ÷Üíåé 1 åõñþ. Áóõìð�ù�éêÜ, ï ðáßê�çò èá êåñäßóåé Þ èá÷Üóåé.4. Íá áðïäåé÷èåß ü�é ç åðüìåíç Ýêöñáóç éóïý�áé ìå ⌊x⌋ Þ ìå ⌈x⌉. �ü�ååìöáíßæå�áé �ï êÜèå áðï�Ýëåóìá;

⌈

2x + 1

2

⌉

−
⌈

2x+ 1

4

⌉

=

⌊

2x+ 1

4

⌋5. Íá áðïäåé÷èïýí ïé ó÷Ýóåéò ãéá n;m áêåñáßïõò èå�éêïýò:
• n =

⌊ nm⌋+
⌊n−1m ⌋

+ : : : ⌊n−m+1m ⌋

• n =
⌈ nm⌉+

⌈n−1m ⌉

+ : : : ⌈n−m+1m ⌉

•
⌊ nm⌋ =

⌈n−m+1m ⌉6. ¸íáò Üíäñáò áðïöáóßæåé íá åðéóêåöèåß ìßá ößëç �ïõ ðïõ ìÝíåé 60 ÷ëììáêñéÜ. Áñ÷ßæåé �ï �áîßäé ïäçãþí�áò ìå �á÷ý�ç�á 60 ÷ëì/þñá. Ìå�Ü áðü1 ÷ëì ðÝö�åé ï åíèïõóéáóìüò �ïõ êáé áõ�ïìÜ�ùò ç �á÷ý�ç�á ìåéþíå�áéó�á 59 ÷ëì/þñá. Êáé ðÜëé, ìå�Ü áðü Ýíá 1 ÷ëì ç �á÷ý�ç�á ìåéþíå�áé ó�á58 ÷ëì/þñá êïê. Óå ðüóç þñá èá öèÜóåé ó�ï óðß�é �çò ößëçò �ïõ;7. ÄåäïìÝíïõ åíüò èå�éêïý áêÝñáéïõ áñéèìïý n, íá âñåèïýí üëïé ïé èå�éêïßáêÝñáéïé x (áí õðÜñ÷ïõí) ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýåé ü�é ï áñéèìüò x! Ý÷åé näåêáäéêÜ øçößá áêñéâþò. Íá õðï�åèåß ü�é n ≤ 150:000.8. Íá áðïäåé÷èåß ü�é:
• nn=2 ≤ n! ≤ (n+1)n

2n9. Íá áðïäåé÷èåß ü�é:
• ∑n−1i=k ( ik) =

( nk+1

)

• ∑ni=1

(n−i+1k−i+1

)

=
(n+1k )

•
( rm) (mk ) =

(rk) ( r−km−k)



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 4710. Íá áðïäåé÷èåß ü�é ãéá êÜèå n ≥ 0 êáé 0 ≤ k ≤ n, ç ðïóü�ç�á (nk)ìåãéó�ïðïéåß�áé ü�áí k = ⌊n=2⌋ Þ k = ⌈n=2⌉.11. Íá áðïäåé÷èåß ü�é:
• (Fn)2 = Fn−1 Fn+1 − (−1)n
• ∑ni=0 Fi = Fn+2 − 1

• ∑ni=0 (Fi)2 = Fn Fn+1

• Fn < (

5
3

)n
• F2n = Fn Fn+1 + Fn−1Fn
• F2n+1 = (Fn+1)

2 + (Fn)2
• �á F3n; F3n+1; F3n+2 åßíáé Üñ�éïò, ðåñé��üò êáé Üñ�éïò áñéèìüò, áí�éó�ïß÷ùò.12. Íá õðïëïãéóèïýí ïé ðïóü�ç�åò:
• ∑ni=⌊n=2⌋ 1i
• ∑lgni=0 2i
• ∑∞i=0

i−1
2i

• ∑∞i=1 (2i+ 1) x2i
• ∑∞i=1 (−1)i i=(4i2 − 1)13. Íá õðïëïãéóèïýí �á áèñïßóìá�á:
• ∑∞i=0

1
4i

• ∑∞i=0
i
4i

• ∑∞i=0
i2
4i

•
∑∞i=0

in
4i14. Íá õðïëïãéóèïýí ïé ðïóü�ç�åò:

• ∑ni=1 (2i+ 1)=(i(i + 1))

•
∑n−1i=0 Hi

• ∑ni=0 i Hi
• ∑n−1i=0 Hi=(i+ 1)(i+ 2)15. Óå êÜèå ìßá áðü �éò åðüìåíåò ðåñéð�þóåéò íá âñåèïýí ïé óõìâïëéóìïß Ïêáé Ù, êáèþò åðßóçò íá õðïëïãéóèïýí �éìÝò ãéá �éò ó�áèåñÝò 
i êáé n0.
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• 
1 n3 + 
2
• 
3 n log n+ 
4 n
• 
5 2n + 
6 n5

• 
7 n! + 
8 n316. Óå êÜèå ìßá áðü �éò åðüìåíåò ðåñéð�þóåéò íá óçìåéùèåß áí éó÷ýåé: f =O(g(n)), f = Ω(g(n)) Þ f = Θ(g(n)).
• f(n) =

√n g(n) = log3 n
• f(n) = n1=2 g(n) = 5logn
• f(n) = 2n g(n) = 2n+1

• f(n) =
∑ni=1 ik g(n) = nk+117. Íá äéá�á÷èïýí êá�Ü áýîïõóá óåéñÜ ïé óõíáñ�Þóåéò: n;√n; n1:5; n2; n log n,

10; n log log n; nlog2n; n3; n log n2; 1=n; 2n; 2n=2; n2 log n. �ïéÝò óõíáñ�Þóåéòåßíáé �çò éäßáò �Üîçò;18. Äßíå�áé ï åðüìåíïò øåõäïêþäéêáò. Íá âñåèåß ï óõìâïëéóìüò Ù. Ìðïñåßíá âñåèåß ï óõìâïëéóìüò Ï;while (n>1)if (n mod 2 = 1) thenn <-- 3*n+1;elsen <-- n/2;19. Äßíïí�áé �á åðüìåíá äýï �ìÞìá�á øåõäïêþäéêá. Íá âñåèåß ï óõìâïëéóìüòO.for i <-- 0 to n doj <--i;while j<>0 do j <-- j div 2;for i <-- 0 to n doj <--i;while (j mod 2 = 1) do j <-- j div 2;20. Äßíïí�áé �á åðüìåíá äýï �ìÞìá�á êþäéêá C. Íá âñåèåß ï óõìâïëéóìüò È.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 49sum1=0;for (i=1; i<=n; i*=2)for (j=1; j<=n; j++)sum1++;sum2=0;for (i=1; i<=n; i*=2)for (j=1; j<=i; j++)sum2++;21. Äßíïí�áé �ï åðüìåíï �ìÞìá êþäéêá C, üðïõ ï ðßíáêáò A[0..n-1℄ ðåñéÝ÷åéìßá �õ÷áßá äéÜ�áîç �ùí áñéèìþí áðü 1 ìÝ÷ñé n. Íá âñåèåß ï óõìâïëéóìüòÈ.sum3=0;for (i=0; i<n; i++)for (j=0; A[j℄!=i; j++)sum3++;22. Íá áðïäåé÷èåß ü�é (áí) éó÷ýåé:
• logk n = o(n) ãéá êÜèå ó�áèåñÜ k
• log n! = È(n log n)
• 2n = È(3n)23. Íá åêöñáóèåß ìå óõìâïëéóìü Ï �ï ãéíüìåíï (lnn + 
 + O(1=n)) åðß(n+O(

√n)).24. Íá áðïäåé÷èåß ü�é éó÷ýïõí ïé åðüìåíåò ó÷Ýóåéò ãéá n→∞:
• 1 + 2n +O(n−2) =

(

1 + 2n) (1 +O(n−2)
)

• O(( n2

log logn)1=2)
= O(⌊√n⌋2)

• e(1+O(1=n))2 = e +O(1=n)25. Íá áðïäåé÷èåß åðáãùãéêÜ ü�é:
•
(

1 + 1
1

)

·
(

1 + 1
2

)

· : : : · (1 + 1n) = n+ 1 ãéá n ≥ 1

•
(

1− 1
22

)

·
(

1− 1
32

)

· : : : · (1− 1n2

)

= n+1
2n ãéá n ≥ 2
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• ∏ni=0

(

1
2i+1 · 1

2i+2

)

= 1
(2n+2)! ãéá n ≥ 026. Íá áðïäåé÷èåß åðáãùãéêÜ ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí ãùíéþí åíüò êõñ�ïý ðïëõãþíïõìå n êïñõöÝò åßíáé (n− 2) · 180o.27. Íá áðïäåé÷èåß åðáãùãéêÜ ü�é Ýíáò �å�ñáãùíéêüò ðßíáêáò 2k × 2k ìðïñåßíá êáëõöèåß ðëÞñùò ìå ðëáêÜêéá ðïõ áðï�åëïýí�áé áðü 3 �å�ñÜãùíá üðùòó�ï Ó÷Þìá 2.2, åê�üò áðü Ýíá ìüíï �å�ñÜãùíï.

Ó÷Þìá 2.2: Ôï ðñüâëçìá ìå �á ðëáêÜêéá.28. Íá áðïäåé÷èåß åðáãùãéêÜ ü�é êÜèå êëÜóìá pq , üðïõ 0 < pq < 1 ìðïñåß íáðáñáó�áèåß ìå �ç ëåãüìåíç Áéãõð�éáêÞ ìïñöÞ pq = 1n1
+ 1n2

+ : : : 1nm , üðïõ�á ni (ãéá 1 ≤ i ≤ m) åßíáé èå�éêïß áêÝñáéïé ðïõ éêáíïðïéïýí �ç óõíèÞêçn1 < n2 < : : : < nm.



3

ÁíáäñïìéêÝò Åîéóþóåéò
�åñéå÷üìåíá Êåöáëáßïõ3.1 Ç ÌÝèïäïò �çò Áí�éêá�Üó�áóçò . . . . . . . . . . . . 533.2 Ç ÌÝèïäïò �çò ÅðáíÜëçøçò . . . . . . . . . . . . . . . 543.3 Ïìïãåíåßò �ñáììéêÝò ÁíáäñïìÝò . . . . . . . . . . . . 553.4 Ìç Ïìïãåíåßò �ñáììéêÝò ÁíáäñïìÝò . . . . . . . . . . 583.5 ÁëëáãÞ Ìå�áâëç�Þò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593.6 ÄÝíäñï ÁíáäñïìÞò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 623.7 Ôï �åíéêü Èåþñçìá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 633.8 ÂéâëéïãñáöéêÞ ÓõæÞ�çóç . . . . . . . . . . . . . . . . 653.9 ÁóêÞóåéò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

51



52 ÊåöÜëáéï 3. ÁíáäñïìéêÝò Åîéóþóåéò¼ðùò êá�Ü �çí ìåëÝ�ç �ùí �áîéíïìÞóåùí ìå åéóáãùãÞ êáé åðéëïãÞ ó�ïÊåöÜëáéï 1 ðñïÝêõøáí åîéóþóåéò ìå �çí Ýêöñáóç T (n) ó�ï áñéó�åñü óêÝëïò,óõ÷íÜ êá�Ü �çí áíÜëõóç áëãïñßèìùí ðñïêýð�ïõí áí�ßó�ïé÷åò åîéóþóåéò, ðïõüìùò åßíáé áíáäñïìéêÝò. Áõ�ü óõìâáßíåé ü�áí ó÷åäéÜæå�áé Ýíáò áëãüñéèìïòðïõ óðÜåé �ï ðñüâëçìá óå ìéêñü�åñá õðïðñïâëÞìá�á êáé åí óõíå÷åßá åê�åëåßáíáäñïìéêÜ �çí ßäéá áêïëïõèßá âçìÜ�ùí ãéá êÜèå õðïðñüâëçìá. Ç åðßëõóçáíáäñïìéêþí åîéóþóåùí åßíáé Ýíá áðáñáß�ç�ï åñãáëåßï ãéá �çí åýñåóç êëåéó�þíåêöñÜóåùí ðïõ ðåñéãñÜöïõí �çí ðïëõðëïêü�ç�á ðïëëþí áëëÜ êáé âáóéêþíáëãïñßèìùí.Ïñéóìüò.�éá ìßá áêïëïõèßá áñéèìþí a0; a1; a2; : : : ; an; : : : ìßá åîßóùóç ðïõ åêöñÜæåé �ïíüñï an ìå âÜóç �ïõò ðñïçãïýìåíïõò ó�çí áêïëïõèßá êáëåß�áé áíáäñïìéêÞó÷Ýóç. Ïé �éìÝò (Þ �éìÞ) ðïõ ðñÝðåé íá ãíùñßæïõìå þó�å íá îåêéíÞóåé ïõðïëïãéóìüò åíüò ó�ïé÷åßïõ �çò áêïëïõèßáò ìå âÜóç �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóçêáëïýí�áé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. 2Ó�ï ÊåöÜëáéï 2 áíáöÝñèçêå ç áêïëïõèßá �ùí áñéèìþí Fibona

i, 1,1,2,3,5,8,13,21, êïê, üðïõ ïé äýï ðñþ�ïé áñéèìïß �çò áêïëïõèßáò éóïýí�áé ìå 1, åíþ êÜèååðüìåíïò éóïý�áé ìå �ï Üèñïéóìá �ùí äýï ðñïçãïõìÝíùí. Ç áêïëïõèßá áõ�ÞðåñéãñÜöå�áé åýêïëá áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an = an−1+an−2, ãéá n ≥ 2 ìåa0 = 1; a1 = 1. Ùó�üóï, åßíáé äýóêïëï íá âñåèåß ìÝóù �çò áðëÞò ðáñá�Þñçóçòìßá ãåíéêÞ Ýêöñáóç ãéá �ï an. Áõ�ü áðï�åëåß êáé �ï êýñéï åíäéáöÝñïí äéü�éáí �ï ðëÞèïò �ùí âçìÜ�ùí åíüò áëãïñßèìïõ åêöñáóèåß ìÝóù ìßáò áíáäñïìéêÞòó÷Ýóçò, �ü�å ìðïñïýìå íá åê�éìÞóïõìå �ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïý ðñïóäéïñßæïí�áò�ïí ãåíéêü üñï an.Ó�ïí �ßíáêá 3.1 ðáñïõóéÜæå�áé ç êá�çãïñéïðïßçóç �ùí áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùíáíáëüãùò ìå �ï ðëÞèïò �ùí áðáñáß�ç�ùí üñùí ãéá �çí Ýêöñáóç �ïõ an êáéìå �ïí �ñüðï ÷ñÞóçò áõ�þí �ùí üñùí. Ó�ç óõíÝ÷åéá èá åîå�Üóïõìå �ñüðïõòðñïóäéïñéóìïý Þ öñáãÞò �ïõ ãåíéêïý üñïõ an ìßáò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò áíáëüãùòìå �çí êëÜóç üðïõ áíÞêåé. �åíéêþò, ìßá áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ìðïñåß íá åðéëõèåßìå �ïõò åîÞò ìåèüäïõò:
• ìå áí�éêá�Üó�áóç,
• ìå åðáíÜëçøç,
• ìå áíáãùãÞ ó�ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç,
• ìå �ï ãåíéêü èåþñçìá, êáé



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 53ÁíáäñïìéêÝò Ó÷Ýóåéò �áñÜäåéãìá�ñþ�çò ÔÜîçò
◦ ãñáììéêÝò an = nan−1 − 1
◦ ìç-ãñáììéêÝò an = 1

1+an−1Äåý�åñçò ÔÜîçò
◦ ãñáììéêÝò an = an−1 + 2an−2

◦ ìç-ãñáììéêÝò an = an−1an−2 + 2
√an−2

◦ ãñáììéêÝò ìå ìå�áâëç�ïýò óõí�åëåó�Ýò an = nan−1 + (n− 1)an−2 + 1k ÔÜîçò an = F (an−1; an−2; : : : ; an−k)�ëÞñïõò Éó�ïñßáò an = F (an−1; an−2; : : : ; a1)Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå an = a⌈n=2⌉ + a⌊n=2⌋ + n�ßíáêáò 3.1: Êá�çãïñéïðïßçóç áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí.
• ìå ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò.Êá�'áñ÷Þí, ëïéðüí, èá åîå�áóèïýí ïé ìÝèïäïé �çò áí�éêá�Üó�áóçò êáé �çò åðáíÜëçøçò,ó�ç óõíÝ÷åéá ìßá óåéñÜ �å÷íéêþí áíáãùãÞò ó�ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç (ÊåöÜëáéá3.3-3.6), êáé �Ýëïò ç ìÝèïäïò ìå âÜóç �ï ãåíéêü èåþñçìá. Ç ìÝèïäïò �ùíãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí èá ðáñïõóéáóèåß åê�åíÝó�åñá ó�ï ÊåöÜëáéï 4.3.1 Ç ÌÝèïäïò �çò Áí�éêá�Üó�áóçòÓ�ç ìÝèïäï �çò áí�éêá�Üó�áóçò ãßíå�áé ìßá áóõìð�ù�éêÞ åê�ßìçóç �çò ëýóçò,ç ïðïßá ó�çí óõíÝ÷åéá åðáëçèåýå�áé åðáãùãéêÜ.Äßíå�áé ç ó÷Ýóç an=2an=2+n êáé åê�éìÜ�áé ü�é ç ëýóç åßíáé an=O(n log n).�éá íá åßíáé óùó�Þ áõ�Þ ç åê�ßìçóç, èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé an ≤ 
n log n ãéáêÜðïéá ó�áèåñÜ 
 > 0. Èá äåßîïõìå åðáãùãéêÜ ü�é ç ðñüâëåøç áõ�Þ åßíáé ïñèÞ.ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ãéá �éìÝò ìéêñü�åñåò �ïõ n ç áíéóü�ç�á éó÷ýåé, ïðü�å:an = 2an=2 + n

≤ 2 
 n
2

log
n
2

+ n
= 
 n log

n
2

+ n
= 
 n log n− 
 n+ n
≤ 
 n log n



54 ÊåöÜëáéï 3. ÁíáäñïìéêÝò ÅîéóþóåéòêÜ�é ðïõ éó÷ýåé ãéá êÜèå ó�áèåñÜ 
 ≥ 1.Áò åîå�Üóïõìå Ýíá áêüìç ðáñÜäåéãìá. ¸ó�ù ç ó÷Ýóç an = an−1 + n ãéán > 0 êáé a0 = 0. Õðïð�åõüìáó�å ü�é ï ãåíéêüò üñïò åßíáé �çò �Üîçò Ï(n2),äçëáäÞ ü�é éó÷ýåé an ≤ 
n2 ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ 
 > 0 êáé n > n0 ãéá êÜðïéïn0. Èá äåßîïõìå êáé ðÜëé åðáãùãéêÜ ü�é ç õðïøßá ìáò åßíáé ïñèÞ. ÕðïèÝ�ïõìåü�é ãéá �éìÝò ìéêñü�åñåò �ïõ n ç áíéóü�ç�á éó÷ýåé, ïðü�å:an = an−1 + n
≤ 
 (n− 1)2 + n
= 
 n2 + (1− 2
) n+ 

≤ 
 n2üðïõ ç �åëåõ�áßá áíéóïúóü�ç�á éó÷ýåé, ãéá ðáñÜäåéãìá ãéá 
 = 2 êáé n0 ≥ 1.3.2 Ç ÌÝèïäïò �çò ÅðáíÜëçøçò�ïëëÝò öïñÝò áõ�Ýò ïé áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò åðéëýïí�áé ìå �ç ìÝèïäï �çòåðáíÜëçøçò. Ç ìÝèïäïò áõ�Þ, üðùò èá öáíåß ìå �á åðüìåíá äýï ðáñáäåßãìá�á,ßóùò åßíáé ç áðëïýó�åñç (ü�áí ìðïñåß íá åöáñìïóèåß), êáèþò åßíáé áñêå�Üìç÷áíéó�éêÞ.�éá ðáñÜäåéãìá, äßíå�áé ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:T (n) = 4 T (n=2) + nüðïõ n > 1, åíþ ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç åßíáé T (1) = 1. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò,äå÷üìáó�å ü�é éó÷ýåé n = 2k, ïðü�å k = log n. Áí ó�çí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóçáí�éêá�áó�Þóïõìå �çí ðïóü�ç�á T (n=2), åðáíáëáìâÜíïí�áò �çí åöáñìïãÞ �çòáíáäñïìÞò ìå êá�Üëëçëá ìåéùìÝíá �á ïñßóìá�á, �ü�å ðñïêýð�åé:T (n) = 4 [4 T (n=4) + n=2] + n
= 42 T (n=22) + 2n+ nÌå ìßá-äýï áêüìç åðáíáëÞøåéò áí�éëáìâáíüìáó�å �ï ìç÷áíéóìü ðáñáãùãÞò�ùí åðüìåíùí ó÷Ýóåùí ìå �éò äéáäï÷éêÝò áí�éêá�áó�Üóåéò �ùí áíáäñïìþí ìåìåéùìÝíá ïñßóìá�á. ¢ñá éó÷ýåé ü�é:T (n) = 4k T (n=2k) + (2k−1n+ : : :+ 21n+ 20n)



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 55Ëüãù �çò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò éó÷ýåé:T (n) = 4k + (2k−1n+ : : :+ 21n+ 20n)

= 4k + n (1 + 2 + : : :+ 2k−1)

= 4k + n 2k − 1

2− 1

= 4logn + n(n− 1)

= 2n2 − n¸ó�ù �þñá Ýíá äåý�åñï ðáñÜäåéãìá. Äßíå�áé ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:T (n) = 4 T (n=2) + n2= log nüðïõ êáé ðÜëé äå÷üìáó�å ü�é n = 2k êáé T (1) = 1. Ìå ìßá ðñþ�ç åðáíÜëçøçðñïêýð�åé ü�é: T (n) = 42 T (n=22) + n2= log n+ n2= log(n=2)
= 42 T (n=22) + n2

(

1

log n +
1

log n− 1

)êáé ìå äéáäï÷éêÝò åðáíëÞøåéò âñßóêïõìå ü�é:T (n) = 4k T (n=2k) + n2

(

1

log n +
1

log n− 1
+ : : :+ 1

log n− (k − 1)

)

= 4k + n2

(

1

log n +
1

log n− 1
+ : : :+ 1

)

= n2 + n2 Hlogn ≈ n2 + n2 log(log n)

= �(n2 log(log n))3.3 Ïìïãåíåßò �ñáììéêÝò ÁíáäñïìÝòÇ áðëïýó�åñç ðåñßð�ùóç áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò åßíáé �çò ìïñöÞò:a0tn + a1tn−1 + a2tn−2 + : : : aktn−k = 0êáé ëÝãå�áé ãñáììéêÞ (linear) ãéá�ß äåí ðåñéÝ÷åé äõíÜìåéò êáé ãéíüìåíá �ùí ti,ëÝãå�áé ïìïãåíÞò (homogeneous) ãéá�ß ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò �ùí ti éóïý�áéìå 0, åíþ åðßóçò Ý÷åé ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò ai. ¸ó�ù ü�é áíáæç�ïýìå ìßáëýóç �çò ìïñöÞò: tn = xn



56 ÊåöÜëáéï 3. ÁíáäñïìéêÝò Åîéóþóåéòüðïõ �ï x åßíáé ìßá ó�áèåñÜ. Áí�éêáèéó�þí�áò ó�çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç Ý÷ïõìå:a0xn + a1xn−1 + a2xn−2 + : : : akxn−k = 0⇒p(x) = a0xk + a1xk−1 + a2xk−2 + : : : ak = 0ðïõ áðï�åëåß �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç �çò áíáäñïìÞò. Áò õðïèÝóïõìå ü�éç åîßóùóç Ý÷åé k äéáêñé�Ýò (ðñáãìá�éêÝò) ñßæåò r1; r2; : : : ; rk. Ó�çí ðåñßð�ùóçáõ�Þ êÜèå ãñáììéêüò óõíäõáóìüò:tn =

k
∑i=1


irniåßíáé ëýóç �çò áíáäñïìÞò, üðïõ ïé ó�áèåñÝò 
i åîáñ�þí�áé áðü �éò áñ÷éêÝòóõíèÞêåò.�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é äßíå�áé ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:tk − 5 tk−1 + 6 tk−2 = 0ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò t0 = 3 êáé t1 = 7. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç åßíáéx2 − 5x+ 6 = 0 ìå ñßæåò r1 = 2 êáé r2 = 3. Óõíåðþò êá�áëÞãïõìå ü�é:tk = 
0 2k + 
1 3kÅðéëýïí�áò �ï óýó�çìá äýï åîéóþóåùí ìå äýï áãíþó�ïõò, ðïõ ðñïêýð�åé áðü�éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, Ý÷ïõìå:
3 = 
0 + 
1
7 = 2 
0 + 3 
1áðü üðïõ ðñïêýð�åé ü�é 
0 = 2; 
1 = 1 êáé åðïìÝíùò ç ëýóç �çò áíáäñïìÞò åßíáétk = 2k+1 + 3k.Ôþñá áò õðïèÝóïõìå ü�é ïé ëýóåéò äåí åßíáé üëåò äéáêñé�Ýò ìå�áîý �ïõò áëëÜõðÜñ÷åé ìßá ðïëëáðëÞ ñßæá r âáèìïý d. ÅðïìÝíùò �ï ðïëõþíõìï p(x) ìðïñåßíá ãñáöåß ùò åîÞò: p(x) = (x− r)dg(x)üðïõ �ï g(x) äåí Ý÷åé ãéá ñßæá �ï r ïðü�å äåí äéáéñåß�áé ìå �ï (x−r). �áñáãùãßæïõìåêáé ëáìâÜíïõìå:p′(x) = (x− r)dg′(x) + d(x− r)d−1g(x) = (x− r)d−1

(

(x− r)g′(x) + dg(x))



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 57üðïõ ðáñá�çñïýìå ü�é �ï p′(x) Ý÷åé ðïëëáðëÞ ñßæá r âáèìïý d−1. Ôï óõìðÝñáóìááõ�ü èá �ï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá. Ôþñá, åö'üóïí �ï ðïëõþíõìï p(x)Ý÷åé ðïëëáðëÞ ñßæá r âáèìïý d, Ýðå�áé ü�é �ï r åßíáé ðïëëáðëÞ ñßæá âáèìïý dêáé �ïõ ðïëõùíýìïõ:xk−mp(x) = a0xk + a1xk−1 + : : :+ amxk−m�áñáãùãßæïõìå áõ�Þ �çí Ýêöñáóç, ðïëëáðëáóéÜæïõìå åðß x êáé ëáìâÜíïõìå:a0kxk + a1(k − 1)xk−1 + : : :+ am(k −m)xk−mÌå âÜóç �çí áíù�Ýñù ðáñá�Þñçóç, Ýðå�áé ü�é ç �åëåõ�áßá Ýêöñáóç Ý÷åé ðïëëáðëÞñßæá r âáèìïý d− 1. ¢ñá éó÷ýåé:a0krk + a1(k − 1)rk−1 + : : :+ am(k −m)rk−m = 0Áí ðñïóÝîïõìå êáëý�åñá áõ�Þí �çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç, äéáðéó�þíïõìå ü�é Ý÷åéëýóç tk = krk. �åñáé�Ýñù, ðáñáãùãßæïí�áò êáé ðïëëáðëáóéÜæïí�áò åðß x êáéðÜëé ðñïêýð�åé ç ó÷Ýóç:a0k2xk + a1(k − 1)2xk−1 + : : :+ am(k −m)2xk−mìå ðïëëáðëÞ ñßæá r âáèìïý d− 2. ÅðïìÝíùò ðñïêýð�åé ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:a0k2rk + a1(k − 1)2rk−1 + : : :+ am(k −m)2rk−m = 0ìå ëýóç tk = k2rk. Ç äéáäéêáóßá áõ�Þ ìðïñåß íá óõíå÷éóèåß ãéá d − 1 âÞìá�áóõíïëéêÜ. ¸�óé êá�áëÞãïõìå ó�ï åîÞò óõìðÝñáóìá: Áí Ýíá ÷áñáê�çñéó�éêüðïëõþíõìï ìßáò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò Ý÷åé ðïëëáðëÞñßæá r âáèìïý d, �ü�å ïé ëýóåéò �çò åîßóùóçò åßíáé tk = rk; krk; k2rk; : : : ; kd−1rk.¼ðùò êáé ðñéí, ç ãåíéêÞ ëýóç �çò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüòáõ�þí �ùí ëýóåùí êáé ðñÝðåé íá ëçöèïýí õð'üøç ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é äßíå�áé ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:tk − 4 tk−1 + 4 tk−2 = 0ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò t0 = 2 êáé t1 = 10. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç åßíáéx2 − 4x+ 4 = (x− 2)2 = 0 ìå äéðëÞ ñßæá r = 2. Óõíåðþò êá�áëÞãïõìå ü�é:tk = 
0 2k + 
1 k2k



58 ÊåöÜëáéï 3. ÁíáäñïìéêÝò ÅîéóþóåéòÅðéëýïí�áò �ï óýó�çìá äýï åîéóþóåùí ìå äýï áãíþó�ïõò, ðïõ ðñïêýð�åé áðü�éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, Ý÷ïõìå:
2 = 
0

10 = 2 
0 + 2 
1áðü üðïõ ðñïêýð�åé ü�é 
0 = 2; 
1 = 3 êáé åðïìÝíùò ç ëýóç �çò áíáäñïìÞò åßíáétk = 2k+1 + 3 k2k.3.4 Ìç Ïìïãåíåßò �ñáììéêÝò ÁíáäñïìÝòÁò èåùñÞóïõìå �þñá ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò, äçëáäÞåîéóþóåéò õðü �çí åðüìåíç ìïñöÞ, üðïõ ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò äåí éóïý�áéìå ìçäÝí:a0tn + a1tn−1 + a2tn−2 + : : : aktn−k = bn1p1(n) + bn2p2(n) + : : :åíþ �á b1; b2; : : : åßíáé ó�áèåñÝò. Ó�ï óçìåßï áõ�ü ÷ùñßò áðüäåéîç äßíå�áé ü�ééóïäýíáìï åßíáé íá èåùñçèåß ç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:
(a0xk + a1xk−1 + a2xk−2 + : : : ak)(x− b1)d1+1(x− b2)d2+1 : : : = 0üðïõ ç ðñþ�ç ðáñÝíèåóç áðï�åëåß �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç �ïõ áñéó�åñïýóêÝëïõò �çò ìç ïìïãåíïýò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò, åíþ di åßíáé ï âáèìüò �ïõðïëõùíýìïõ pi(n).�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é äßíå�áé ç ìç ïìïãåíÞò áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:tk − 2 tk−1 = 2k − 1ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç t0 = 0. Èåùñþí�áò ü�é éó÷ýåé: b1 = 2; b2 = 1; p1(n) = 1 êáép2(n) = −1, ç åîßóùóç ìå�áó÷çìá�ßæå�áé ó�çí ïìïãåíÞ:

(x− 2)(x − 1)(x − 2) = 0¸�óé öèÜíïõìå óå ìßá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ìå ãåíéêÞ ëýóç:tk = 
0 1ê + 
1 2ê + 
2 k2k�ñÝðåé íá åðéëýóïõìå Ýíá óýó�çìá �ñéþí åîéóþóåùí ìå �ñåéò áãíþó�ïõò. Åýêïëáõðïëïãßæïõìå ü�é t1 = 1; t2 = 5:
0 = 
0 + 
1
1 = 
0 + 2 
1 + 2 
2
5 = 
0 + 4 
1 + 8 
2



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 59áðü üðïõ ðñïêýð�åé ü�é 
0 = 1; 
1 = −1; 
3 = 1 êáé åðïìÝíùò ç ëýóç �çòáíáäñïìÞò åßíáé tk = (k − 1) 2k + 1.ÓõíÞèùò ïé ìç ïìïãåíåßò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò ìðïñïýí íá åðéëõèïýí êáéìå áðëÞ Üëãåâñá. Áò èåùñÞóïõìå êáé ðÜëé �ï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ìå �çíåîßóùóç tk − 2 tk−1 = 2k − 1. �ñþ�ïí, ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáé �á äýï óêÝëç�çò åîßóùóçò åðß äýï, ïðü�å ðñïêýð�åé:
2 tk − 4 tk−1 = 2k+1 − 2Äåý�åñïí, áí�éêáèéó�ïýìå üðïõ k ìå k + 1, ïðü�å ðñïêýð�åé:tk+1 − 2 tk = 2k+1 − 1Áðü �éò äýï �åëåõ�áßåò ó÷Ýóåéò ðñïêýð�åé ü�é:tk+1 − 4 tk + tk−1 = 1Ïý�å êáé áõ�Þ ç åîßóùóç åßíáé ïìïãåíÞò áëëÜ Ý÷ïõìå êÜíåé Ýíá âÞìá. Ôñß�ïí,ëïéðüí, ó�çí �åëåõ�áßá áõ�Þ ó÷Ýóç áí�éêáèéó�ïýìå �ï k ìå k+1, ïðü�å ðñïêýð�åé:tk+2 − 4 tê+1 + tê = 1Åîéóþíïí�áò �á áñéó�åñÜ óêÝëç �ùí äýï �åëåõ�áßùí åîéóþóåùí ðñïêýð�åé çïìïãåíÞò åîßóùóç: tk+2 − 5 tk+1 + 8 tk − 4 tk−1 = 0ðïõ åðéëýå�áé êá�Ü �á ãíùó�Ü, êáèþò Ý÷åé ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç:x3 − 5x2 + 8x− 4 = (x− 1)(x − 2)2 = 03.5 ÁëëáãÞ Ìå�áâëç�ÞòÅßíáé äõíá�üí êá�Ü �çí áíÜëõóç áëãïñßèìùí íá ðñïêýøïõí åîéóþóåéò ìå �çíÝêöñáóç T (n) ó�ï áñéó�åñü óêÝëïò, ïé ïðïßåò üìùò äåí åðéëýïí�áé ìå �ç ìÝèïäï�çò åðáíÜëçøçò. Ôü�å áí�éêáèéó�ïýìå �ï áñéó�åñü óêÝëïò ìå �çí Ýêöñáóç tn ìåêÜðïéá êá�Üëëçëç áëëáãÞ �çò ìå�áâëç�Þò (variable 
hange), þó�å íá ðñïêýøåéìßá ïìïãåíÞò Þ ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ áíáäñïìéêÞ åîßóùóç, ðïõ íá åðéëýå�áéìå âÜóç �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç.



60 ÊåöÜëáéï 3. ÁíáäñïìéêÝò Åîéóþóåéò�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ç áðëÞ áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ðïõ åðéëýèçêå ìå �çìÝèïäï �çò åðáíÜëçøçò ó�ï ÊåöÜëáéï 3.2:T (n) = 4 T (n=2) + nüðïõ �ï n > 1 åßíáé äýíáìç �ïõ 2. ¸ó�ù ü�é éó÷ýåé n = 2k, ïðü�å k = log n.¸�óé ðñïêýð�åé ç ó÷Ýóç: T (2k) = 4 T (2k−1) + 2kðïõ �çí îáíáãñÜöïõìå ìå �ç ìïñöÞ:tk = 4 tk−1 + 2k�éá áõ�Þ �ç ìç ïìïãåíÞ áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ìðïñïýìå åýêïëá íá âñïýìå �ç÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç:
(x− 4)(x − 2) = 0ïðü�å ç ãåíéêÞ ëýóç åßíáé �çò ìïñöÞò:tk = 
1 4k + 
2 2kÅðéó�ñÝöïí�áò ó�çí áñ÷éêÞ ìå�áâëç�Þ, êá�áëÞãïõìå ó�çí åîßóùóçT (n) = 
1 n2 + 
2 nðïõ åðéëýå�áé áí ìáò äïèïýí ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.�ñï÷ùñïýìå �þñá óå Ýíá óõíèå�ü�åñï ðáñÜäåéãìá ðïõ äåí ìðïñåß íá åðéëõèåßìå �á ìÝ÷ñé ó�éãìÞò ãíùó�Ü. �åíéêþò, èá ðñÝðåé íá ãßíïí�áé ìå�áó÷çìá�éóìïßþó�å íá áíáãüìáó�å ó�á ãíùó�Ü. Ìßá ìÝèïäïò, ëïéðüí, åßíáé íá áëëÜæïõìå �ïåýñïò �çò ìå�áâëç�Þò (range transformation). �éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é äßíå�áéç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç: T (n) = n T 2(n=2)üðïõ �ï n > 1 åßíáé äýíáìç �ïõ 2, åíþ äßíå�áé êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (1) = 6.Óýìöùíá ìå �çí ðñïçãïýìåíç �å÷íéêÞ (äçëáäÞ, áëëáãÞ ìå�áâëç�Þò èÝ�ïí�áòn = 2k) êá�áëÞãïõìå ó�çí éóïäýíáìç Ýêöñáóç:tk = 2k t2k−1



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 61üðïõ k > 0, åíþ ðëÝïí ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç åßíáé t0 = 6. Ôþñá ðñï÷ùñïýìå óå ìßááëëáãÞ ìå�áâëç�Þò, üðïõ üìùò �áõ�ü÷ñïíá áëëÜæïõìå êáé �ï ðåäßï ïñéóìïý.èÝ�ïõìå, ëïéðüí, Vk = log tk, ïðü�å ðñïêýð�åé:Vk = k + 2 Vk−1ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç V0 = log 6. Ç �åëåõ�áßá áíáäñïìéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ÷áñáê�çñéó�éêÞåîßóùóç:
(x− 2)(x − 1)2 = 0ïðü�å óýìöùíá ìå üóá áíáð�ýîáìå ó�çí ðáñÜãñáöï ó÷å�éêÜ ìå ðïëëáðëÝò ñßæåò,ðñïêýð�åé ç ãåíéêÞ ëýóç:Vk = 
1 2k + 
2 1k + 
3 k1kÁðü �çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò Vk âñßóêïõìå �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò:V0 = 1 + log 3V1 = 3 + 2 log 3V2 = 8 + 4 log 3åê �ùí ïðïßùí ðñïêýð�ïõí ïé åîÞò �éìÝò ãéá �éò ó�áèåñÝò åðéëýïí�áò Ýíá óýó�çìá�ñéþí åîéóþóåùí ìå �ñåéò áãíþó�ïõò:
1 = 3 + log 3
2 = −2
3 = −1ÅðïìÝíùò ðñïêýð�åé: Vk = (3 + log 3) 2k − k − 2áðü üðïõ ìå äýï áí�ßó�ñïöïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò (äçëáäÞ, tk = 2Vk êáé T (n) =tlogn) ó�áäéáêÜ ðñïêýð�åé ü�é:tk =
23×2k 2log 3×2k

2k 22
=

82k 32k
2k+2ïðü�å �åëéêþò: T (n) =

23n−2 3nn



62 ÊåöÜëáéï 3. ÁíáäñïìéêÝò Åîéóþóåéò3.6 ÄÝíäñï ÁíáäñïìÞòÁñêå�Ýò öïñÝò ç ïð�éêïðïßçóç ìéáò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò ìÝóù åíüò äÝíäñïõáíáäñïìÞò (re
ursion tree) âïçèÜ ó�ç êá�áíüçóç �ïõ �é óõìâáßíåé ü�áí ç ó÷ÝóçåðáíáëáìâÜíå�áé. Áõ�ü ìðïñåß íá âïçèÞóåé ó�çí ïñãÜíùóç �ùí ðñÜîåùí ìå�Ý�ïéï �ñüðï Ý�óé þó�å íá ãßíåé åê�ßìçóç �ïõ ãåíéêïý üñïõ.
T(n)
 bn


T(n/3)
 T(n/3)
T(n/3)


bn


bn/3
 bn/3
 bn/3


T(n/9)
 T(n/9)
T(n/9)
 T(n/9)
 T(n/9)
T(n/9)
 T(n/9)
 T(n/9)
T(n/9)


bn


bn/3
 bn/3
 bn/3


T(n/9)
 T(n/9)
T(n/9)
 T(n/9)
 T(n/9)
T(n/9)
 T(n/9)
 T(n/9)
T(n/9)


.


.


.


T(1)
 T(1)
T(1)
 T(1)
 T(1)
T(1)
 T(1)
T(1)
 T(1)
 T(1)
...


bn


bn


bn


bn


log
n


+ = O(nlogn)
Ó÷Þìá 3.1: ÄÝíäñï ÁíáäñïìÞò¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç Ôn = 3Ôn=3 + bn;Ô0 = Ô1 = Ô2 =b, ðïõ åêöñÜæåé �ï ðëÞèïò �ùí âçìÜ�ùí ðïõ èá åê�åëÝóåé Ýíáò áëãüñéèìïò



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 63ãéá åßóïäï ìåãÝèïõò n. ¼ðùò öáßíå�áé êáé ó�ï Ó÷Þìá 3.1 ãéá Ýíá ó�éãìéü�õðïìåãÝèïõò n èá åê�åëÝóåé bn âÞìá�á óõí �ï ðëÞèïò �ùí âçìÜ�ùí ðïõ èá åê�åëÝóåéãéá íá åðéëýóåé �á �ñßá õðïðñïâÞìá�á ìåãÝèïõò n
3 . ÊÜèå �Ý�ïéï õðïðñüâëçìá÷ñåéÜæå�áé bn3 âÞìá�á óõí �á âÞìá�á ãéá �çí åðßëõóç �ùí �ñéþí õðïðñïâëçìÜ�ùíìåãÝèïõò n

9 , êïê. Ìå áõ�ü �ïí �ñüðï ó÷åäéÜæå�áé �ï äÝíäñï áíáäñïìÞò, �ïïðïßï èá Ý÷åé ýøïò log3 n, áöïý óå êÜèå åðßðåäï �á ìåãÝèç �ùí ðñïâëçìÜ�ùíõðï�ñéðëáóéÜæïí�áé, åíþ ãéá íá öèÜóïõìå óå ðñïâëÞìá�á ìåãÝèïõò 1 ÷ñåéÜæïí�áé
log3 n åðßðåäá. ÊÜèå êüìâïò �ïõ äÝíäñïõ áõ�ïý áíáðáñéó�Ü êáé Ýíá êüó�ïòâçìÜ�ùí. Áèñïßæïí�áò üëá �á êüó�ç óå êÜèå åðßðåäï ðáñá�çñåß�áé ü�é ãéáêÜèå åðßðåäï �ï óõíïëéêü êüó�ïò åßíáé bn. Óõíåðþò êá�áëÞãïõìå ü�é áöïý ïáëãüñéèìïò ÷ñåéÜæå�áé bn âÞìá�á ãéá êÜèå åðßðåäï �ü�å óõíïëéêÜ ãéá �á log3 nåðßðåäá èá ÷ñåéáóèåß ÷ñüíï Ï(n log n).3.7 Ôï �åíéêü ÈåþñçìáÔï ãåíéêü èåþñçìá (master theorem) åßíáé Ýíáò åíáëëáê�éêüò �ñüðïò åðßëõóçòáíáäñïìéêþí åîéóþóåùí. Áí ãßíåé êá�áíïç�ü ó�á ëåð�Ü �ïõ óçìåßá, �ü�å åßíáéÝíáò åýêïëïò �ñüðïò ó�ç ÷ñÞóç �ïõ. �áñáèÝ�ïõìå �ï èåþñçìá ÷ùñßò áðüäåéîç(ó�çñßæå�áé ó�ï äÝíäñï áíáäñïìÞò).Èåþñçìá.¸ó�ù ìßá áíáäñïìéêÞ åîßóùóç �ç ìïñöÞò:T (n) = aT (n=b) + f(n)üðïõ a; b ≥ 1, åíþ ç f(n) åßíáé ìßá áóõìð�ù�éêÜ èå�éêÞ óõíÜñ�çóç. Ôü�å:T (n) =







�(nlogb a) áí f(n) = O(nlogb a−�); � > 0�(nlogb a log n) áí f(n) = �(nlogb a)�(f(n)) áí f(n) = 
(nlogb a+�); � > 0; af(nb ) ≤ 
f(n); 
 < 1

2Óçìåéþíå�áé ü�é ðáñüìïéåò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò ðñïêýð�ïõí êá�Ü �çíåöáñìïãÞ �çò áëãïñéèìéêÞò ìåèüäïõ Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå. Ó�çí ðåñßð�ùóçáõ�Þ, êá�Ü �ç öÜóç �ïõ Äéáßñåé ðñïêýð�ïõí õðïðßíáêåò ìå áêÝñáéï ìÝãåèïò,äçëáäÞ õðåéóÝñ÷å�áé ç óõíÜñ�çóç ðÜ�ùìá Þ/êáé ç óõíÜñ�çóç �áâÜíé. Êá�Ü�çí åöáñìïãÞ �ïõ ãåíéêïý èåùñÞìá�ïò áãíïïýìå �éò óõíáñ�Þóåéò áõ�Ýò êáèþòáóõìð�ù�éêÜ äåí áëëÜæåé �ßðï�å.Ìå ëßãá ëüãéá, �ï ãåíéêü èåþñçìá ìáò ðñï�ñÝðåé íá óõãêñßíïõìå �ç óõíÜñ�çóçf(n) ìå �çí Ýêöñáóç nlogb a. Áíáëüãùò ìå �ç ó÷Ýóç ìå�áîý �ïõò (ðïéÜ åßíáé



64 ÊåöÜëáéï 3. ÁíáäñïìéêÝò Åîéóþóåéòìéêñü�åñç, ìåãáëý�åñç Þ áí �õ÷üí åßíáé ßóåò), �ü�å õéïèå�ïýìå �çí áí�ßó�ïé÷çåêäï÷Þ. �ñïóï÷Þ ó�ï åîÞò óçìåßï. Äåí áñêåß áðëþò ìßá åê �ùí äýï íá åßíáéìéêñü�åñç áëëÜ íá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ ìéêñü�åñç. Ëüãïõ ÷Üñéí, �ï n2 åßíáéðïëõùíõìéêÜ ìéêñü�åñï áðü �ï n3, üðùò êáé �ï √n áðü �ï n. ¼ìùò �ï n äåíåßíáé ðïëõùíõìéêÜ ìéêñü�åñï áðü �ï n log n, ïý�å ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìåðïëõùíõìéêÜ �éò åêöñÜóåéò n êáé n1+cos n. ÅðïìÝíùò, �ï èåþñçìá äåí åöáñìüæå�áéðÜí�ï�å. Ó�ç óõíÝ÷åéá èá åîå�Üóïõìå áí�ßó�ïé÷á ðáñáäåßãìá�á.¸ó�ù ü�é äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç:T (n) = 4T (n=2) + nÉó÷ýåé ü�é nlogb a = nlog2 4 = n2 > f(n) = n. ¢ñá � = 1 êáé áêïëïõèïýìå �ïðñþ�ï óêÝëïò �ïõ èåùñÞìá�ïò, äçëáäÞ T (n) = �(n2).¸ó�ù ü�é äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç:T (n) = 4T (n=2) + n2Éó÷ýåé ü�é nlogb a = nlog2 4 = n2 = f(n). ¢ñá áêïëïõèïýìå �ï äåý�åñï óêÝëïò�ïõ èåùñÞìá�ïò, ïðü�å T (n) = �(n2 log n).¸ó�ù ü�é äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç:T (n) = 4T (n=2) + n3Éó÷ýåé ü�é nlogb a = nlog2 4 = n2 < f(n) = n3 ãéá � = 1. ¢ñá áêïëïõèïýìå �ï�ñß�ï óêÝëïò �ïõ èåùñÞìá�ïò. �ñÝðåé íá áðïäåßîïõìå �çí áðáñáß�ç�ç óõíèÞêç�ïõ óêÝëïõò áõ�ïý. ¸÷ïõìå, ëïéðüí, ü�é: af(n=b) = 4(n=2)3 = 1
2n3, �ï ïðïßïèá ðñÝðåé íá åßíáé ìéêñü�åñï áðü 
n3. ¢ñá áñêåß íá éó÷ýåé 
 = 1=2. ÓõíåðþòðñÜãìá�é ìðïñïýìå íá áêïëïõèÞóïõìå �ï �ñß�ï óêÝëïò, ïðü�å ðñïêýð�åé ü�éT (n) = �(n3).¸íá �åëéêü ðáñÜäåéãìá üðïõ äåí ìðïñåß íá åöáñìïóèåß �ï ãåíéêü èåþñçìá.¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç: T (n) = 4T (n=2) + n2= log nÉó÷ýåé ü�é nlogb a = nlog2 4 = n2 ? f(n) = n2= log n. Ôï åñù�çìá�éêü �ßèå�áéó�çí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç ãéá íá äçëþóåé ü�é áäõíá�ïýìå íá óõãêñßíïõìå ðïëõùíõìéêÜ�éò äýï åêöñÜóåéò (ãéá ðáñÜäåéãìá, äåí õðÜñ÷åé êÜðïéï �). ¸�óé ó�ï óçìåßï



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 65áõ�ü äåí ìðïñåß íá õðÜñîåé ðñüïäïò ãéá�ß äåí ìðïñåß íá ãßíåé áíáãùãÞ óå êÜðïéááðü �éò �ñåéò êá�çãïñßåò. ÂÝâáéá, ç áíáäñïìéêÞ áõ�Þ åîßóùóç Ý÷åé Þäç ëõèåß ìå�ç ìÝèïäï �çò åðáíÜëçøçò.3.8 ÂéâëéïãñáöéêÞ ÓõæÞ�çóçÔå÷íéêÝò åðßëõóçò áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí âñßóêïí�áé óå ðëåßó�á äéäáê�éêÜâéâëßá. Ìå�áîý Üëëùí óçìåéþíïí�áé �á êëáóéêÜ �ïõ åßäïõò, üðùò �ùí Brassard-Bratley [13℄ êáé �ùí Cormen-Leiserson-Rivest-Stein [27℄. Óõìðëçñùìá�éêÜó�ïé÷åßá êáé áóêÞóåéò ìðïñïýí íá âñåèïýí ó�á âéâëßá �ïõ Govinda Rao [58℄, �ùíGraham-Knuth-Patashnik [59℄, �ïõ Liu [90℄ êáé �ïõ Sha�er [147℄. Ëåð�ïìÝñåéåòó÷å�éêÜ ìå �ï ãåíéêü èåþñçìá ìðïñïýí íá âñåèïýí ó�ï Üñèñï [9℄, êáèþò êáéó�á âéâëßá [27, 28, 169℄. Ç ¢óêçóç 13 åßíáé ìßá ãåíßêåõóç �ïõ äçìïöéëïýòðñïâëÞìá�ïò �ïõ Josephus, ãéá �ï ïðïßï éó�ïñéêÜ ó�ïé÷åßá áíáöÝñïí�áé ó�áâéâëßá [59, 85℄, åíþ ïé ÁóêÞóåéò 14-15 âáóßæïí�áé åðßóçò ó�ï ðñüâëçìá áõ�ü.3.9 ÁóêÞóåéò1. Áðü �éò åðüìåíåò ãñáììéêÝò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò ðïéÝò åßíáé ïìïãåíåßòêáé ðïéÝò ü÷é:
• tn + 2tn−1 + tn−2 = 0

• tn = tn−1
2 + tn−2

2

• tn =
√tn−1 + tn−2

• tn = 5tn−1 − 6tn−3 + tn−5.2. Íá åðéëõèïýí ïé åðüìåíåò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò ìå �ç ìÝèïäï �çò áí�éêá�Üó�áóçò.
• tn = b n2 + n t(n− 1), åíþ t1 = a
• tn = b nk + n t(n− 1), åíþ t1 = a
• tn = 7 nn=2 + n2, åíþ t1 = a
• tn = 7 nn=3 + n2, åíþ t1 = t2 = a3. Íá åðéëõèïýí ïé åðüìåíåò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò ìå �ç ìÝèïäï �çò åðáíÜëçøçòèåùñþí�áò üðïõ ÷ñåéáóèåß ü�é �ï n åßíáé äýíáìç �ïõ 2.
• T (n) = 
 T (n− 1), üðïõ T (0) = 1

• T (n) = n T (n− 1), üðïõ T (0) = 1
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• T (n) = 1 + T (⌊n=2⌋), üðïõ T (1) = 1

• T (n) = 1 + 2 T (⌊n=2⌋), üðïõ T (1) = 1

• T (n) = T (⌊n=2⌋) +
√n, üðïõ T (1) = 1

• T (n) = 
 ⌈log n⌉+ T (⌈n=2⌉), üðïõ T (1) = 0

• T (n) = ⌈n log n⌉+ T (⌈n=2⌉), üðïõ T (1) = 0.4. Íá åðéëõèïýí ïé åîÞò ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò ìå �çìÝèïäï �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò:
• tk = 4 tk−1 + 5 tk−2, üðïõ k ≥ 2 êáé t0 = 3; t1 = 6

• tk = 3 tk−1 + 4 tk−2, üðïõ k ≥ 2 êáé t0 = 0; t1 = 1

• tk = tk−1 + tk−2, üðïõ k ≥ 2 êáé t0 = 0; t1 = 1

• tk = 2 tk−1 − 2 tk−2, üðïõ k ≥ 2 êáé t0 = 0; t1 = 1

• tk = 5 tk−1−8 tk−2+4 tk−3, üðïõ k ≥ 3 êáé t0 = 0; t1 = 1; t2 = 2.5. Íá åðéëõèïýí ïé åîÞò ìç ïìïãåíåßò ãñáììéêÝò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò ìå�ç ìÝèïäï �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò:
• tk = 2 tk−1 + 3n, üðïõ k ≥ 1

• tk = 2 tk−1 + (n+ 5) 3n, üðïõ k ≥ 1

• tk = 2 tk−1 + 1, üðïõ k ≥ 1 êáé t0 = 0

• tk = 2 tk−1 + k, üðïõ k ≥ 1

• tk = 2 tk−1 + k + 2k, üðïõ k ≥ 1 êáé t0 = 0.6. Íá åðéëõèïýí ïé åîÞò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò ìå �ç ìÝèïäï �çò áëëáãÞòìå�áâëç�Þò èåùñþí�áò üðïõ ÷ñåéáóèåß ü�é �ï n åßíáé äýíáìç �ïõ 2:
• T (n) = 2 T (⌊√n⌋) + 1, üðïõ n > 1

• T (n) = 2 T (⌊√n⌋) + log n, üðïõ n > 1

• T (n) = 4 T (n=2) + n2, üðïõ n > 1

• T (n) = 2 T (n=2) + n log n üðïõ n > 1

• T (n) = 3 T (n=2) + 
 n, üðïõ n > 1 êáé 
 ó�áèåñÜ.7. Íá åðéëõèïýí ïé åîÞò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò ìå �ç ìÝèïäï �ïõ ãåíéêïýèåùñÞìá�ïò, èåùñþí�áò üðïõ ÷ñåéáóèåß �çí êá�Üëëçëç ìïñöÞ �ïõ n:
• T (n) = 2 T (n=2) + log n, üðïõ n ≥ 2 êáé T (1) = 1
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• T (n) = 2 T (

√n) + log n, üðïõ n ≥ 4 êáé T (2) = 1

• T (n) = 9 T (n=3) + n, üðïõ n ≥ 3 êáé T (1) = 1

• T (n) = T (2n=3) + 1, üðïõ n ≥ 3 êáé T (1) = 1

• T (n) = 3 T (n=4) + n log n, üðïõ n ≥ 4 êáé T (1) = 1

• T (n) = 2 T (n=2) + n log n, üðïõ n ≥ 2 êáé T (1) = 1.8. Íá åðéëõèïýí ïé åîÞò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò èåùñþí�áò üðïõ ÷ñåéáóèåßü�é �ï n åßíáé äýíáìç �ïõ 2:
• T (n) = 5 T (n=2) + (n log n)2, üðïõ n ≥ 2 êáé T (1) = 1

• T (n) = 3
2 T (n=2)− 1

2 T (n=4)− 1n , üðïõ n ≥ 3 êáé T (1)=1, T (2)=3
2

• tk = tk−1 + tk−3 − tk−4, üðïõ k ≥ 4 êáé tk = k ãéá 0 ≤ k ≤ 3

• tk = 1=(4 − tk−1), üðïõ k > 1 êáé t1 = 1=4.9. Íá åðéëõèïýí ïé åîÞò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò:
• tk = tk−1 +2 tk−2−2 tk−3, üðïõ k ≥ 3 êáé tk = 9k2−15k+106ãéá 0 ≤ k ≤ 2

• tk = (1 + tk−1)=tk−2, üðïõ t0 = a êáé t1 = b
• 2tk = k tk−1 + 3 k!, üðïõ t0 = 5

• tk = tk−m + 1 ãéá k ≥ m êáé tk = k ãéá 0 ≤ k ≤ m10. �éá äýï áëãïñßèìïõò äßíïí�áé ïé áí�ßó�ïé÷åò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò: T1(n)
= 7 T1(n=2) + n2 êáé T2(n) = a T2(n=4) + n2. �éá ðïéåò �éìÝò �ïõ a ïäåý�åñïò áëãüñéèìïò åßíáé áóõìð�ù�éêÜ �á÷ý�åñïò �ïõ ðñþ�ïõ;11. Íá âñåèåß �ï ðëÞèïò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìå íá áíåâïýìå ìßá óêÜëáìå n óêáëïðÜ�éá, áí åßíáé äõíá�üí óå êÜèå âÞìá íá áíåâáßíïõìå åß�å 1óêáëïðÜ�é åß�å 2 óêáëïðÜ�éá. �éá ðáñÜäåéãìá, ìßá óêÜëá 3 óêáëïðá�éþíìðïñïýìå íá �çí áíåâïýìå ìå 3 �ñüðïõò: 1-1-1, 1-2, 2-1.12. Óå Ýíá ðßíáêá ìåãÜëïõ ìåãÝèïõò áñ÷éêÜ �á �å�ñÜãùíá åßíáé êåíÜ. Ó�çíðñþ�ç êßíçóç ìáõñßæå�áé Ýíá �å�ñÜãùíï, üðùò öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 3.2.Ó�ç óõíÝ÷åéá ìáõñßæå�áé �ï �å�ñÜãùíï ðñïò �á åðÜíù, êÜ�ù, áñéó�åñÜ êáéäåîéÜ. Ó�çí åðüìåíç êßíçóç, ãéá êÜèå áðü �á ìáýñá �å�ñÜãùíá êáé ðÜëéìáõñßæïõìå �á �å�ñÜãùíá ðñïò �á åðÜíù, êÜ�ù, áñéó�åñÜ êáé äåîéÜ. Áðüðüóá ìáýñá �å�ñÜãùíá áðï�åëåß�áé �ï ìáýñï ó÷Þìá ó�ç n-ïó�Þ êßíçóç;
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Ó÷Þìá 3.2: Ôï ðñüâëçìá ìå �á ìáýñá �å�ñÜãùíá.13. Ìßá óõììïñßá áðü n ëçó�Ýò ó�çí ¢ãñéá Äýóç ðåñéêõêëþíå�áé áðü �ïáðüóðáóìá �ïõ óåñßöç. Ïé ëçó�Ýò Ý÷ïõí ìüíï Ýíá Üëïãï ãéá íá äéáöýãïõí.¸�óé óõìöùíïýí ó�çí åîÞò ìÝèïäï åðéëïãÞò �ïõ �õ÷åñïý ðïõ èá ðÜñåé�ï Üëïãï êáé èá óùèåß. Ïé ëçó�Ýò ó÷çìá�ßæïõí Ýíá êýêëï, ï áñ÷çãüòáí�éó�ïé÷ßæå�áé ó�ïí áñéèìü 1 êáé ç áñßèìçóç óõíå÷ßæåé ùñïëïãéáêÜ. ÓåÝíá êáðÝëï �ïðïèå�ïýí n ëá÷íïýò ìå áñéèìïýò áðü 1 ùò �ï n. Ï áñ÷çãüò�ñáâÜ Ýíá ëá÷íü ìå �ïí áñéèìü, Ýó�ù, i. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ï i-ïó�üòëçó�Þò ðñÝðåé íá åîáéñåèåß. Ç äéáäéêáóßá �ùí åîáéñÝóåùí �ïõ i-ïó�ïýëçó�Þ óõíå÷ßæå�áé èåùñþí�áò ãéá áñ÷Þ �çò êáéíïýñãéáò áñßèìçóçò �ïíåðüìåíï ëçó�Þ áõ�ïý ðïõ ìüëéò åîáéñÝèçêå. Áõ�üò ðïõ ìÝíåé �åëåõ�áßïòðáßñíåé �ï Üëïãï, üëá �á êëïðéìáßá êáé öåýãåé. Íá ó÷åäéáóèåß Ýíáòáëãüñéèìïò õëïðïßçóçò �çò ìåèüäïõ. Íá âñåèåß ìÝóù áíáäñïìéêÞò åîßóùóçòáõ�üò ðïõ èá áðïöýãåé �çí åîáßñåóç, äåäïìÝíùí �ùí i êáé n.14. Óå Ýíá êýêëï �ïðïèå�ïýí�áé 2n Ü�ïìá. Ôá ðñþ�á n Ü�ïìá åßíáé ïé\êáëïß", åíþ �á åðüìåíá n åßíáé ïé \êáêïß". ÄåäïìÝíïõ �ïõ n, íá âñåèåßÝíá m �Ý�ïéï þó�å, áí åîáéñïýìå áðü �ïí êýêëï êÜèå m-ïó�ü Ü�ïìï, ó�ï�Ýëïò èá ìåßíïõí ìüíï ïé \êáëïß".15. Óå Ýíá êýêëï �ïðïèå�ïýí�áé 10 Ü�ïìá êáé åîáéñåß�áé áðü �ïí êýêëï êÜèåm-ïó�ü Ü�ïìï (üðïõ �ïm ïðïéïóäÞðï�å áêÝñáéïò). Íá áðïäåé÷èåß ü�é äåíåßíáé äõíá�üí �á �ñßá ðñþ�á Ü�ïìá ðïõ èá åîáéñåèïýí íá åßíáé ï 10ïò, ïk-ïó�üò êáé ï (k+1)-ïó�üò (ìå �ç óõãêåêñéìÝíç óåéñÜ), ãéá ïðïéïäÞðï�åk.
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70 ÊåöÜëáéï 4. �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò¸÷åé ëå÷èåß ü�é ïé ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò (generating fun
tions) åßíáé\Ýíá íÞìá üðïõ êñåìïýìå ìßá áêïëïõèßá áñéèìþí ãéá åðßäåéîç". Åðß �çò ïõóßáò,ïé ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò åßíáé Ýíáò êïìøüò êáé óõíïð�éêüò óõìâïëéóìüò óåéñþíäõíÜìåùí, ìå �ç âïÞèåéá �ùí ïðïßùí ðñïâëÞìá�á óåéñþí ìå�á�ñÝðïí�áé óåðñïâëÞìá�á óõíáñ�Þóåùí. Áõ�ü åßíáé óçìáí�éêü êáèþò ç äéá÷åßñéóçò óõíáñ�Þóåùíåßíáé ãåíéêþò åõêïëü�åñç õðüèåóç. Ôï áí�éêåßìåíï �ùí óõíáñ�Þóåùí áõ�þíåßíáé �åñÜó�éï êáé Ý÷ïõí ãñáöåß ðïëëÜ âéâëßá ìáèçìá�éêþí ãéá áõ�ü. Ó�çóõíÝ÷åéá �ïõ êåöáëáßïõ áõ�ïý èá ðáñïõóéáóèïýí ìåñéêÝò ð�õ÷Ýò �ïõ áí�éêåéìÝíïõáõ�ïý þó�å åí �Ýëåé ìå �ç âïÞèåéá �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí: (á) íá áðáñéèìïýìåäõíá�ïýò �ñüðïõò åìöÜíéóçò äéáöïñå�éêþí êá�áó�Üóåùí, êáé (â) íá åðéëýïõìåáíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò .4.1 ÊáíïíéêÝò �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�ÞóåéòÄåäïìÝíçò ìßáò áêïëïõèßáò áðåßñùí üñùí a0; a1; a2; : : :, ç áí�ßó�ïé÷ç ãåííÞ�ñéáóõíÜñ�çóç åßíáé ìßá óåéñÜ äõíÜìåùí:f(x) = a0 + a1x+ a2x2 + : : : =
∞
∑n=0

anxnðïõ åßíáé �õðéêÞ (formal) ìå �çí Ýííïéá ü�é ïñßæå�áé áëãåâñéêÜ êáé ü÷é áíáëõ�éêÜ.Ç áíù�Ýñù óõíÜñ�çóç ïíïìÜæå�áé êáíïíéêÞ (ordinary) ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóçêáé åßíáé ç áðëïýó�åñç ìïñöÞ ãåííÞ�ñéáò óõíÜñ�çóçò, êáèþò ó�ç âéâëéïãñáößááíáöÝñå�áé Ýíá ðëÞèïò Üëëùí óõíèå�ü�åñùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí, ïé ïðïßåòüìùò äåí èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí ó�á ðëáßóéá �ïõ âéâëßïõ áõ�ïý. Ó�ç óõíÝ÷åéá,ìå �ïí åðüìåíï óõìâïëéóìü èá éóïäõíáìïýìå �çí áñ÷éêÞ áêïëïõèßá áñéèìþí ìå�çí áí�ßó�ïé÷ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç:< a0; a1; a2; a3; : : : > ↔ a0 + a1x+ a2x2 + a3x3 : : :�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é äßíå�áé ç áðëÞ áêïëïõèßá < 1; 1; 1; 1; : : : >, äçëáäÞéó÷ýåé an = 1 ãéá êÜèå n ≥ 0. Ç áí�ßó�ïé÷ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åßíáé:f(x) = 1 + x+ x2 + x3 + : : : =

∞
∑n=0

xn



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 71Åýêïëá ðñïêýð�åé ü�é:f(x) = 1 + x+ x2 + x3 + : : :
= 1 + x · (1 + x+ x2 + x3 + : : :)
= 1 + x · f(x)⇒f(x) =

1

1− xÅðïìÝíùò, äïèåßóçò �çò áêïëïõèßáò an = 1 ãéá êÜèå n ≥ 0, ç áí�ßó�ïé÷çãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åßíáé f(x) = 1=(1 − x). ÂÝâáéá, ãíùñßæïõìå áðü �éòöèßíïõóåò ãåùìå�ñéêÝò ðñïüäïõò, ü�é ç ó÷Ýóç áõ�Þ éó÷ýåé ìüíï áí |x| < 1, áëëÜðñïò �ï ðáñüí äåí ìáò áðáó÷ïëïýí æç�Þìá�á óýãêëéóçò. Ùó�üóï, óçìåéþíå�áé�ï óõìðÝñáóìá ü�é ìå �ç âïÞèåéá éäéï�Þ�ùí �çò f(x) ìðïñïýìå íá åîÜãïõìåðëçñïöïñßá ãéá �çí áí�ßó�ïé÷ç áêïëïõèßá áñéèìþí.Áò åîå�Üóïõìå Ýíá Üëëï áðëü ðáñÜäåéãìá. Äßíå�áé ç áêïëïõèßá áñéèìþí< 1;−1; 1;−1; : : : >. Ç áí�ßó�ïé÷ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åßíáé:f(x) = 1− x+ x2 − x3 + : : : =

∞
∑n=0

(−1)nxnÌå �çí ßäéá �å÷íéêÞ üðùò ðñïçãïõìÝíùò, ðñïêýð�åé ü�é ç áí�ßó�ïé÷ç ãåííÞ�ñéáóõíÜñ�çóç åßíáé f(x) = 1=(1 + x), äçëáäÞ éó÷ýåé:< 1;−1; 1;−1; : : : > ↔ 1

1 + xÄéáéóèç�éêÜ, ëïéðüí, êá�áëáâáßíïõìå ü�é ïé ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò ïíïìÜæïí�áéÝ�óé ãéá�ß âïçèïýí íá ãåííÞóïõìå �ïõò óõí�åëåó�Ýò �çò óåéñÜò äõíÜìåùí.4.2 �ñÜîåéò óå �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�ÞóåéòÓ�ç óõíÝ÷åéá åîå�Üæå�áé ìßá óåéñÜ éäéï�Þ�ùí. Ïé éäéü�ç�åò áõ�Ýò åßíáé åýêïëïíá áðïäåé÷èïýí áðü �ïí áíáãíþó�ç.�ïëëáðëáóéáóìüòÁí ðïëëáðëáóéÜóïõìå ìßá ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åðß ìßá ó�áèåñÜ, �ü�å êÜèå üñïò�çò áí�ßó�ïé÷çò áêïëïõèßáò ðïëëáðëáóéÜæå�áé åðß �çí áí�ßó�ïé÷ç ó�áèåñÜ. ÌåâÜóç, ëïéðüí, �ïí áíù�Ýñù êáíüíá, åöüóïí éó÷ýåé:< 1; 1; 1; 1; : : : > ↔ 1

1− x



72 ÊåöÜëáéï 4. �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�ÞóåéòÝðå�áé ü�é éó÷ýåé: < 2; 2; 2; 2; : : : > ↔ 2

1− x�ñüóèåóç�ñüóèåóç äýï ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí óçìáßíåé ü�é ðñÝðåé íá ðñïó�åèïýí ïéáí�ßó�ïé÷ïé üñïé �ùí äýï áêïëïõèéþí. �éá ðáñÜäåéãìá, ëïéðüí, ìå âÜóç áõ�üí�ïí êáíüíá, åöüóïí éó÷ýåé ü�é:< 1; 1; 1; 1; : : : > ↔ 1

1− xêáé < 1;−1; 1;−1; : : : > ↔ 1

1 + xÝðå�áé ü�é éó÷ýåé:< 2; 0; 2; 0; : : : > ↔ 1

1− x +
1

1 + x =
2

1− x2ÄåîéÜ ÏëßóèçóçÁí éó÷ýåé ü�é: < a0; a1; a2; a3; : : : > ↔ f(x)�ü�å áí ðñïó�åèïýí ó�çí áñ÷Þ �çò áêïëïõèßáò k ìçäåíéêÜ, Ýðå�áé ü�é èá éó÷ýåé:< 0; 0; : : : ; 0; 0; a0; a1; a2; a3; : : : > ↔ xk · f(x)�éá ðáñÜäåéãìá, áí ðñïó�åèïýí k ìçäåíéêÜ åìðñüò áðü �ç ãíùó�Þ áêïëïõèßá< 1; 1; 1; 1; : : : >, �ü�å ç áí�ßó�ïé÷ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åßíáé xk=(1 − x).�áñáãþãéóçÁí ðáñáãùãéóèåß �ï Ýíá óêÝëïò, �ü�å ðñÝðåé íá ðáñáãùãéóèåß êáé �ï Üëëï. �éáðáñÜäåéãìá, áðü �ç ãíùó�Þ áêïëïõèßá ðñïêýð�åé:ddx 1

1− x =
ddx (1 + x+ x2 + x3 + : : :)

1

(1− x)2 = 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + : : :
1

(1− x)2 =

∞
∑n=0

(n+ 1)xn



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 73Áðü �çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç ðñïêýð�åé ü�é ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç f(x) = 1=(1−x)2áí�éó�ïé÷åß ó�çí áêïëïõèßá < 1; 2; 3; 4; : : : >, Þ áëëéþò ü�é éó÷ýåé ãåíéêþò an =n ãéá êÜèå n ≥ 0.�åíéêü�åñá, ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ü�é äåäïìÝíçò �çò áí�éó�ïé÷ßáò:< a0; a1; a2; a3; : : : > ↔ f(x)éó÷ýåé åðßóçò: < a1; 2a2; 3a3; 4a4; : : : > ↔ f ′(x)ÄçëáäÞ, ðáñá�çñïýìå ü�é ìå �ïí êáíüíá áõ�ü åê�åëåß�áé �áõ�ü÷ñïíá: (á) ìßááñéó�åñÞ ïëßóèçóç, êáé (â) Ýíáò ðïëëáðëáóéáóìüò êÜèå üñïõ ìå �ï äåßê�ç �ïõ.Áí óå êÜðïéá ðåñßð�ùóç ÷ñåéáæü�áí ìüíï ï ðïëëáðëáóéáóìüò, �ü�å èá ìðïñïýóåíá áêõñùèåß ç áñéó�åñÞ ïëßóèçóç åöáñìüæïí�áò êáé ìßá äåîéÜ ïëßóèçóç. ¸ó�ùëïéðüí ü�é ðñÝðåé íá âñåèåß ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò< 0; 1; 4; 9; : : : >.Éó÷ýåé êá�Ü óåéñÜ:< 1; 1; 1; 1; : : : > ↔ 1

1− x< 1; 2; 3; 4; : : : > ↔ ddx 1

1− x =
1

(1− x)2< 0; 1; 2; 3; : : : > ↔ x
(1− x)2< 1; 4; 9; 16; : : : > ↔ ddx x

(1− x)2 =
1 + x

(1− x)3< 0; 1; 4; 9; : : : > ↔ x(1 + x)
(1− x)34.3 Áêïëïõèßá Fibona

iÓ�ï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï äüèçêå ïñéóìüò �çò áêïëïõèßáò Fibona

i äåý�åñçò�Üîçò. Ó�ï óçìåßï áõ�ü èá óõíäåèåß ç Ýííïéá áõ�Þ ìå �éò ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò.ÓõãêåêñéìÝíá èá áðïäåé÷èåß ü�é:< 0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; : : : > ↔ x

1− x− x2Ìå �ç âïÞèåéá áõ�Þò �çò ó÷Ýóçò, ó�ç óõíÝ÷åéá èá âñåèåß ï êëåéó�üò �ýðïò �ïõn-ïó�ïý áñéèìïý Fibona

i, åíþ åðßóçò ïé �å÷íéêÝò ãéá �çí åýñåóç áõ�ïý �ïõêëåéó�ïý �ýðïõ èá åöáñìïóèïýí êáé óå Üëëåò ðåñéð�þóåéò.



74 ÊåöÜëáéï 4. �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�ÞóåéòÏñßæïõìå, ëïéðüí, �ç óõíÜñ�çóç:f(x) = f0 + f1x+ f2x2 + f3x3 + f4x4 + : : :Åßíáé åõíüç�ï ü�é éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò:< 0; 1; 0; 0; 0; : : : > ↔ x< 0; f0; f1; f2; f3; : : : > ↔ xf(x)< 0; 0; f0; f1; f2; : : : > ↔ x2f(x)Áèñïßæïí�áò �éò ó÷Ýóåéò áõ�Ýò êá�Ü ìÝëç, ðñïêýð�åé:< 0; 1 + f0; f1 + f0; f2 + f1; f3 + f2; : : : > ↔ x+ xf(x) + x2f(x)Ôï áñéó�åñü óêÝëïò �çò ó÷Ýóçò áõ�Þò �áõ�ßæå�áé ìå �ï áñéó�åñü óêÝëïò �çòáðïäåéê�Ýáò ó÷Ýóçò. Óõíåðþò, ðñÝðåé íá áðïäåé÷èåß êáé ç éóü�ç�á �ùí äýïäåîéþí óêåëþí. ¼ìùò �ï äåîéü óêÝëïò �çò �åëåõ�áßáò ó÷Ýóçò éóïý�áé ìå f(x),äçëáäÞ éó÷ýåé: f(x) = x+ x f(x) + x2 f(x) ⇒f(x) =
x

1− x− x2ÄåäïìÝíçò, ëïéðüí, �çò ãåííÞ�ñéáò óõíÜñ�çóçò ãéá �çí áêïëïõèßá Fibona

i,èá ðñïóðáèÞóïõìå íá åîÜãïõìå Ýíá êëåéó�ü �ýðï ãéá �ï n-ïó�ü áñéèìü Fi-bona

i. Áñ÷éêÜ åê�åëïýìå ìßá ðáñáãïí�ïðïßçóç �ïõ ðáñïíïìáó�Þ �çò ãåííÞ�ñéáòóõíÜñ�çóçò:
1− x− x2 = (1− 
1 x)(1− 
2 x)üðïõ ïé ó�áèåñÝò 
1; 
2 éóïýí�áé ìå:
1 =

1 +
√

5

2

2 =

1−
√

5

2Ó�ç óõíÝ÷åéá ãéá �ç äéÜóðáóç �ïõ êëÜóìá�ïò �çò ãåííÞ�ñéáò óõíÜñ�çóçò ãñÜöïõìå�ç ó÷Ýóç ùò åîÞò: x
1− x− x2

=

3

1− 
1 x +

4

1− 
2 xÁí äþóïõìå äýï �õ÷áßåò �éìÝò ó�ç ìå�áâëç�Þ x, ëáìâÜíïõìå äýï ãñáììéêÝòåîéóþóåéò ìå áãíþó�ïõò �á 
3; 
4. Ëýíïí�áò �ï ðáñáãüìåíï ãñáììéêü óýó�çìáìå äýï áãíþó�ïõò êáé äýï åîéóþóåéò ðñïêýð�åé:
3 =
1√
5


4 = − 1√
5



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 75Óõíåðþò éó÷ýåé: x
1− x− x2

=
1√
5

(

1

1− 
1x − 1

1− 
2x)¼ìùò, ãéá êÜèå üñï �çò áíù�Ýñù ðáñÝíèåóçò éó÷ýåé:
1

1− 
1x = 1 + 
1x+ 
21x2 + : : :
1

1− 
2x = 1 + 
2x+ 
22x2 + : : :Áí�éêáèéó�þí�áò �éò �éìÝò áõ�Ýò ðñïêýð�åé:f(x) =
1√
5

(

1

1− 
1x − 1

1− 
2x)
=

(1 + 
1x+ 
21x2 + : : :)− (1 + 
2x+ 
22x2 + : : :)√
5

⇒fn =

n1 − 
n2√

5
=

1√
5

((

1 +
√

5

2

)n
−
(

1−
√

5

2

)n)4.4 �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò ãéá ÁðáñßèìçóçÅßíáé ãíùó�Ü �á êëáóéêÜ áíáð�ýãìá�á �ùí (a+ b)2 êáé (a+ b)3. �åíéêåýïí�áòéó÷ýåé:
(a+ b)n = an +

(n
1

)an−1b+

(n
2

)an−2b2 + : : :+ ( nn− 1

)abn−1 + bnÁí�éêáèéó�þí�áò a = 1 êáé b = x ðñïêýð�åé:
(1 + x)n = 1 +

(n
1

)x+

(n
2

)x2 + : : :+ ( nn− 1

)xn−1 + xn =

n
∑i=0

(ni)xi�ñïêýð�åé, ëïéðüí, ü�é ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç (1 + x)n ìðïñåß íá ÷ñçóéìåýóåéãéá �çí åýñåóç �ïõ ðëÞèïõò �ùí óõíäõáóìþí �ùí n áí�éêåéìÝíùí ëáìâáíüìåíùíáíÜ k, ãéá 0 ≤ k ≤ n. ÄçëáäÞ, ï óõí�åëåó�Þò �ïõ üñïõ xk åßíáé �ï ðëÞèïò�ùí óõíäõáóìþí ðïõ ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå k áí�éêåßìåíá áðü Ýíá óýíïëï náí�éêåéìÝíùí. �éá �ï ëüãï áõ�ü, ìßá ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ðïõ õðïëïãßæåé �ïðëÞèïò óõíäõáóìþí Þ äéá�Üîåùí ïíïìÜæå�áé áðáñéèìÞ�ñéá (enumerator).



76 ÊåöÜëáéï 4. �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò¼�é ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç (1 + x)n ðñÜãìá�é åê�åëåß �çí áðáñßèìçóç �ùíóõíäõáóìþí ìðïñåß íá åîçãçèåß ùò åîÞò. ¸ó�ù Ýíá ìïíïìåëÝò óýíïëï {a1}.ÕðÜñ÷åé 1 �ñüðïò íá åðéëåãïýí 0 áí�éêåßìåíá, 1 �ñüðïò íá åðéëåãåß 1 áí�éêåßìåíïêáé 0 �ñüðïé íá åðéëåãïýí ðåñéóóü�åñá áí�éêåßìåíá áðü �ï óýíïëï áõ�ü. ¢ñá,ãéá �çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ, ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åßíáé (1 + x). ÄïèÝí�ïò åíüòÜëëïõ ìïíïìåëïýò óõíüëïõ {a2}, éó÷ýåé �ï ßäéï óêåð�éêü ùò ðñïò �ç ãåííÞ�ñéáóõíÜñ�çóç. Åßíáé åõíüç�ï ü�é ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí åðéëïãÞ áðü �çíÝíùóç áíåîáñ�Þ�ùí óõíüëùí åßíáé �ï ãéíüìåíï �ùí áí�ßó�ïé÷ùí ãåííç�ñéþíóõíáñ�Þóåùí. ÅðïìÝíùò, ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí åðéëïãÞ áí�éêåéìÝíùíáðü �ï äéìåëÝò óýíïëï {a1; a2} åßíáé (1 + x)2. �ñïöáíþò, õðÜñ÷åé 1 �ñüðïòíá åðéëåãïýí 0 áí�éêåßìåíá, 2 �ñüðïé íá åðéëåãåß 1 áí�éêåßìåíï, 1 �ñüðïò íáåðéëåãïýí 2 áí�éêåßìåíá êáé 0 �ñüðïé íá åðéëåãïýí ðåñéóóü�åñá áí�éêåßìåíááðü �ï óýíïëï áõ�ü. Áõ�ü �ï óêåð�éêü ìðïñåß íá ãåíéêåõèåß.ÓõíÝëéîç¸ó�ù A(x) ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí áðáñßèìçóç åðéëïãþí áðü Ýíáóýíïëï A, êáé B(x) ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí áðáñßèìçóç åðéëïãþí áðüÝíá óýíïëï B. Áí �á óýíïëá A êáé B åßíáé áíåîÜñ�ç�á ìå�áîý �ïõò, �ü�å çãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí áðáñßèìçóç åðéëïãþí áðü �ï óýíïëï A ∪B åßíáéA(x) · B(x). �éï óõãêåêñéìÝíá, áíA(x) =

∞
∑n=0

anxn êáé B(x) =

∞
∑n=0

bnxn�ü�å: C(x) = A(x) · B(x) =

∞
∑n=0


nxnüðïõ: 
n = a0b0 + a1bn−1 + a2bn−2 + : : :+ anb0åíþ ç áêïëïõèßá 
0; 
1; 
2; : : : åßíáé ç óõíÝëéîç (
onvolution) �ùí áêïëïõèéþía0; a1; a2; : : : êáé b0; b1; b2; : : :. �ñÜãìá�é �ï 
n äßíåé �ï ðëÞèïò �ùí åðéëïãþín áí�éêåéìÝíùí áðü �ï óýíïëï A ∪ B. �åíéêþò, ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå náí�éêåßìåíá áðü �çí Ýíùóç �ùí óõíüëùí, åðéëÝãïí�áò j áí�éêåßìåíá áðü �ïóýíïëï A êáé n − j áðü �ï B. Áõ�ü ìðïñåß íá ãßíåé êá�Ü ajbn−j �ñüðïõò.�ñïóèÝ�ïí�áò ãéá üëåò �éò äõíá�Ýò �éìÝò �ïõ j, ðñïêýð�åé �ï æç�ïýìåíï.ÌÝ÷ñé ó�éãìÞò èåùñÞèçêå ü�é ç åðéëïãÞ åíüò óõãêåêñéìÝíïõ áí�éêåéìÝíïõáðü Ýíá óýíïëï ìðïñåß íá ãßíåé ìüíï ìßá öïñÜ, äçëáäÞ ðñüêåé�áé ãéá åðéëïãÞ



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 77÷ùñßò áí�éêá�Üó�áóç. Áò èåùñÞóïõìå �çí ðåñßð�ùóç �çò åðéëïãÞò ìå áí�éêá�Üó�áóç.¸ó�ù, ëïéðüí, Ýíá ìïíïìåëÝò óýíïëï. Áðü �ï óýíïëï áõ�ü ìðïñïýìå íáåðéëÝîïõìå 0 áí�éêåßìåíá êá�Ü 1 �ñüðï, 1 áí�éêåßìåíï êá�Ü 1 �ñüðï, 2 áí�éêåßìåíáêá�Ü 1 �ñüðï êïê. Óõíåðþò, ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí åðéëïãÞ n áí�éêåéìÝíùíìå áí�éêá�Üó�áóç áðü Ýíá ìïíïìåëÝò óýíïëï åßíáé:< 1; 1; 1; 1; : : : > ↔ 1 + x+ x2 + x3 + : : : =
1

1− xÌå âÜóç �ïí êáíüíá �çò óõíÝëéîçò, ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí åðéëïãÞn áí�éêåéìÝíùí áðü �çí Ýíùóç áíåîáñ�Þ�ùí óõíüëùí äßíå�áé áðü ãéíüìåíï �ùíáí�ßó�ïé÷ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí. ÅðïìÝíùò, ðñïêýð�åé ü�é ç æç�ïýìåíçãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åßíáé f(x) = 1=(1 − x)n. Ôï åñþ�çìá åßíáé ðïéÜ åßíáé ç�éìÞ êÜðïéïõ óõí�åëåó�Þ �çò óåéñÜò �ùí äõíÜìåùí. �éá �çí åýñåóç áõ�ïý �ïõêëåéó�ïý �ýðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèåß �ï Èåþñçìá �ïõ Taylor. Éó÷ýåé, ëïéðüí, ü�é:f(x) = f(0) + f ′(0)x +
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)
3!

x3 + : : :+ f (k)(0)k! xk + : : :Ôï èåþñçìá ëÝåé ü�é ç �éìÞ �ïõ k-ïó�ïý óõí�åëåó�Þ �çò ãåííÞ�ñéáò óõíÜñ�çóçò
1=(1 − x)n äßíå�áé áðü �çí �éìÞ �çò k-ïó�Þò ðáñáãþãïõ ó�ï 0, äéáéñåìÝíç äéák!. ÅðïìÝíùò, êá�Ü óåéñÜ Ý÷ïõìå:f ′(x) = n(1 − x)−n−1f ′′(x) = n(n+ 1)(1 − x)−n−2f ′′′(x) = n(n+ 1)(n+ 2)(1 − x)−n−3f (k)(x) = n(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k − 1)(1 − x)−n−kÅðïìÝíùò, ç �éìÞ �ïõ æç�ïýìåíïõ k-ïó�ïý óõí�åëåó�Þ �çò ãåííÞ�ñéáò óõíÜñ�çóçòåßíáé: f (k)(0)=k! =

n(n+ 1) · · · (n+ k − 1)k!
=

(n+ k − 1)!

(n− 1)! k! =

(n+ k − 1k )Ï �ýðïò áõ�üò åß÷å áíáöåñèåß ó�ï ÊåöÜëáéï 2. Ó�ï óçìåßï áõ�ü óõíïøßæïõìåãéá åõêïëßá ìåñéêÜ óçìáí�éêÜ ìÝ÷ñé ó�éãìÞò åõñåèÝí�á ó�ïí �ßíáêá 4.4.



78 ÊåöÜëáéï 4. �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò�åííÞ�ñéáÁêïëïõèßá óõíÜñ�çóç< 1; 1; 1; 1; : : : > 1
1−x< 1;−1; 1;−1; : : : > 1
1+x< 2; 2; 2; 2; : : : > 2
1−x< 2; 0; 2; 0; : : : > 2

(1−x)2< 1; 2; 3; 4; : : : > 1
(1−x)2< 0; 1; 2; 3; : : : > x
(1−x)2< 1; 4; 9; 16; : : : > 1+x
(1−x)3< 0; 1; 4; 9; : : : > x(1+x)
(1−x)3< 0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; : : : > x
1−x−x2�ßíáêáò 4.1: �åííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò åõñåßáò ÷ñÞóçò4.5 �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò êáé ÁíáäñïìéêÝò ÅîéóþóåéòÓ�çí åðßëõóç áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí Ý÷åé åî ïëïêëÞñïõ áöéåñùèåß �ï ÊåöÜëáéï3. Ó�ï óçìåßï áõ�ü èá ðáñïõóéáóèåß Ýíáò áêüìç �ñüðïò åðßëõóçò áíáäñïìéêþíåîéóþóåùí, ï ïðïßïò ó�çñßæå�áé ó�çí ðñïçãïýìåíç èåùñßá �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí.Áñ÷éêÜ áò åîå�Üóïõìå ìßá áðëÞ ðåñßð�ùóç. Äßíå�áé, ëïéðüí, ç áíáäñïìéêÞåîßóùóç: tk = 3tk−1. ¸ó�ù ü�é f(x) åßíáé ç æç�ïýìåíç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç.Äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå:f(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 + : : :

3x f(x) = 3a0x + 3a1x2 + 3a2x3 + : : :f(x)− 3xf(x) = a0 + (a1 − 3a0)x + (a2 − 3a1)x2 + : : :¼ìùò ïé ðáñåíèÝóåéò �çò �åëåõ�áßáò ó÷Ýóçò éóïýí�áé ìå 0. ÅðïìÝíùò, éó÷ýåé:f(x)− 3xf(x) = a0 ⇒f(x) =
a0

1− 3x = a0(1 + 3x+ 32x2 + 33x3 + : : :)Óõíåðþò éó÷ýåé tk = 3ka0, üðïõ âÝâáéá a0 åßíáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç.Áò åîå�Üóïõìå �þñá ìßá óõíèå�ü�åñç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:tk = 2tk−1 + tk−2



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 79üðïõ k ≥ 2, åíþ åðßóçò éó÷ýåé t0 = t1 = 1. Ç ðñïêýð�ïõóá áêïëïõèßá åßíáé: 1,1, 5, 13, 41, 121, 365, : : :. �éá �çí åýñåóç êëåéó�ïý �ýðïõ ãéá �ï tk èåùñïýìå�ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç f(x) üðïõ:f(x) = 1 + x+ 5x2 + 13x3 + 41x4 + 121x5 + 365x6 + : : :Êáé ðÜëé ìå ìßá óåéñÜ áëãåâñéêþí ÷åéñéóìþí ìðïñïýìå íá âñïýìå �ïí êëåéó�ü�ýðï �çò ãåííÞ�ñéáò óõíÜñ�çóçò êáé åðïìÝíùò �ïí �ýðï êÜèå óõí�åëåó�Þ:f(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 + : : :
2x f(x) = 2a0x + 2a1x2 + 2a2x3 + : : :

3x2 f(x) = 3a0x2 + 3a1x3 + : : :Áöáéñþí�áò êá�Ü ìÝëç Ý÷ïõìå:f(x)−2xf(x)−3x2f(x) = a0+(a1−2a0)x+(a2−2a1−3a0)x2+(a3−2a2−3a1)x3+: : :¼ìùò åî ïñéóìïý åßíáé ãíùó�ü ü�é an−2an−1−3an−2 = 0 êáé åðïìÝíùò éó÷ýåé:f(x)− 2x f(x) − 3x2 f(x) = a0 + (a1 − 2a0)x ⇒f(x) =
1− x

1− 2x− 3x2

=
1− x

(1− 3x)(1 + x)
=

1

2

1

1− 3x +
1

2

1

1 + xÓ�çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç äéáðéó�þíïõìå ãíùó�ïýò êëåéó�ïýò �ýðïõò. ¸�óé êá�áëÞãïõìåü�é: tn =
1

2
3n +

1

2
(−1)nÁò åîå�Üóïõìå Ýíá �åëåõ�áßï áëëÜ óõíèå�ü�åñï ðáñÜäåéãìá. Äßíïí�áé ïéáíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò: an = 2an−1 + bn−1bn = an−1 + 2bn−1üðïõ a0 = 1 êáé b0 = 0. �áñá�çñïýìå, üìùò, ü�é ïé äýï åîéóþóåéò áõ�Ýò åßíáé\äéáðëåêüìåíåò", ãåãïíüò ðïõ êáèéó�Ü �çí åðßëõóÞ �ïõò äõóêïëü�åñç.



80 ÊåöÜëáéï 4. �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�ÞóåéòÁñ÷éêÜ, ëïéðüí, äå÷üìáó�å ü�é éó÷ýåé:A(x) =
∞
∑n=0

anxn êáé B(x) =
∞
∑n=0

bnxn�ïëëáðëáóéÜæïõìå �éò áñ÷éêÝò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò åðß xn, ïðü�å ðñïêýð�åé:anxn = 2an−1xn + bn−1xnbnxn = an−1xn + 2bn−1xnËüãù �çò ýðáñîçò �ïõ äåßê�ç n{1, ó�éò åðüìåíåò ó÷Ýóåéò �ï Üèñïéóìá áñ÷ßæåéáðü 1 êáé ü÷é áðü 0. ¸÷ïõìå ëïéðüí:
∞
∑n=1

anxn =
∞
∑n=1

2an−1xn +
∞
∑n=1

bn−1xn
∞
∑n=1

bnxn =

∞
∑n=1

an−1xn +

∞
∑n=1

2bn−1xnÓõíåðþò éó÷ýåé:A(x)− a0x0 = 2x ∞
∑n=1

2an−1xn−1 + x ∞
∑n=1

bn−1xn−1B(x)− b0x0 = x ∞
∑n=1

an−1xn−1 + 2x ∞
∑n=1

2bn−1xn−1Þ éóïäýíáìá: A(x)− 1 = 2x ∞
∑n=0

2an−1xn−1 + x ∞
∑n=0

bn−1xn−1B(x)− 0 = x ∞
∑n=0

an−1xn−1 + 2x ∞
∑n=0

2bn−1xn−1êáé A(x)− 1 = 2xA(x) + xB(x)B(x)− 0 = xA(x) + 2xB(x)



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 81ÖèÜóáìå óå Ýíá ãñáììéêü óýó�çìá 2 åîéóþóåùí ìå 2 áãíþó�ïõò, �ï ïðïßïåðéëýå�áé êáé äßíåé:A(x) =
1− 2x

1− 4x+ 3x2
=

1

2

1

1− x +
1

2

1

1− 3xB(x) =
x

1− 4x+ 3x2
= − 1

2

1

1− x +
1

2

1

1− 3xÅðïìÝíùò, áðü áõ�Ýò �éò ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò ðñïêýð�åé ü�é ïé óåéñÝò äõíÜìåùíåßíáé: A(x) =

∞
∑n=0

1 + 3n
2

xn êáé B(x) =

∞
∑n=0

3n − 1

2
xn4.6 ÂéâëéïãñáöéêÞ ÓõæÞ�çóçÔï áí�éêåßìåíï �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí åßíáé �åñÜó�éï. Ïé áðáñ÷Ýò �ïõðçãáßíïõí ðßóù ó�ïí De Moivre. Ó�ï êåöÜëáéï áõ�ü åîå�Üóèçêáí ïé êáíïíéêÝòãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò. Ó�ç âéâëéïãñáößá áíáöÝñå�áé Ýíá ðëÞèïò Üëëùí �ýðùíãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí, üðùò ïé åêèå�éêÝò, ïé ðéèáíï�éêÝò, ïé óåéñÝò Lambert,ïé óåéñÝò Bell, ïé óåéñÝò Diri
hlet êáé Üëëåò. Ôï âéâëßï �ïõWilf äéáðñáãìá�åýå�áéáðïêëåéó�éêÜ �ï áí�éêåßìåíï áõ�ü [171℄. ÌÜëéó�á �ï âéâëßï åßíáé äéáèÝóéìï ó�ïÄéáäßê�õï êáé ðåñéÝ÷åé ëõìÝíåò êáé Üëõ�åò áóêÞóåéò. Ó�á âéâëßá �ùí GovindaRao [58℄, Liu [90℄, Bryant [18℄, Graham-Knuth-Patashnik [59℄ êáé Hofri [69℄õðÜñ÷ïõí åê�åíÞ áí�ßó�ïé÷á êåöÜëáéá (ç óåéñÜ �ùí âéâëßùí áí�éó�ïé÷åß óåáõîáíüìåíï âáèìü äõóêïëßáò). Ç ¢óêçóç 6 ðñïÝñ÷å�áé áðü �ï Üñèñï [50℄,åíþ ïé ÁóêÞóåéò 9-10 áðü �ï Üñèñï [52℄.4.7 ÁóêÞóåéò1. Íá âñåèïýí ïé ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò �ùí áêïëïõèéþí:

• < 1; 2; 4; 8; : : : >, êáé
• < 1; 8; 27; 64; : : : >.2. Äßíå�áé ç áêïëïõèßá: < 2; 4; 6; 8; : : : >. Èá áíÝìåíïí�áí ïé åðüìåíåò �éìÝò�çò áêïëïõèßáò íá åßíáé: 10, 12 êïê. �ïéÜ åßíáé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóçðïõ ðáñÜãåé áõ�Þ �çí áêïëïõèßá; Íá âñåèïýí Üëëåò ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéòðïõ íá äßíïõí áêïëïõèßåò ìå �ïõò ßäéïõò 4 ðñþ�ïõò üñïõò áëëÜ ç óõíÝ÷åéáíá åßíáé äéáöïñå�éêÞ.



82 ÊåöÜëáéï 4. �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò3. Íá âñåèåß ç óõíÜñ�çóç ãéá �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ïõ xn �ùí ãåííç�ñéþíóõíáñ�Þóåùí:
• f(x) = x3

1−x2 , êáé
• f(x) = x2−1

1+3x3 .4. �ïéïß åßíáé ïé óõí�åëåó�Ýò �ùí äõíÜìåùí �ïõ x ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�çãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç:
• f(x) = 1

1−2x3 , êáé
• f(x) = 1

1−2x .5. Êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñåß:
• íá �ïðïèå�çèïýí n ðñÜóéíá áí�éêåßìåíá óå Ýíá äï÷åßï;
• íá åðéëåãåß Ýíá áí�éêåßìåíï áðü Ýíá äï÷åßï ìå n äéáöïñå�éêÜ ÷ñùìá�éó�Üáí�éêåßìåíá;6. Äýï ðáßê�åò �1 êáé �2 ðáßæïõí �Üâëé êáé �ï �åëéêü áðï�Ýëåóìá åßíáéÓ1:Ó2. Íá õðïëïãéóèåß ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìåíá öèÜóïõìå ó�ï áðï�Ýëåóìá áõ�ü. �éá ðáñÜäåéãìá, áí �ï �åëéêü áðï�Ýëåóìáåßíáé 2:1, �ü�å õðÜñ÷ïõí 3 äéáöïñå�éêïß �ñüðïé: (á) 0:1, 1:1, 2:1, (â) 1:0,1:1, 2:1 êáé (ã) 1:0, 2:0, 2:1.7. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ïí êáíüíá �çò óõíÝëéîçò íá âñåèåß ìå ðüóïõò �ñüðïõòìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí n öñïý�á óå Ýíá äï÷åßï õðü �ïõò åîÞò ðåñéïñéóìïýò:
• �ï ðëÞèïò �ùí ìÞëùí íá åßíáé Üñ�éï,
• �ï ðëÞèïò �ùí ìðáíáíþí íá åßíáé ðïëëáðëÜóéï �ïõ 3,
• �ï ðëÞèïò �ùí ðïñ�ïêáëéþí íá åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí 4, êáé
• �ï ðëÞèïò �ùí á÷ëáäéþí íá åßíáé �ï ìÝãéó�ï 1.8. Êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá äþóïõìå n ≥ 3 åõñþ óå 3 Ü�ïìá:
• ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é êÜèå Ü�ïìï èá ðÜñåé �ïõëÜ÷éó�ïí 1 åõñþ;
• ÷ùñßò êÜðïéïí ðåñéïñéóìü;�üóåò ëýóåéò Ý÷åé ç åîßóùóç x+ y + z = n;



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 839. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñåß íá êáëõöèåß Ýíá ïñèïãþíéï 2xn ìå êïììÜ�éáí�üìéíï 2x1; Ç Üóêçóç íá åðéëõèåß äïêéìÜæïí�áò äéáäï÷éêÜ ãéá �éìÝòn = 0; 1; 2; : : :. Ôé ðáñá�çñåß�å;10. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñåß íá êáëõöèåß Ýíá ïñèïãþíéï 3xn ìå êïììÜ�éáí�üìéíï 2x1; Åðßóçò, ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñåß íá êáëõöèåß Ýíá ðáñáëëçëåðßðåäï2x2xn ìå �ïýâëá 2x1x1;11. Íá âñåèåß ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ðïõ ðáñÜãåé �çí ßäéá áêïëïõèßá ìå �çíÝîïäï �ùí åðïìÝíùí øåõäéêùäéêþí:x <-- 3; i <--1;while i<=5 doprint(x);x <-- 2x-2;i <-- 1+1;x <-- 1; i <--1;while i<=5 doprint(x);x <-- 5x-6;i <-- 1+1;x <-- 6; i <--1;while i<=5 doprint(x);x <-- trun
(x/3)+6;i <-- 1+1;12. Äßíå�áé ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:tk = tk−1 + tk−2 − tk−3üðïõ k ≥ 3, åíþ åðßóçò éó÷ýåé t0 = t1 = t2 = 1. Ìå �ç âïÞèåéá ãåííÞ�ñéáòóõíÜñ�çóçò íá âñåèåß êëåéó�üò �ýðïò ãéá �ï tk.13. Äßíå�áé ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:tk = 2tk−1 − 1üðïõ k ≥ 1, åíþ åðßóçò éó÷ýåé t0 = 1. Ìå �ç âïÞèåéá ãåííÞ�ñéáòóõíÜñ�çóçò íá âñåèåß êëåéó�üò �ýðïò ãéá �ï tk.



84 ÊåöÜëáéï 4. �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò14. Äßíå�áé ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:
3tk = − 4tk−1 + tk−2üðïõ k ≥ 2, åíþ åðßóçò éó÷ýåé t0 = t1 = 1. Ìå �ç âïÞèåéá ãåííÞ�ñéáòóõíÜñ�çóçò íá âñåèåß êëåéó�üò �ýðïò ãéá �ï tk.
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86 ÊåöÜëáéï 5. Âáóéêïß ÁëãüñéèìïéÓ�ï êåöÜëáéï áõ�ü èá åîå�Üóïõìå ìåñéêïýò ãíùó�ïýò áëãïñßèìïõò êáéäïìÝò äåäïìÝíùí êáé èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �á åñãáëåßá ðïõ ðáñïõóéÜóèçêáíó�á ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá, áëëÜ èá ãíùñßóïõìå êáé áëãïñßèìïõò �ùí ïðïßùíç áíÜëõóç åßíáé ad ho
 êáé äåí ó�çñßæå�áé ó�éò ðñïçãïýìåíåò �å÷íéêÝò. �éïóõãêåêñéìÝíá èá åîå�áóèïýí åíáëëáê�éêïß áëãüñéèìïé ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõìÝãéó�ïõ êïéíïý äéáéñÝ�ç êáé �ùí áñéèìþí Fibona

i, ãéá �ï ðñüâëçìá �ùíðýñãùí �ïõ Hanoi, êáèþò êáé ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò äýíáìçò, �ùí óõíäõáóìþíêáé �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí.5.1 Åýñåóç ÌÝãéó�ïõ Êïéíïý ÄéáéñÝ�çÁò îåêéíÞóïõìå áðü �á åýêïëá. Ó�ç óõíÝ÷åéá äßíå�áé Ýíáò ðïëý áðëüò áëãüñéèìïòãéá �çí åýñåóç �ïõ ÌÝãéó�ïõ Êïéíïý ÄéáéñÝ�ç (ÌÊÄ).fun
tion g
d(m,n)1. if m<n then i <-- m else i <-- n2. while (m mod i <> 0) or (n mod i <> 0) do3. i <-- i-14. return iÏ áëãüñéèìïò äÝ÷å�áé ó�çí åßóïäï äýï áêÝñáéïõò m êáé n, âñßóêåé �ï ìéêñü�åñïêáé �ïí �ïðïèå�åß ó�ç ìå�áâëç�Þ i (åí�ïëÞ 1). Ó�ç óõíÝ÷åéá äïêéìÜæïõìåäéáäï÷éêÜ �éìÝò ìßá-ìßá, îåêéíþí�áò áðü �ï i êáé åëá��þíïí�áò ðñïò ìéêñü�åñïõòáñéèìïýò. Ç åí�ïëÞ 2 åßíáé Ýíáò âñü÷ïò ìå äýï åëÝã÷ïõò ðïõ åê�åëïýí äéáéñÝóåéòêáé ìðïñåß íá èåùñçèåß ü�é �ï êüó�ïò �ùí åëÝã÷ùí áõ�þí åßíáé öñáãìÝíï áðüåðÜíù (äçëáäÞ, ÷ùñßò íá õðÜñ÷ïõí Üëëá êñõöÜ êüó�ç). ÅðïìÝíùò, äå÷üìáó�å�çí åí�ïëÞ 3 ùò âáñüìå�ñï, ïðü�å ðëÝïí �ßèå�áé �ï åñþ�çìá ðïéüò åßíáé ïáñéèìüò �ùí åðáíáëÞøåùí. Ï áñéèìüò áõ�üò åîáñ�Ü�áé áðü �ç äéáöïñÜ ìå�áîý�ïõ ìéêñü�åñïõ áñéèìïý ìå�áîý �ùí m êáé n áö'åíüò êáé �ïõ ÌÊÄ áö'å�Ýñïõ.Ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç o ÌÊÄ éóïý�áé ìå �ç ìïíÜäá, ïðü�å éó÷ýåé ü�é çðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ áõ�ïý åßíáé ãñáììéêÞ Ï(min(m;n)).Ï ðñïçãïýìåíïò áëãüñéèìïò äüèçêå áðëþò ãéá íá �ïí áðïññßøïõìå ó�çóõíÝ÷åéá, êáèþò åßíáé ãíùó�ü ü�é ï áëãüñéèìïò �ïõ Åõêëåßäç åßíáé áðï�åëåóìá�éêü�åñïò.fun
tion eu
lid(m,n)1. while m>0 do2. t <-- n mod m3. n <-- m4. m <-- t5. return n



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 87�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ �ïõ Åõêëåßäç åßíáé ëïãáñéèìéêÞ.Áðüäåéîç.�ñþ�á èá áðïäåßîïõìå ü�é ãéá äýï áêåñáßïõò m;n (üðïõ n ≥ m) éó÷ýåé:n mod m < n=2. Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéð�þóåéò:
• áí m > n=2, �ü�å 1 ≤ n=m < 2⇒ n mod m = n−m < n− n=2 = n=2.
• áí m ≤ n=2, �ü�å n mod m < m ≤ n=2.Îáíáãõñßæïõìå ó�ïí Åõêëåßäç. ¸ó�ù ü�é k åßíáé ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùíåðáíáëÞøåùí ó�ï âñü÷ï while. ¸ó�ùóáí ni;mi ïé �éìÝò �ùí ìå�áâëç�þí n;mó�çí Ýîïäï áðü �çí i-ïó�Þ åðáíÜëçøç �ïõ âñü÷ïõ (üðïõ i ≤ k). Åßíáé åõíüç�ïü�é mi ≥ 1 áëëÜ mk = 0. Áí n0 êáé m0 åßíáé ïé áñ÷éêÝò �éìÝò �ùí ìå�áâëç�þín êáé m, �ü�å ó�ç óõíÝ÷åéá ïé �éìÝò �ùí ìå�áâëç�þí n;m Ý÷ïõí ùò åîÞò:ni = mi−1mi = ni−1 mod mi−1�ñïöáíþò éó÷ýåé ni > mi ãéá êÜèå i. ¸�óé ãéá êÜèå i ≥ 2 ðñïêýð�åé:mi = ni−1 mod mi−1 < ni−1=2 = mi−2=2¸ó�ù ü�é �ï k åßíáé ðåñé��üò áñéèìüò êáé éó÷ýåé k = 2d+ 1. ÅðïìÝíùò:mk−1 < mk−3=2 < mk−5=4 < : : : < m0=2d¼ìùò éó÷ýåé mk−1 ≥ 1, ïðü�åm0 ≥ 2d ⇒ logm0 ≥ d ⇒ logm0 ≥ (k − 1)=2 ⇒ k ≤ 1 + 2 logm0ÖèÜóáìå ó�ç ìéóÞ áðüäåéîç. Ç Üëëç ìéóÞ áöïñÜ ó�çí ðåñßð�ùóç üðïõ �ï k åßíáéÜñ�éïò áñéèìüò. Ç áðüäåéîç áõ�Þ åßíáé ðáñüìïéá êáé ó�çñßæå�áé ó�ç ó÷Ýóç m1 =n0 mod m0 < m0. ¸�óé êá�áëÞãïõìå ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ Åõêëåßäåéïõáëãïñßèìïõ ãéá �çí åýñåóç �ïõ ÌÊÄ åßíáé ëïãáñéèìéêÞ Ï(logm). 25.2 Õðïëïãéóìüò Áñéèìþí Fibona

iÓ�ï ÊåöÜëáéï 1 äüèçêáí ìåñéêÜ âáóéêÜ ó�ïé÷åßá ãéá �ïõò áñéèìïýò Fibona

iäåý�åñçò �Üîçò. Ìå âÜóç áõ�üí �ïí áíáäñïìéêü ïñéóìü ìðïñïýìå íá äþóïõìåÝíáí áíáäñïìéêü áëãüñéèìï, üðùò ï åðüìåíïò fib1 ðïõ äÝ÷å�áé ìç áñíç�éêïýòáêÝñáéïõò áñéèìïýò n.



88 ÊåöÜëáéï 5. Âáóéêïß Áëãüñéèìïéfun
tion fib1(n)1. if n<=1 then return n2. else return fib1(n-1)+fib1(n-2)Óõ÷íÜ ç ÷ñÞóç áíáäñïìÞò äéåõêïëýíåé �ïí ðñïãñáììá�éó�Þ ó�çí õëïðïßçóçêáé �ïí Ýëåã÷ï �ïõ ðñïãñÜììá�ïò. Áí êáé ðïëëÝò öïñÝò ç áíáäñïìÞ öáßíå�áéùò ðéï öõóéêüò �ñüðïò ðñïãñáììá�éóìïý, ùó�üóï ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéåß�áé ìåìÝ�ñï. Ìå�áîý åíüò áðëïý åðáíáëçð�éêïý ðñïãñÜììá�ïò êáé åíüò áíáäñïìéêïýðñïãñÜììá�ïò ðñï�éìÜ�áé �ï ðñþ�ï. Ï ëüãïò åßíáé ü�é êÜèå êëÞóç åíüò õðïðñïãñÜììá�ïò(äçëáäÞ, äéáäéêáóßáò Þ óõíÜñ�çóçò) Ý÷åé ÷ñïíéêü êüó�ïò ìç áìåëç�Ýï. ¸�óé�ï êÝñäïò óå ÷ñüíï ðñïãñáììá�éóìïý äçìéïõñãåß áðþëåéá óå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò.ÅðïìÝíùò, áí ï ÷ñüíïò áðüêñéóçò åßíáé êñßóéìïò �ü�å åßíáé âÝâáéï ü�é èá ðñÝðåéíá ðñï�éìçèåß ç åðáíáëçð�éêÞ ìÝèïäïò.Ç êáëý�åñç áðüäåéîç ãéá �çí éó÷ý �ùí áíù�Ýñù ðñïêýð�åé ìåëå�þí�áò âáèý�åñá�ç óõíÜñ�çóç fib1. Ç óõíÜñ�çóç áõ�Þ õðïëïãßæåé �éò ßäéåò �éìÝò ðïëëÝò öïñÝò.�éá ðáñÜäåéãìá, êá�Ü �ïí õðïëïãéóìü �ïõ fib1(4) ãßíïí�áé ïé êëÞóåéò fib1(3)êáé fib1(2). Ïìïßùò êá�Ü �ïí õðïëïãéóìü �ïõ fib1(3) êáëåß�áé ãéá äåý�åñçöïñÜ ç fib1(2). Ìå �ï óêåð�éêü áõ�ü ç fib1(2) èá êëçèåß 2 öïñÝò, çfib1(1) èá êëçèåß 3 öïñÝò, åíþ ç fib1(0) èá êëçèåß 2 öïñÝò. Ïé êüìâïé�ïõ äÝíäñïõ �ïõ åðüìåíïõ ó÷Þìá�ïò äåß÷íïõí �á ïñßóìá�á üëùí �ùí êëÞóåùíðïõ èá åê�åëåóèïýí êá�Ü �çí êëÞóç �çò fib1(4).
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@Ó÷Þìá 5.1: ÓåéñÜ êëÞóåùí ãéá �çí fib1(4).Áðü �ï ó÷Þìá áõ�ü öáßíå�áé ü�é �á öýëëá áí�éó�ïé÷ïýí ó�ïõò äýï �ýðïõò�ùí âáóéêþí êëÞóåùí ìå ïñßóìá�á 1 êáé 0, áí�ßó�ïé÷á. Êáèþò F4 = 3, Ýðå�áéü�é �ï äÝíäñï èá Ý÷åé 3 öýëëá ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò 3 âáóéêÝò êëÞóåéò fib1(1)êáé ìåñéêÜ áêüìç öýëëá (áõ�Þ �ç ó�éãìÞ Üãíùó�ïò ï áñéèìüò �ïõò) ðïõ èááí�éó�ïé÷ïýí ó�éò âáóéêÝò êëÞóåéò fib1(0). �åíéêåýïí�áò, åßíáé åõíüç�ï ü�é



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 89ç êëÞóç �ïõ fib1(n) ìðïñåß íá ðáñáó�áèåß áðü Ýíá äõáäéêü äÝíäñï ðïõ ó�áöýëëá èá Ý÷åé Fn êëÞóåéò �çò fib1(1). �ñïöáíþò, �ï ðëÞèïò �ùí êüìâùí �ïõäÝíäñïõ ðáñéó�Ü �ï óõíïëéêü áñéèìü êëÞóåùí �çò fib1. Ó�ç óõíÝ÷åéá äßíïí�áéäýï åíáëëáê�éêïß �ñüðïé õðïëïãéóìïý áõ�ïý �ïõ óõíïëéêïý áñéèìïý êëÞóåùí.�ñü�áóç.Ï áñéèìüò �ùí êëÞóåùí ãéá �çí åýñåóç �ïõ n-ïó�ïý áñéèìïý Fibona

i, Fn,éóïý�áé ìå 2Fn+1 − 1.Áðüäåéîç.Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå äéðëÞ åðáãùãÞ. Ó÷åäéÜæïí�áò áðëÜ ó÷Þìá�á üðùò�ï ðñïçãïýìåíï, ðáñá�çñïýìå ü�é ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ F1, ï áñéèìüò �ùíêëÞóåùí åßíáé 1 = 2F2 − 1. Åðßóçò, ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ F2, ï áñéèìüò �ùíêëÞóåùí åßíáé 3 = 2F3− 1. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ç ðñü�áóç éó÷ýåé ãéá n = k− 1 êáén = k, ïðü�å èá áðïäåßîïõìå ü�é ï áñéèìüò �ùí êëÞóåùí ãéá �ïí õðïëïãéóìü�ïõ Fk+1 éóïý�áé ìå 2Fk+2−1. Ôï äÝíäñï �ùí êëÞóåùí ðïõ ðáñéó�Ü �éò êëÞóåéòãéá �ïí õðïëïãéóìü áõ�ü, èá áðï�åëåß�áé áðü ìßá ñßæá êáé äýï õðïäÝíäñá, ðïõèá áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò êëÞóåéò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí áñéèìþí Fk êáé Fk−1.Ìå âÜóç �éò ðñïçãïýìåíåò õðïèÝóåéò Ýðå�áé ü�é �ï ðëÞèïò �ùí êüìâùí �ïõ�åëåõ�áßïõ äÝíäñïõ éóïý�áé ìå (2Fk+1− 1)+ (2Fk − 1)+ 1. Áðü áõ�Þ �ç ó÷Ýóçðñïêýð�åé �ï æç�ïýìåíï ìå áðëÞ Üëãåâñá. 2�ñü�áóç.Êá�Ü �çí åýñåóç �ïõ áñéèìïý Fibona

i Fn åê�åëïýí�áé ïé åîÞò êëÞóåéò: F1öïñÝò ç êëÞóç Fn, F2 öïñÝò ç êëÞóç Fn−1, F3 öïñÝò ç êëÞóç Fn−2, : : :, Fn−1öïñÝò ç êëÞóç F2, Fn öïñÝò ç êëÞóç F1, êáé Fn−1 öïñÝò ç êëÞóç F0.Áðüäåéîç.Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå äéðëÞ åðáãùãÞ. Ó÷åäéÜæïí�áò áðëÜ ó÷Þìá�á üðùò �ïðñïçãïýìåíï, ðáñá�çñïýìå ü�é ãéá n = 1, äçëáäÞ ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ F1,ï áñéèìüò �ùí êëÞóåùí åßíáé F1 = 1. Åðßóçò, ãéá n = 2, äçëáäÞ ãéá �ïíõðïëïãéóìü �ïõ F2, ç êá�áíïìÞ �ùí êëÞóåùí Ý÷åé ùò åîÞò: ç F2 èá êëçèåßF1 = 1 öïñÜ, ç F1 èá êëçèåß F2 = 1 öïñÜ êáé ç F0 èá êëçèåß F1 = 1öïñÜ. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ç ðñü�áóç éó÷ýåé ãéá n = k − 1 êáé n = k. �ñÝðåé íááðïäåé÷èåß ãéá n = k+ 1. Êá�Ü �ïí õðïëïãéóìü �ïõ Fk+1 èá åê�åëåóèïýí üëåòïé êëÞóåéò ðïõ èá åê�åëïýí�áí ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ Fk óõí üëåò ïé êëÞóåéòðïõ èá åê�åëïýí�áí ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ Fk−1 óõí Ýíá. Ìå áðëÞ ðáñÜèåóç�ùí åðéìÝñïõò êëÞóåùí êáé êá�Üëëçëåò ðñïóèÝóåéò ðñïêýð�åé ç áëÞèåéá �çò



90 ÊåöÜëáéï 5. Âáóéêïß Áëãüñéèìïéðñü�áóçò. 2�ñü�áóç.Ï áñéèìüò �ùí êëÞóåùí ãéá �çí åýñåóç �ïõ áñéèìïý Fibona

i Fn éóïý�áé ìå
2Fn+1 − 1.Áðüäåéîç.Ìå âÜóç �çí ðñïçãïýìåíç ðñü�áóç áñêåß íá áðïäåé÷èåß ü�é:n

∑i=1

Fi + Fn−1 = 2Fn+1 − 1Ìå êá�Üëëçëç áðëïðïßçóç ðñïêýð�åé ü�é éóïäýíáìá áñêåß íá áðïäåé÷èåß ü�é:n
∑i=1

Fi = Fn+2 − 1Ç ó÷Ýóç áõ�Þ èá áðïäåé÷èåß åðáãùãéêÜ. �ñïöáíþò ç ó÷Ýóç éó÷ýåé ãéá n = 1.ÕðïèÝ�ïõìå ü�é éó÷ýåé ãéá n = k, ïðü�å èá áðïäåßîïõìå ü�é éó÷ýåé ãéá n = k+1,äçëáäÞ ü�é éó÷ýåé ç ó÷Ýóç: k+1
∑i=1

Fi = Fk+3 − 1Îåêéíþí�áò áðü �ï áñéó�åñü óêÝëïò Ý÷ïõìå:k+1
∑i=1

Fi =

k
∑i=1

Fi + Fk+1 = Fk+2 − 1 + Fk+1 = Fk+3 − 1ÅðïìÝíùò, öèÜóáìå ìÝóá áðü äýï åðáãùãéêïýò äñüìïõò ó�ï ßäéï óõìðÝñáóìá,äçëáäÞ ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ áõ�ïý åßíáé È(Fn). 2Ôï ßäéï óõìðÝñáóìá ùò ðñïò �çí ðïëõðëïêü�ç�á ìðïñåß íá ðñïêýøåé êáéìå ìßá áêüìç áðüäåéîç ðïõ äßíïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá. Ï ëüãïò �çò Ýìöáóçò ó�ïóçìåßï áõ�ü åßíáé ü�é ðáñüìïéá ðñïâëÞìá�á èá áí�éìå�ùðßóïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá�ïõ ìáèÞìá�ïò áõ�ïý áëëÜ êáé óå åðüìåíá ìáèÞìá�á, êáé åðïìÝíùò èá éó÷ýïõí�á ßäéá óõìðåñÜóìá�á.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 91¸ó�ù ü�é ìåG(n) óõìâïëßæïõìå �ïí áñéèìü �ùí êëÞóåùí ðïõ èá åê�åëåóèïýíãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ fib1(n). �ñïöáíþò éó÷ýåé:G(n) = G(n− 1) +G(n− 2) + 1ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò G(0) = G(1) = 1. Ç åîßóùóç áõ�Þ åßíáé ìßá ðåñßð�ùóç ìçïìïãåíïýò ãñáììéêÞò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò êáé èá ìðïñïýóå íá åðéëõèåß êá�Ü�á ãíùó�Ü. Åäþ èá áêïëïõèÞóïõìå Ýíá äéáöïñå�éêü äñüìï áîéïðïéþí�áò �çíïìïéü�ç�á �ùí óõíáñ�Þóåùí Fn êáé G(n). Áò õðïèÝóïõìå ü�é ç G(n) åîáñ�Ü�áéãñáììéêÜ áðü �ç óõíÜñ�çóç Fn. ÄçëáäÞ éó÷ýåé:G(n) = aFn + büðïõ ïé a; b åßíáé ó�áèåñÝò ðïõ ðñÝðåé íá õðïëïãéóèïýí. ÅðåéäÞG(0) = G(1) = 1êáé F0 = F1 = 1 Ýðå�áé ü�é a+ b = 1. Áðü �ç ó÷Ýóç áõ�Þ êáé �éò áíáäñïìéêÝòåîéóþóåéò G(n) êáé Fn Ýðå�áé ü�é b = −1 Üñá a = 2. Óõíåðþò:G(n) = 2Fn − 1ÅðïìÝíùò, öèÜíïõìå ó�ï ðñüâëçìá �çò åýñåóçò �çò ðïëõðëïêü�ç�áò �çòßäéáò �çò óõíÜñ�çóçò Fn. �éá íá âñïýìå �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõáñêåß íá åðéëýóïõìå �çí åðüìåíç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ðïõ âáóßæå�áé ó�çí ßäéá�ç öéëïóïößá �ïõ ïñéóìïý �ùí áñéèìþí Fibona

i:T (n) = T (n− 1) + T (n− 2) + 2üðïõ �ï 2 ðáñéó�Ü �ï ó�áèåñü êüó�ïò �çò åí�ïëÞò 1 êáé �ï êüó�ïò �çò ðñüóèåóçòó�çí åí�ïëÞ 2. Áðü �çí ßäéá �ç ìïñöÞ �çò áíáäñïìÞò äçìéïõñãåß�áé ç âåâáéü�ç�áü�é ç ëýóç �çò áíáäñïìéêÞò áõ�Þò åîßóùóçò åßíáé �(Fn) = �(�n). Åßíáé äõíá�üíìå äçìéïõñãéêÞ åðáãùãÞ íá âñåèïýí 3 ó�áèåñÝò a; b êáé 
 Ý�óé þó�å ãéá êÜèåáêÝñáéï n, íá éó÷ýåé: aFn ≤ T (n) ≤ bFn−
, ó÷Ýóç ðïõ ðéó�ïðïéåß �çí áíù�Ýñùðïëõðëïêü�ç�á.Ó�ç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæå�áé ç åðüìåíç óõíÜñ�çóç fib2 ãéá �ïí õðïëïãéóìü�ïõ n-ïó�ïý áñéèìïý Fibona

i, ç ïðïßá óå áí�ßèåóç ìå �çí fib1, åßíáé åðáíáëçð�éêÞêáé äåí åê�åëåß ðåñé��ïýò åðáíá-õðïëïãéóìïýò. Ç áíÜëõóÞ �ïõ åßíáé ó÷å�éêÜðñïöáíÞò. ÌÝóá ó�ï âñü÷ï for (åí�ïëÞ 2) åê�åëïýí�áé 2 êá�á÷ùñßóåéò (åí�ïëÞ3) ìå êüó�ïò öñáãìÝíï áðü åðÜíù. ¸�óé, ãéá ëüãïõò áðëïðïßçóçò, èåùñïýìåìïíáäéáßï êüó�ïò åí�üò �ïõ âñü÷ïõ. Ï âñü÷ïò åßíáé áðëüò (äçëáäÞ, ü÷é öùëéáóìÝíïò),ïðü�å ç ðïëõðëïêü�ç�Ü �ïõ åßíáé ãñáììéêÞ È(n). �éá íá öèÜóïõìå ó�ï �åëåõ�áßïóõìðÝñáóìá, êáé ðÜëé ãéá ëüãïõò áðëïðïßçóçò, äåí åîå�Üóáìå �ï ìÝãåèïò �ùí�åëåó�áßùí, áí äçëáäÞ áñêïýí 4 ÷áñáê�Þñåò ãéá �çí áðïèÞêåõóÞ �ïõò Þ ü÷é.



92 ÊåöÜëáéï 5. Âáóéêïß Áëãüñéèìïéfun
tion fib2(n)1. i <-- 1; j <-- 0;2. for k <-- 1 to n do3. j <-- i+j; i <-- j-i4. return jÓ�ç óõíÝ÷åéá äßíå�áé ìßá �ñß�ç ìÝèïäïò, fib3, ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùíáñéèìþí Fibona

i. Êáé ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ áãíïïýìå �ï èÝìá �ïõ ìåãÝèïõò�ùí �åëåó�áßùí ãéá íá ðñï÷ùñÞóïõìå åõêïëü�åñá ó�çí áíÜëõóç �ïõ áëãïñßèìïõ.Ç åí�ïëÞ 1 Ý÷åé êüó�ïò öñáãìÝíï áðü åðÜíù, üðùò åðßóçò êáé �ï åóù�åñéêü�ïõ âñü÷ïõ while áðï�åëåß�áé áðü åí�ïëÝò ìå óõíïëéêü êüó�ïò öñáãìÝíï áðüåðÜíù. ÅðïìÝíùò, èåùñþí�áò ùò âáñüìå�ñï �éò åí�ïëÝò åí�üò �ïõ âñü÷ïõ áñêåßíá ðñïóäéïñßóïõìå �ï ðëÞèïò m �ùí åðáíáëÞøåùí �ïõ âñü÷ïõ.fun
tion fib3(n)1. i <-- 1; j <-- 0; k <-- 0; h <-- 1;2. while n>0 do3. if n mod 2 = 1 then4. t <-- j*h; j <-- i*h+j*k+t; i <-- i*k+t5. t <-- h*h; h <-- 2*k*h+t;6. k <-- k*k+t; n <-- n div 27. return j�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò óõíÜñ�çóçò fib3 åßíáé O(log n).Áðüäåéîç.¸ó�ù ü�é ni åßíáé ç �éìÞ �çò ìå�áâëç�Þò n êá�Ü �çí Ýîïäï áðü �ïí i-ïó�üâñü÷ï. �ñïöáíþò ãéá �éò ïñéáêÝò óõíèÞêåò éó÷ýåé n1 = ⌊n=2⌋ êáé nm = 0,áëëÜ ãåíéêü�åñá ãéá 2 ≤ t ≤ m éó÷ýåé:nt = ⌊nt−1

2
⌋ ≤ nt−1

2Aðü �á áíù�Ýñù ðñïêýð�åé:nt ≤ nt−1

2
≤ nt−2

4
≤ : : : ≤ n1

2t−1
≤ n

2tÁðü �ç ó÷Ýóç áõ�Þ áðïìïíþíïõìå �ïõò üñïõò:nm ≤ nm−1

2
≤ n

2m



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 93Êáèþò éó÷ýåé nm = 0, åíþ ïé �éìÝò nt åßíáé áêÝñáéåò, Ýðå�áé ü�é nm−1 = 2 Þ1. ÈÝ�ïí�áò nm−1 = 2 ó�ç äåîéÜ áíéóïúóü�ç�á �çò áíù�Ýñù ó÷Ýóçò ðñïêýð�åéü�é: m ≤ log n. ÅðïìÝíùò, ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ëïãáñéèìéêÞÏ(log n). 25.3 Ïé �ýñãïé �ïõ HanoiÔï puzzle �ùí ðýñãùí �ïõ Áíüé äéá�õðþèçêå áðü �ï �Üëëï ìáèçìá�éêü Fran
ois-Edouard-Anatole Lu
as (1842-1891), ï ïðïßïò �ï "Ýí�õóå" ìå �ï ãíùó�ü ìýèï,ü�é ï èåüò �ïðïèÝ�çóå ó�ç ãç 3 äéáìáí�Ýíéïõò ðýñãïõò êáé 64 ÷ñõóÜ äáê�õëßäéáäéáöïñå�éêïý ìåãÝèïõò ìå�áîý �ïõò. Áñ÷éêÜ, ëïéðüí, �á 64 äáê�õëßäéá Þ�áí�ïðïèå�çìÝíá óå Ýíáí ðýñãï êá�Ü óåéñÜ ìåãÝèïõò: êÜ�ù �á ìåãÜëá êáé åðÜíù�á ìéêñÜ äáê�õëßäéá. Ï óêïðüò �ùí êáëüãåñùí åíüò ãåé�ïíéêïý ìïíáó�çñéïýÞ�áí íá ìå�áöÝñïõí �á äáê�õëßäéá áðü �ï áñ÷éêü ðýñãï óå Ýíá äéðëáíü ìå �çíßäéá óåéñÜ ìåãÝèïõò, äçëáäÞ êÜ�ù �á ìåãÜëá êáé åðÜíù �á ìéêñÜ äáê�õëßäéá. Çìüíç åðé�ñåðüìåíç êßíçóç ãéá Ýíá äáê�õëßäé åßíáé íá ìå�áöåñèåß áðü Ýíáí ðýñãïóå Ýíáí Üëëï, ÷ùñßò üìùò ðï�Ý íá �ïðïèå�åß�áé Ýíá ìåãáëý�åñï äáê�õëßäé åðÜíùáðü Ýíá ìéêñü�åñï. Óýìöùíá ìå �ï ìýèï, ü�áí ïé êáëüãåñïé ïëïêëçñþóïõí �çäéáäéêáóßá ìå�áöïñÜò, �ü�å èá Ýñèåé �ï �Ýëïò �ïõ êüóìïõ. Óêïðüò �ïõ ìýèïõåßíáé íá äçëþóåé �ç äõóêïëßá �ïõ åã÷åéñÞìá�ïò.Ï áëãüñéèìïò êáé ç áíÜëõóÞ �ïõ ó�çñßæå�áé ó�ï åîÞò óêåð�éêü. �éá íáìå�áöÝñïõìå �á m áíþ�åñá (äçëáäÞ, �á m ìéêñü�åñá) äáê�õëßäéá áðü Ýíáíðýñãï i óå Ýíáí ðýñãï j, ðñþ�á èá �ïðïèå�Þóïõìå �ám−1 ó�ïí ðýñãï 6−i−j,êá�üðéí �ï m-ïó�ü äáê�õëßäé ó�ïí j-ïó�ü ðýñãï, êáé �Ýëïò �á m−1 äáê�õëßäéááðü �ïí ðýñãï 6− i− j ó�ïí ðýñãï j. (�éá �éò ìå�áâëç�Ýò éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò:
1 ≤ i; j ≤ 3; i 6= j êáé m ≥ 1.) Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá ðåñéãñÜöåé áëãïñéèìéêÜ�ï óêåð�éêü áõ�ü. Ç ëýóç ó�ï ðñüâëçìá äßíå�áé ìå �çí êëÞóç �çò äéáäéêáóßáòhanoi(64,1,2).pro
edure hanoi(m,i,j)1. if m>0 then2. hanoi(m-1,i,6-i-j)3. write(i,"-->",j)4. hanoi(m-1,6-i-j,j)�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò äéáäéêáóßáò hanoi åßíáé È(2n).



94 ÊåöÜëáéï 5. Âáóéêïß ÁëãüñéèìïéÁðüäåéîç.Èåùñïýìå �çí åí�ïëÞ 3 (write) ùò �ï âáñüìå�ñï, ïðü�å ç ðïëõðëïêü�ç�á�ïõ ðñïçãïýìåíïõ áíáäñïìéêïý áëãïñßèìïõ åêöñÜæå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞåîßóùóç: T (m) =

{

1 áí m = 1
2T (m− 1) + 1 áí m > 1Ç åîßóùóç áõ�Þ ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ìßá ãñáììéêÞ ìç ïìïãåíÞò áíáäñïìéêÞåîßóùóç: tn − 2tn−1 = 1ãéá n ≥ 1 êáé t0 = 0, áðü üðïõ êá�Ü �á ãíùó�Ü ðñïêýð�åé ç ÷áñáê�çñéó�éêÞåîßóùóç:

(x− 2)(x − 1) = 0Ïé ñßæåò �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò åßíáé 1 êáé 2, ïðü�å ç ãåíéêÞ ëýóç åßíáé�çò ìïñöÞò: tn = 
11n + 
22n×ñçóéìïðïéïýìå �çí �åëåõ�áßá áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ãéá íá âñïýìå ìßá äåý�åñçáñ÷éêÞ óõíèÞêç: t1 = 2t0 + 1 = 1Åðéëýïí�áò �ï óýó�çìá äýï åîéóþóåùí ìå äýï áãíþó�ïõò, ðïõ ðñïêýð�åé áðü�éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, Ý÷ïõìå:
0 = 
1 + 
2
1 = 
1 + 2
2áðü üðïõ ðñïêýð�åé ü�é 
1 = −1; 
2 = 1 êáé åðïìÝíùò ç ëýóç �çò áíáäñïìÞòåßíáé tn = 2n − 1. ¸�óé êá�áëÞãïõìå ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ìåèüäïõ åßíáéåêèå�éêÞ È(2n). 2�ñÜãìá�é, Ý÷åé õðïëïãéóèåß ü�é ãéá íá åðé�åõ÷èåß ï óêïðüò ðñÝðåé íá åê�åëåóèïýí�ïõëÜ÷éó�ïí 18.446.744.073.709.551.615 êéíÞóåéò.5.4 Õðïëïãéóìüò ÄýíáìçòÅßíáé ãíùó�ü ü�é ìåñéêÝò ãëþóóåò ðñïãñáììá�éóìïý äåí ðñïóöÝñïõí �åëåó�Þãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò äýíáìçò (ãéá ðáñÜäåéãìá, ç Pas
al). Åî Üëëïõ ó�çíêñõð�ïãñáößá ç ýøùóç ìåãÜëùí áñéèìþí óå äõíÜìåéò åßíáé óõ÷íÞ ðñÜîç. Ó�éò



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 95ðåñéð�þóåéò áõ�Ýò, ï ðñïãñáììá�éó�Þò ðñÝðåé íá õëïðïéÞóåé ìßá áí�ßó�ïé÷çóõíÜñ�çóç.Ó�ç óõíÝ÷åéá äßíå�áé Ýíá åðéðñüóèå�ï ðáñÜäåéãìá ÷ñÞóçò áíáäñïìéêÞò êáéåðáíáëçð�éêÞò ìåèüäïõ ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò áêÝñáéáò äýíáìçò åíüò ðñáãìá�éêïýáñéèìïý ab. Ïé åðüìåíåò óõíáñ�Þóåéò power1 êáé power2 åßíáé äýï ðñþ�åòáðëÝò ðñïóåããßóåéò ó�ï èÝìá. Óå ó÷Ýóç ìå �çí ðñþ�ç ðïõ åßíá åðáíáëçð�éêÞ,ðáñá�çñïýìå ü�é âáóéêÜ áðï�åëåß�áé áðü Ýíáí áðëü âñü÷ï for (åí�ïëÞ 2) ðïõðåñéÝ÷åé ìßá ìüíï åí�ïëÞ êá�á÷þñéóçò, ç ïðïßá åßíáé êáé �ï âáñüìå�ñï. Åýêïëáðñïêýð�åé áðü �á üñéá �ïõ âñü÷ïõ ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ìåèüäïõ åßíáéãñáììéêÞ È(b).fun
tion power1(a,b)1. power <-- 1;2. for i <-- 1 to b do power1 <-- power1*a3. return power1fun
tion power2(a,b)1. if b=0 then return 12. else if b=1 then return a3. else return a*power2(a,b-1)Óå ó÷Ýóç ìå �ç äåý�åñç ðïõ åßíáé áíáäñïìéêÞ, éó÷ýïõí �á ßäéá óõìðåñÜóìá�á,äçëáäÞ Ý÷ïõìå êáé ðÜëé ãñáììéêÞ åðßäïóç È(b). Áõ�ü ìðïñåß íá áðïäåé÷èåßåðéëýïí�áò �çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:T (n) =

{

0 áí b ≤ 1T (n− 1) + 1 áí b > 1Åßíáé äõíá�üí íá åðé�ý÷ïõìå êÜ�é êáëý�åñï;�áñá�çñïýìå ü�é áí õðïëïãéóèåß �ï a2 ìå Ýíáí ðïëëáðëáóéáóìü, �ü�å �ïa4 ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß ìüíï ìå Ýíáí åðéðëÝïí õðïëïãéóìü (äçëáäÞ, a4 =a2 ∗ a2) áí�ß ãéá Üëëïõò äýï (üðùò, a4 = a2 ∗ a ∗ a). ÅðïìÝíùò, ãåíéêåýïí�áòðñïêýð�åé ü�é áí �ï b åßíáé Üñ�éïò áñéèìüò, �ü�å ab = ab=2 ∗ ab=2, áëëéþò ab =a(b−1)=2 ∗ a(b+1)=2. Óõíå÷ßæïí�áò �çí engineering ðñïóðÜèåéÜ ìáò ãéá âåë�ßùóç�çò ðïëõðëïêü�ç�áò êáé ìå âÜóç �çí éäÝá áõ�Þ ìðïñïýìå íá ðáñïõóéÜóïõìå �çíåðüìåíç áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç power3 ðïõ ó�çñßæå�áé ó�çí áñ÷Þ �ïõ Äéáßñåéêáé Âáóßëåõå.fun
tion power3(a,b)1. if b=0 then return 1



96 ÊåöÜëáéï 5. Âáóéêïß Áëãüñéèìïé2. else if b=1 then return a3. else return power3(a,b/2)*power3(a,(b+1)/2)Áí ðñïóÝîïõìå êáëý�åñá áõ�Þ �ç óõíÜñ�çóç èá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é äåí åßíáééäéáß�åñá áðï�åëåóìá�éêÞ ãéá�ß äåí áðïöåýãåé �çí åê�Ýëåóç ðåñé��þí êëÞóåùí.�éá ðáñÜäåéãìá, ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ a5, ãßíïí�áé ïé åîÞò êëÞóåéò êá�Ü óåéñÜ:power3(a,5), power3(a,2), power3(a,1), power3(a,1), power3(a,3), power3(a,1),power3(a,2), power3(a,1), power3(a,1). �éá�ß ãßíïí�áé áõ�Ýò ïé óõãêåêñéìÝíåòêëÞóåéò êáé ìÜëéó�á ìå áõ�Þ �ç óåéñÜ ìðïñåß íá ãßíåé êá�áíïç�ü áí åê�åëÝóïõìåìßá äéÜó÷éóç êá�Ü âÜèïò (dfs) ó�ï åðüìåíï äÝíäñï, üðïõ óå êÜèå êüìâï åìöáíßæå�áéç �éìÞ �ïõ åêèÝ�ç b.
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@Ó÷Þìá 5.2: ÓåéñÜ êëÞóåùí ãéá �çí power3(a,5).¼ðùò êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �çò óõíÜñ�çóçò fib1, êá�Ü ðáñüìïéï �ñüðïêáé ó�ï äÝíäñï áõ�ü, ëïéðüí, ðáñá�çñïýìå ü�é ï áñéèìüò �ùí êëÞóåùí åßíáéõðåñâïëéêüò. ÌÜëéó�á, ó�ç âÜóç �çò áíáäñïìÞò ãéá åêèÝ�ç ßóï ìå 1, ãßíïí�áéb = 5 êëÞóåéò. Ç åðüìåíç ðñü�áóç äßíåé �ï óõíïëéêü áñéèìü êëÞóåùí ðïõåê�åëïýí�áé ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò äýíáìçò ìÝóù �çò power3.�ñü�áóç.�éá êÜèå ìç êåíü äõáäéêü äÝíäñï, áí n0 åßíáé ï áñéèìüò �ùí öýëëùí êáé n2 åßíáéï áñéèìüò �ùí êüìâùí âáèìïý 2, �ü�å éó÷ýåé:n0 = n2 + 1Áðüäåéîç.Áí n1 åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êüìâùí âáèìïý 1 êáé n ï óõíïëéêüò áñéèìüò êüìâùí,�ü�å éó÷ýåé: n = n0 + n1 + n2



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 97Åê�üò áðü �ç ñßæá ãéá êÜèå êüìâï õðÜñ÷åé ìßá óýíäåóç ðïõ êá�áëÞãåé ó�ïíêüìâï áõ�ü. ¢ñá áí k åßíáé ï óõíïëéêüò áñéèìüò óõíäÝóåùí, �ü�å éó÷ýåé:n = k + 1ÊÜèå óýíäåóç üìùò îåêéíÜ åß�å áðü êüìâï âáèìïý 1, åß�å áðü êüìâï âáèìïý 2.Óõíåðþò éó÷ýåé: k = n1 + 2n2Áðü �éò �ñåéò áõ�Ýò ó÷Ýóåéò ðñïêýð�åé ç áëÞèåéá �çò ðñü�áóçò. ÂÝâáéá, ó�çíðåñßð�ùóç �ïõ äÝíäñïõ ìáò ãíùñßæïõìå ü�é éó÷ýåé n1 = 0 áëëÜ ç áðüäåéîç Ý÷åéìåßíåé óêïðßìùò ãåíéêÞ. 2Óõíåðþò, áðü �çí ðñü�áóç áõ�Þ ðñïêýð�åé ü�é åö'üóïí ï áñéèìüò �ùí öýëëùíéóïý�áé ìå b, Ýðå�áé ü�é ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí êüìâùí/êëÞóåùí éóïý�áéìå 2b − 1 (äéáðéó�þíå�áé ìå áðëÞ ðáñá�Þñçóç ó�ï ó÷Þìá áëëÜ áðïäåéêíýå�áéáêüìç êáé åðáãùãéêÜ). ¢ñá, ç ìÝèïäïò Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå äåí êá�Üöåñå íáåêìå�áëëåõèåß �çí éäÝá ðïõ åßðáìå ðñïçãïõìÝíùò, êáèþò êáé ðÜëé ç ðïëõðëïêü�ç�áåßíáé È(b), åíþ äåí ðñÝðåé íá ìáò äéáöåýãåé áðü �çí ðñïóï÷Þ êáé ç êñõììÝíçó�áèåñÜ ðïõ éóïý�áé ìå 2. Ï ëüãïò åßíáé ü�é åíþ õðïëüãéóå �ï a2 êáé �ï a1,äåí �á áðïèÞêåõóå þó�å íá �á ÷ñçóéìïðïéÞóåé áñãü�åñá. Ç åðüìåíç áíáäñïìéêÞóõíÜñ�çóç power4 áîßæåé íá ðñïóå÷èåß ãéá�ß åöáñìüæåé áêñéâþò áõ�ü �ï óêåð�éêü.fun
tion power4(a,b)1. if b=0 then return 12. else if (b mod 2)=0 then return power4(a*a,b div 2)3. else return power4(a*a,b div 2)*a�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò power4 åßíáé ëïãáñéèìéêÞ Ï(log b).Áðüäåéîç.Áí èåùñÞóïõìå ü�é âáñüìå�ñï åßíáé ïé åê�åëïýìåíïé ðïëëáðëáóéáóìïß, �ü�åðñïêýð�åé ç åðüìåíç ó÷Ýóç:T (n) =







0 áí n = 0T (n=2) + 1 áí n mod 2 = 0T ((n− 1)=2) + 2 áí n mod 2 = 1üðïõ èåùñïýìå �ï ÷åéñü�åñï åíäå÷üìåíï (äçëáäÞ, íá ÷ñåéÜæïí�áé äýï ðïëëáðëáóéáóìïßãéá íá õðïäéðëáóéÜóïõìå �çí �Üîç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò) êáé êá�áëÞãïõìå ó�çí



98 ÊåöÜëáéï 5. Âáóéêïß Áëãüñéèìïéåðüìåíç ìïñöÞ �çò: T (n) = T (n=2) + 2Ç åðßëõóç áõ�Þò �çò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò åßíáé ðïëý åýêïëç õðüèåóç üðùòåîå�Üóèçêå óå ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï. Èá ìðïñïýóáìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�ç ìÝèïäï �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò Þ �ï ãåíéêü èåþñçìá. Áí�'áõ�þí èá÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ç ìÝèïäï �çò áí�éêá�Üó�áóçò. ¸�óé äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå ü�é:T (n) = T (n=2) + 2T (n=2) = T (n=4) + 2...T (1) = T (0) + 2Óõíåðþò áí�éêáèéó�þí�áò ðñïêýð�åé ü�é:T (n) = 2 log nïðü�å ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò óõíÜñ�çóçò power4 åßíáé ëïãáñéèìéêÞ Ï(log b). 2Ôï ðñüâëçìá áõ�ü ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò äýíáìçò Þ�áí ìßá êáëÞ åõêáéñßáãéá íá ìåëå�Þóïõìå áñêå�Ýò åíáëëáê�éêÝò ëýóåéò êáé íá äéáðéó�þóïõìå �áðëåïíåê�Þìá�á êáé �á ìåéïíåê�Þìá�á �çò êÜèå ìßáò áðü áõ�Ýò. Ó�ç óõíÝ÷åéá èáåîå�Üóïõìå Ýíáí áêüìç áëãüñéèìï power5 ðïõ âáóßæå�áé ó�ï äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü,ï ïðïßïò õðïèÝ�åé ü�é õðÜñ÷åé ìßá äïìÞ ðßíáêá store.fun
tion power5(a,b);1. store[1℄ <-- a; i <-- 1; exponent <-- 1;2. while (exponent<b) do3. i <-- i+1; exponent <-- 2*exponent;4. store[i℄ <-- store[i-1℄*store[i-1℄5. index <-- 0; power5 <-- 16. while (index<b) do7. if (index+exponent<=b) then8. power5 <-- power5 * store[i℄;9. index <-- index + exponent10. exponent <-- exponent/2; i <-- i-111. return power5Ç óõíÜñ�çóç áõ�Þ êá�'áñ÷Þí õðïëïãßæåé üëåò �éò äõíÜìåéò �ïõ a ìå åêèÝ�ç1, 2, 4, 8 êïê êáé �éò áðïèçêåýåé óå Ýíá ðßíáêá store ìåãÝèïõò ⌈log b⌉ èÝóåùí.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 99Ó�ç óõíÝ÷åéá åðéëÝãåé áõ�Ýò ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ãéá íá õðïëïãßóåé �ï ab. �éáðáñÜäåéãìá, ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ 319 èá ðñïêýøåé ï �ßíáêáò 5.4, üðïõ ó�çíåðÜíù ãñáììÞ åìöáíßæå�áé ç �éìÞ �ïõ exponent, äçëáäÞ �ïõ åêèÝ�ç üðïõ èáðñÝðåé íá õøþóïõìå �ç âÜóç 3 ãéá íá ìáò äþóåé �ï áí�ßó�ïé÷ï ðåñéå÷üìåíï �ïõðßíáêá. ÅðïìÝíùò, �åëéêÜ, ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ 319 èá ðïëëáðëáóéÜóïõìå �ïðåñéå÷üìåíï �çò 1çò, �ç 2çò êáé �çò 5çò èÝóçò �ïõ ðßíáêá åðåéäÞ 319 = 316+2+1.1 2 4 8 163 9 81 6561 43046721�ßíáêáò 5.1: Õðïëïãéóìüò äýíáìçò�ïéÜ åßíáé ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ìåèüäïõ; �éá íá áðáí�Þóïõìå áõ�Þ �çíåñþ�çóç áñêåß íá ðñïóÝîïõìå �ïí øåõäïêþäéêá �çò óõíÜñ�çóçò. Ó�ï ðñþ�ïâñü÷ï while (åí�ïëÞ 2) åê�åëïýìå ⌈log b⌉ åðáíáëÞøåéò, åíþ �ï åóù�åñéêü �ïõäåý�åñïõ âñü÷ïõ while (åí�ïëÞ 6) åðáíáëáìâÜíå�áé ëéãü�åñï áðü ⌈log b⌉ öïñÝò.ÅðïìÝíùò, ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé �çò �Üîçò È(log b).Åßíáé äõíá�üí íá âåë�éþóïõìå áêüìç ðåñéóóü�åñï �çí õëïðïßçóç �çò ðñïçãïýìåíçòéäÝáò Ý�óé þó�å íá ìçí õðïëïãßæïõìå äõíÜìåéò ðïõ äåí èá ÷ñåéáóèïýìå ó�çóõíÝ÷åéá. Êëåßíïõìå, ëïéðüí, �çí ðáñÜãñáöï áõ�Þ ìå �çí åðüìåíç óõíÜñ�çóçpower6 ðïõ åßíáé åðáíáëçð�éêÞ, ó�çñßæå�áé ó�çí ßäéá öéëïóïößá ìå �ç óõíÜñ�çóçpower5 êáé Ý÷åé �çí ßäéá ðïëõðëïêü�ç�á. Ùó�üóï, åßíáé áíáìåíüìåíï íá åßíáé�á÷ý�åñç áðü �çí ðñïçãïýìåíç, ðñþ�ïí ãéá�ß åßíáé åðáíáëçð�éêÞ êáé ü÷é áíáäñïìéêÞ,äåý�åñïí ãéá�ß äåí ÷ñçóéìïðïéåß �ïí åðéðëÝïí ðßíáêá, êáé �ñß�ïí ãéá�ß äåí èáðåñéÝ÷åé �çí êñõììÝíç ó�áèåñÜ 2.fun
tion power6(a,b)1. i <-- b div 2; j <-- b mod 2;2. if j<>0 then power6 <-- a3. while i<>0 do5. a <-- a*a; j <-- i mod 2; i <-- i div 2;7. if j<>0 then power6 <-- power6 * a8. return power65.5 Õðïëïãéóìüò ÓõíäõáóìïýÓ�çí ðáñÜãñáöï áõ�Þ èá åîå�Üóïõìå Ýíá áðëü õðïëïãéó�éêü ðñüâëçìá ðïõ äßíåé�ç äõíá�ü�ç�á íá áíáð�ýîïõìå ó�áäéáêÜ ìßá engineering ðñïóÝããéóç âåë�éþíïí�áò



100 ÊåöÜëáéï 5. Âáóéêïß Áëãüñéèìïéäéáäï÷éêÜ áíáäñïìéêïýò êáé åðáíáëçð�éêïýò áëãïñßèìïõò.Áðü �ï ÊåöÜëáéï 2.1 ãíùñßæïõìå �éò åîÞò ó÷Ýóåéò ãéá �ï óõíäõáóìü �ùí náí�éêåéìÝíùí áíÜ k :
(nk) =

n!k! (n− k)! =

( nn− k)
(nk) =

(n− 1k )

+

(n− 1k − 1

)

=

(n− 1k − 1

) nkêáé åðïìÝíùò ï õðïëïãéóìüò �ïõ óõíäõáóìïý áíÜãå�áé ó�ïí õðïëïãéóìü �ùíðáñáãïí�éêþí. Áò áñ÷ßóïõìå, ëïéðüí, áðü �çí åîÝ�áóç �ïõ ðáñáãïí�éêïý ìåóêïðü íá öèÜóïõìå ó�çí áðï�åëåóìá�éêü�åñç õëïðïßçóç. Ó�ç óõíÝ÷åéá äßíïí�áéäýï åêäï÷Ýò, ìßá áíáäñïìéêÞ êáé ìßá åðáíáëçð�éêÞ.fun
tion fa
torial1(n);1. if n=0 then return 12. else return n*fa
torial1(n-1)fun
tion fa
torial2(n);1. produ
t <-- 1;2. for i <-- 2 to n do produ
t <-- i*produ
t;3. return produ
tÅßíáé åýêïëï íá äéáðéó�þóïõìå ü�é èåùñç�éêÜ ïé äýï åêäï÷Ýò åßíáé éóïäýíáìåòêáèþò äéáêñßíïí�áé áðü ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�áÈ(n). Ùó�üóï, åî ßóïõ åõíüç�ïåßíáé ü�é ðñáê�éêÜ ç åðáíáëçð�éêÞ åêäï÷Þ åßíáé �á÷ý�åñç óýìöùíá ìå üóáÝ÷ïõìå áíáöÝñåé ðñïçãïõìÝíùò. Ó�ç óõíÝ÷åéá åñ÷üìáó�å ó�ï æç�ïýìåíï, ó�çìåëÝ�ç �ïõ õðïëïãéóìïý �ùí óõíäõáóìþí.Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá 
omb1 åßíáé áíáäñïìéêÞ êáé ó�çñßæå�áé ó�çí éäéü�ç�á�ùí óõíäõáóìþí, ìå �çí ïðïßá ï õðïëïãéóìüò åíüò óõãêåêñéìÝíïõ óõíäõáóìïýáíÜãå�áé ó�ïí õðïëïãéóìü áðëïýó�åñùí. Ç äéáäéêáóßá áõ�Þ åßíáé áíáðï�åëåóìá�éêÞêáèþò ðñáãìá�ïðïéïýí�áé åðáíá-õðïëïãéóìïß ðïëëþí óõíäõáóìþí.fun
tion Comb1(n,k);1. if (k=0) or (k=n) then return 12. else return Comb1(n-1,k-1)+Comb1(n-1,k)�éá ðáñÜäåéãìá, êá�Ü �ïí õðïëïãéóìü �ïõ óõíäõáóìïý (42) èá ðñïêýøïõí ïéêëÞóåéò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí óõíäõáóìþí (32) êáé (31). Êá�Ü �ïí õðïëïãéóìü



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 101�ùí äýï �åëåõ�áßùí óõíäõáóìþí èá ðñïêýøïõí äýï êëÞóåéò ãéá �ïí õðïëïãéóìü�ïõ óõíäõáóìïý (21). Ôï Ó÷Þìá 5.3 ðáñïõóéÜæåé ìßá äåíäñéêÞ ìïñöÞ ìå êüìâïõòðïõ åóùêëåßïõí �á ïñßóìá�á üëùí �ùí êëÞóåùí ðïõ èá ðñáãìá�ïðïéçèïýí ãéá�ïí õðïëïãéóìü �ïõ óõíäõáóìïý �ùí 4 áí�éêåéìÝíùí áíÜ 2. ÁíÜëïãï ó÷Þìáåß÷áìå êá�áóêåõÜóåé êáé êá�Ü �çí åîÝ�áóç �ùí óõíáñ�Þóåùí fib1 êáé power2.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò åêäï÷Þò 
omb1 åßíáé È((nk)). �éá �çí áêñßâåéá, ï áñéèìüò�ùí êüìâùí êÜèå áí�ßó�ïé÷ïõ äÝíäñïõ åßíáé 2
(nk)− 1.
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@Ó÷Þìá 5.3: ÊëÞóåéò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ 
omb1(4,2).Áðü áõ�ü �ï óçìåßï åêêßíçóçò èá ðñï÷ùñÞóïõìå óå êïìøü�åñåò ëýóåéò. Ôïðñþ�ï ìÝëçìÜ ìáò åßíáé íá áðáëëáãïýìå áðü �çí áíáäñïìÞ. Áõ�ü ìðïñïýìå íá�ï åðé�ý÷ïõìå âáóéæüìåíïé ó�éò ðñïçãïýìåíåò óõíáñ�Þóåéò ãéá �ïí õðïëïãéóìü�ïõ ðáñáãïí�éêïý, üðùò öáßíå�áé ó�çí åðüìåíç óõíÜñ�çóç. Åö'üóïí ï õðïëïãéóìüò�ïõ ðáñáãïí�éêïý ìå �çí fa
torial2 åßíáé ìßá ãñáììéêÞ äéáäéêáóßá, Ýðå�áé ü�éêáé ç äéáäéêáóßá 
omb2 åßíáé åðßóçò ãñáììéêÞ ùò ðñïò n, äçëáäÞ åßíáé È(n).ÂÝâáéá áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é õðåéóÝñ÷å�áé ìßá ó�áèåñÜ ßóç ìå 2, ðïõ ðñáê�éêÜåßíáé Ýíá ðñüâëçìá ðïõ ðñÝðåé íá áðáëåßøïõìå.fun
tion 
omb2(n,k);1. t1 <-- fa
torial2(n);2. t2 <-- fa
torial2(k);3. t3 <-- fa
torial2(n-k);4. return t1/(t2*t3)Áí êáé ç óõíÜñ�çóç 
omb2 Þ�áí �åñÜó�éá ðñüïäïò óå ó÷Ýóç ìå �ç äéáäéêáóßá
omb1, åí �ïý�ïéò õðÜñ÷ïõí ðåñéèþñéá âåë�ßùóçò áí ðáñá�çñÞóïõìå ü�é ç 
omb2åê�åëåß ðåñé��ïýò ðïëëáðëáóéáóìïýò ó�ïí áñéèìç�Þ ðïõ áðëïðïéïýí�áé ó�ç óõíÝ÷åéáìå áí�ßó�ïé÷åò ðñÜîåéò ó�ïí ðáñïíïìáó�Þ. Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá 
omb3 äåí



102 ÊåöÜëáéï 5. Âáóéêïß Áëãüñéèìïéåê�åëåß åðáíá-õðïëïãéóìïýò áí êáé åßíáé áíáäñïìéêÞ. Áí èåùñÞóïõìå �çí åí�ïëÞ2 êáé åê�åëÝóïõìå �éò áðëïðïéÞóåéò, �ü�å ðáñá�çñïýìå ü�é �üóï ï áñéèìç�Þò üóïêáé ï ðáñïíïìáó�Þò åßíáé ãéíüìåíá áêñéâþò k üñùí. Áðü áõ�Þí �çí ðáñá�ÞñçóçóõíÜãå�áé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò äéáäéêáóßáò áõ�Þò åßíáé ãñáììéêÞ ùò ðñïòk (üðïõ ðñïöáíþò k ≤ n), äçëáäÞ åßíáé È(k), ìå ìßá êñõììÝíç ó�áèåñÜ ßóç ìå2. Ó�ï ßäéï óõìðÝñáóìá êá�áëÞãïõìå êáé �õðéêÜ åðéëýïí�áò �çí áíáäñïìéêÞó÷Ýóç: T (k) = T (k − 1) + 2üðïõ ç ó�áèåñÜ 2 ðñïêýð�åé ëüãù �ïõ êüó�ïõò �ïõ åíüò ðïëëáðëáóéáóìïýêáé �çò ìßáò äéáßñåóçò ó�çí åí�ïëÞ 2 (åî ïõ êáé ç êñõììÝíç ó�áèåñÜ). �éáíá ãßíåé ðåñéóóü�åñï êá�áíïç�Þ áõ�Þ ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç óçìåéþíïõìå ü�éêáèþò n > k, Ýðå�áé ü�é èá ãßíïõí �üóåò êëÞóåéò, üóåò ÷ñåéÜæïí�áé ìÝ÷ñé íáìçäåíéóèåß �ï k (êáé ü÷é �ï n).fun
tion 
omb3(n,k);1. if (k=0) or (k=n) then return 12. else return 
omb3(n-1,k-1)*n/kÇ ìÝèïäïò áõ�Þ ìðïñåß íá âåë�éùèåß ðåñáé�Ýñù áí êÜíïõìå ÷ñÞóç �çò áíù�Ýñùéäéü�ç�áò �ùí óõíäõáóìþí, äçëáäÞ ü�é (nk) =
( nn−k). Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá
omb4 ðñþ�á õðïëïãßæåé �ï åëÜ÷éó�ï ìå�áîý �ùí k êáé n−k, þó�å íá åîïéêïíïìÞóåéÝíáí áñéèìü ðñÜîåùí. Áí êáé ç �å÷íéêÞ áõ�Þ âåë�éþíåé �çí êá�Üó�áóç, åí�ïý�ïéòðñïêýð�åé åðßóçò ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò �Üîçò È(min(k; n−k)), êáé ðÜëéìå ìßá êñõììÝíç ó�áèåñÜ ßóç ìå 2.fun
tion 
omb4(n,k);1. if k>n-k then k <-- n-k2. t1 <-- 1;3. for i <-- n downto n-k+1 do t1 <-- t1*i;4. t2 <-- fa
torial2(k);5. return t1/t2Ïé óõíáñ�Þóåéò 
omb3 êáé 
omb4, áí êáé ãñáììéêÝò, Ý÷ïõí Ýíá ðñáê�éêüìåéïíÝê�çìá. Êá�Ü �ïí õðïëïãéóìü �ïõ óõíäõáóìïý ðñïêýð�ïõí åíäéÜìåóááðï�åëÝóìá�á ðïõ åßíáé ìåãáëý�åñá áðü �ï �åëéêü áðï�Ýëåóìá. ¸�óé ìðïñåßíá ðñïêýøåé ðñüâëçìá õðåñ÷åßëéóçò áíáëüãùò ìå �éò �éìÝò �ùí n; k êáé �ïõò÷ñçóéìïðïéïýìåíïõò �ýðïõò äåäïìÝíùí. �éá �ï ëüãï áõ�ü, ðñï÷ùñïýìå óåìßá áêüìç ëýóç, ðïõ �õ÷áßíåé íá åßíáé áíáäñïìéêÞ, óýìöùíá ìå �çí ïðïßáåê�åëïýí�áé äéáéñÝóåéò óå ðñþéìï ó�Üäéï ðñéí �ïõò ðïëëáðëáóéáóìïýò þó�å íá



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 103áðïöåõ÷èåß ç õðåñ÷åßëéóç. Áõ�ü åðé�õã÷Üíå�áé èåùñþí�áò ðñïçãïõìÝíùò �ïÌÊÄ �ùí n; k, üðùò ðáñïõóéÜæå�áé ó�çí åðüìåíç äéáäéêáóßá 
omb5.fun
tion 
omb5(n,k);1. d <-- G
d(n,k); q <-- k/d;2. if (k=0) or (k=n) then return 13. else return(Comb5(n-1,k-1)/q)*n/dÅßíáé ãíùó�ü áðü �ï ÊåöÜëáéï 5.1 ü�é ç åýñåóç �ïõ ÌÊÄ Ý÷åé ëïãáñéèìéêÞðïëõðëïêü�ç�á È(log k). ¸�óé èá ðñïêýøåé ðñïò åðßëõóç ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:T (k) = T (k − 1) + 4 + log küðïõ ç ó�áèåñÜ 4 óõíÜãå�áé êá�áìå�ñþí�áò �ïõò ðïëëáðëáóéáóìïýò êáé äéáéñÝóåéò�ùí åí�ïëþí 1 êáé 3. Ìå �ç ìÝèïäï �çò áí�éêá�Üó�áóçò ðñïêýð�åé �åëéêÜ ü�é:T (k) = 4k + log k!áðü üðïõ ìå �ç âïÞèåéá �ïõ �ýðïõ �ïõ Stirling ðñïêýð�åé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á�çò óõíÜñ�çóçò 
omb5 åßíáé È(k log k). Ìå ëßãá ëüãéá Ý÷ïõìå êá�áëÞîåé óåìßá âñáäý�åñç óõíÜñ�çóç áëëÜ �ï ðëåïíÝê�çìÜ �çò åßíáé ç ó�áèåñü�ç�Ü �çò(robustness) ãéá äéÜöïñåò �éìÝò �ùí n êáé k. ÄçëáäÞ, èá Ý÷ïõìå ðñüâëçìáõðåñ÷åßëéóçò ãéá ìåãáëý�åñåò �éìÝò �ùí n êáé k.Ó�ç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæïõìå �çí �åëåõ�áßá åêäï÷Þ 
omb6 ðïõ áðï�åëåßü,�é áðï�åëåóìá�éêü�åñï ìðïñïýìå íá åðé�ý÷ïõìå áðü èåùñç�éêÞ êáé ðñáê�éêÞÜðïøç. Ç ìÝèïäïò áõ�Þ Ý÷åé �á åîÞò �ñßá ðëåïíåê�Þìá�á:1. åßíáé âÝë�éó�ç ìå ðïëõðëïêü�ç�á È(min(k; n− k)),2. åßíáé ó�áèåñÞ êáèþò åê�åëåß åíáëëÜî ðïëëáðëáóéáóìïýò êáé äéáéñÝóåéòáðïöåýãïí�áò �çí õðåñ÷åßëéóç �ùí ÷ñçóéìïðïéïýìåíùí �ýðùí.3. åßíáé åðáíáëçð�éêÞ êáé áðïöåýãåé �ç ÷ñïíéêÞ åðéâÜñõíóç �ùí áíáäñïìéêþíêáé �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ êüó�ïõò óå ÷þñï áðïèÞêåõóçò,fun
tion 
omb6(n,k);1. t <-- 1;2. if k>n-k then k <-- n-k3. for i <-- n downto n-k+1 do t <-- t*i/(n-i+1)4. return t



104 ÊåöÜëáéï 5. Âáóéêïß Áëãüñéèìïé5.6 �ïëëáðëáóéáóìüò �éíÜêùí¸ó�ù ü�é äßíïí�áé äýï �å�ñáãùíéêïß ðßíáêåò A êáé B ìåãÝèïõò n × n êáéæç�åß�áé �ï ãéíüìåíü �ïõò, ï ðßíáêáò C ìåãÝèïõò åðßóçò n × n. Ï ðñþ�ïò�ñüðïò ðïõ Ýñ÷å�áé êá�Ü íïõ åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ èáõðïëïãßæå�áé êÜèå èÝóç (i; j) �ïõ ðßíáêá C ìå �ç âïÞèåéá �ïõ �ýðïõ:C(i; j) =
n
∑k=1

A(i; k) B(k; j)ðïõ èá õëïðïéçèåß ìå Ýíá åóù�åñéêü âñü÷ï ùò ðñïò k ìÝóá óå Ýíáí Üëëï äéðëüâñü÷ï ùò ðñïò i êáé j. Óõíåðþò, èåùñþí�áò ùò âáñüìå�ñï �ïõò åê�åëïýìåíïõòðïëëáðëáóéáóìïýò ðñáãìá�éêþí, áðü �ïí �ñéðëü âñü÷ï èá ðñïêýøåé ìßá êõâéêÞðïëõðëïêü�ç�á Ï(n3). Ó�ï ßäéï óõìðÝñáóìá èá êá�áëÞîïõìå èåùñþí�áò ü�é ïðßíáêáòC Ý÷åé n2 èÝóåéò, åíþ êÜèå èÝóç áðáé�åß �çí åê�Ýëåóç n ðïëëáðëáóéáóìþí.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá ðñïóðáèÞóïõìå íá âåë�éþóïõìå �çí ðïëõðëïêü�ç�á �çò åê�Ýëåóçò�ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí âáóéæüìåíïé ó�ç ìÝèïäï Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå.¸ó�ù ü�é éó÷ýåé n = 2k. Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é ïé ðßíáêåò Á êáéÂ áðï�åëïýí�áé ï êáèÝíáò áðü �Ýóóåñéò õðïðßíáêåò ìåãÝèïõò n
2 × n

2 . ¸�óé, èáìðïñïýóå íá ðñïêýøåé ç ó÷Ýóç:
( A11 A12A21 A22

)( B11 B12B21 B22

)

=

( C11 C12C21 C22

)áðü üðïõ êÜèå õðïðßíáêáò �ïõ ðßíáêá C èá õðïëïãßæïí�áí ìå âÜóç �éò ó÷Ýóåéò:C11 = A11B11 +A12B21C12 = A11B12 +A12B22C21 = A21B11 +A22B21C22 = A21B12 +A22B22Êáèþò Ý÷ïõìå èåùñÞóåé ü�é �ï n åßíáé äýíáìç �ïõ äýï, èá ìðïñïýóáìå áíáäñïìéêÜíá õðïäéáéñÝóïõìå �ïõò õðïðßíáêåò �ùíA êáéB óå áêüìç ìéêñü�åñïõò õðïðßíáêåòìÝ÷ñé �ïõ óçìåßïõ n = 2, ïðü�å èá åê�åëïýóáìå åýêïëá �ïõò ðïëëáðëáóéáóìïýò�ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. �éá íá äéá�õðþóïõìå �çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ðïõåêöñÜæåé �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý áñêåß íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�éóå êÜèå åðßðåäï �çò áíáäñïìÞò áðáé�ïýí�áé 8 ðïëëáðëáóéáóìïß êáé 4 ðñïóèÝóåéòõðïðéíÜêùí. ¸�óé ðñïêýð�åé ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:T (n) =

{ b áí n ≤ 2
8T (n=2) + 
n2 áí n > 2



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 105üðïõ �ï b åêöñÜæåé �ï ó�áèåñü êüó�ïò �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ó�ç âÜóç �çòáíáäñïìÞò, åíþ �ï 
 åêöñÜæåé ìßá ó�áèåñÜ ðïõ õðåéóÝñ÷å�áé ó�çí ðïëõðëïêü�ç�áðïõ áöïñÜ ó�çí ðñüóèåóç äýï õðïðéíÜêùí. Áõ�Þ ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ìðïñåßíá åðéëõèåß ìå ðïëëïýò �ñüðïõò (ùò ìç ïìïãåíÞò, ìå áí�éêá�Üó�áóç, ìå �ïãåíéêü èåþñçìá êëð.). Óå êÜèå ðåñßð�ùóç �ï áðï�Ýëåóìá åßíáé íá ðñïêýøåéêõâéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á Ï(n3). ÄçëáäÞ, áí êáé ÷ñçóéìïðïéÞóáìå Ýíáí áëãüñéèìïâáóéæüìåíï ó�ç ìåèïäïëïãßá Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå, åí�ïý�ïéò äåí êá�áöÝñáìåíá âåë�éþóïõìå �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ. Áõ�ü èá åðé�åõ÷èåß ìå�ç ìÝèïäï �ïõ Strassen, ç ïðïßá ðñï�Üèçêå �ï 1960 êáé âáóßæå�áé åðßóçò ó�çìåèïäïëïãßá Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå.¸ó�ù êá�'áñ÷Þí ü�é ïé ðßíáêåòA êáéB åßíáé ìåãÝèïõò 2×2. Áí õðïëïãßóïõìå�éò åðüìåíåò ðïóü�ç�åò:m1 = (a11 + a22)(b11 + b22)m2 = (a11 + a22)b11m3 = a11(b12 − b22)m4 = a22(b21 − b11)m5 = (a11 + a12)b22m6 = (a21 − a11)(b11 + b12)m7 = (a12 − a22)(b21 + b22)�ü�å ìðïñåß åýêïëá íá åðáëçèåõèåß ü�é ï ðßíáêáò C éóïý�áé ìå:
( m1 +m4 −m5 +m7 m3 +m5m2 +m4 m1 +m3 −m2 +m6

)Åäþ ðëÝïí ðáñá�çñïýìå ü�é ãéá �çí åê�Ýëåóç áõ�ïý �ïõ áðëïý ðïëëáðëáóéáóìïýðéíÜêùí áðáé�ïýí�áé 7 ðïëëáðëáóéáóìïß êáé 18 ðñïóèÝóåéò êáé áöáéñÝóåéò. Áíêáé ï áñéèìüò �ùí ðñïóèÝóåùí/áöáéñÝóåùí åßíáé �þñá ìåãáëý�åñïò áðü ü�éìå �çí ðñïçãïýìåíç ìÝèïäï Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå, �þñá åîïéêïíïìïýìå Ýíáíðïëëáðëáóéáóìü, ãåãïíüò ðïõ åßíáé óçìáí�éêü êáèþò ï áñéèìüò �ùí ðïëëáðëáóéáóìþíåßíáé �ï âáñüìå�ñü ìáò. Áí, ëïéðüí, ãåíéêåýóïõìå áõ�Þí �çí �å÷íéêÞ ãéáìåãáëý�åñïõò �å�ñáãùíéêïýò ðßíáêåò, ðñïêýð�åé áí�ßó�ïé÷á ç åîÞò áíáäñïìéêÞåîßóùóç: T (n) =

{ b áí n ≤ 2
7T (n=2) + 
n2 áí n > 2Ìå�áîý �ùí åíáëëáê�éêþí �ñüðùí ãéá �çí åðßëõóç áõ�Þò �çò áíáäñïìéêÞòåîßóùóçò áò åðéëÝîïõìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï ãåíéêü èåþñçìá. Éó÷ýåé ü�é



106 ÊåöÜëáéï 5. Âáóéêïß Áëãüñéèìïénlogb a = nlog2 7 = n2;81 > f(n) = n2 ãéá � = 0; 81. ÅðïìÝíùò áíáãüìáó�å ó�ïðñþ�ï óêÝëïò �ïõ ãåíéêïý èåùñÞìá�ïò êáé ðñïêýð�åé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á �çòìåèüäïõ �ïõ Strassen ãéá �ïí ðïëëáðëáóéáóìü ðéíÜêùí åßíáé ðïëõðëïêü�ç�áòÏ(n2;81). �ñïöáíþò, ó�ï ßäéï óõìðÝñáóìá èá êá�áëÞãáìå ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çìÝèïäï �çò áí�éêá�Üó�áóçò.Ùò �åëéêÞ óçìåßùóç óçìåéþíå�áé ü�é ó�ç âéâëéïãñáößá áíáöÝñïí�áé ðáñüìïéåòëýóåéò ðñïò �çí ðñïçãïýìåíç. Áðü áõ�Ýò Üëëåò åßíáé ÷åéñü�åñåò (äçëáäÞ, åê�åëïýí7 ðïëëáðëáóéáóìïýò êáé 24 ðñïóèáöáéñÝóåéò), Üëëåò åßíáé ßäéåò (åê�åëïýí 7ðïëëáðëáóéáóìïýò êáé 18 ðñïóèáöáéñÝóåéò), åíþ �Ýëïò Üëëåò åßíáé êáëý�åñåòêáèþò ìå Ýîõðíï �ñüðï åê�åëïýí 7 ðïëëáðëáóéáóìïýò êáé 15 ðñïóèáöáéñÝóåéò(áðïèçêåýïí�áò êáé ìç åðáíá-õðïëïãßæïí�áò ìåñéêÜ ó�ïé÷åßá). ÂÝâáéá óå êÜèåðåñßð�ùóç üëåò áõ�Ýò ïé ëýóåéò åßíáé áóõìð�ù�éêÜ éóïäýíáìåò êáèþò �ï ðëÞèïòåê�Ýëåóçò �çò ðñÜîçò âáñüìå�ñïõ �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý åßíáé �ï ßäéï. Åðßóçò,óçìåéþíå�áé ü�é Ý÷ïõí ðñï�áèåß êáé Üëëåò ìÝèïäïé ìå ÷áìçëü�åñç ðïëõðëïêü�ç�á,üðùò Ï(n2:376), áëëÜ ìå ðïëý ìåãÜëç êñõììÝíç ó�áèåñÜ ðïõ �éò êáèéó�Ü ìçðñáê�éêÝò. ÔÝëïò, óçìåéþíå�áé ü�é �á áíù�Ýñù Ý÷ïõí èåùñç�éêÞ óçìáóßá. �éáðáñÜäåéãìá, Ý÷åé áðïäåé÷èåß ü�é ç ìÝèïïò Strassen åßíáé áðï�åëåóìá�éêü�åñçáðü �ç óõìâá�éêÞ ìÝèïäï ãéá ðõêíïýò ðßíáêåò ìå n > 100.5.7 ÂéâëéïãñáöéêÞ ÓõæÞ�çóçÔá ðñïâëÞìá�á �çò åýñåóçò ìÝãéó�ïõ êïéíïý äéáéñÝ�ç (áëãüñéèìïò Åõêëåßäç)êáé �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí åßíáé êëáóéêÜ áí�éêåßìåíá ðïõ âñßóêïí�áéóå üëá ó÷åäüí �á äéäáê�éêÜ åã÷åéñßäéá áëãïñßèìùí. Åî ßóïõ äçìïöéëÞò ìå �áðñïçãïýìåíá ðñïâëÞìá�á åßíáé êáé ç áêïëïõèßá �ùí áñéèìþí Fibona

i, ãéá�çí ïðïßá ï áíáãíþó�çò ìðïñåß íá áíá�ñÝîåé ó�ï Üñèñï [102℄, ðïõ áíáöÝñå�áéáðïêëåéó�éêÜ ó�ï èÝìá, êáèþò åðßóçò êáé ó�á Üñèñá [39, 97, 131℄. Ç óõíÜñ�çóçfib3 áíáöÝñå�áé ó�ï Üñèñï [62℄. Ìå áöïñìÞ �ï ðñüâëçìá �ùí ðýñãùí �ïõ ÁíüéÝ÷ïõí õðÜñîåé ðïëëÝò ðáñáëëáãÝò. �éá ðáñÜäåéãìá, 300 �Ý�ïéåò ðáñáëëáãÝòÝ÷ïõí êá�áãñáöåß ó�çí éó�ïóåëßäá http://www.
s.wm.edu/∼pksto
/toh.html.Ôï âéâëßï [17℄ áíáöÝñå�áé ó�ïí õðïëïãéóìü �ùí äõíÜìåùí. Ó÷å�éêÜ ìå �ïíõðïëïãéóìü óõíäõáóìþí åßíáé �á Üñèñá [96, 133℄. Ï áëãüñéèìïò �ïõ StrassenÝ÷åé äçìïóéåõèåß ó�ï Üñèñï [154℄, �ï Üñèñï [25℄ áíáöÝñå�áé ó�ï ðñüâëçìá �çòáðï�åëåóìá�éêÞò õëïðïßçóçò ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí êá�Ü Strassen, åíþ �ïÜñèñï [121℄ âåë�éþíåé �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ Strassen. Ç ¢óêçóç7 ó÷å�éêÜ ìå �ïõò 4 ðýñãïõò �ïõ Áíüé ðñïÝñ÷å�áé áðü �ï Üñèñï [23℄, ïé ÁóêÞóåéò8-9 áðü �ï Üñèñï [113℄,åíþ ç ¢óêçóç 14 áðü �ï Üñèñï [121℄.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 1075.8 ÁóêÞóåéò1. Äßíå�áé �ï åðüìåíï �ìÞìá øåõäïêþäéêá. �ïéÜ åßíáé ç ðïëõðëïêü�ç�Ü �ïõ.Ôß õðïëïãßæåé;rel <-- 0; tot <-- 0;for i <-- 1 to n dofor j <-- i+1 to n dotot <-- tot+1;if GCD(i,j)=1 then rel <-- rel+1;2. Ná ó÷åäéáóèïýí êáé íá áíáëõèïýí åíáëëáê�éêïß áëãüñéèìïé åýñåóçò �ïõÌÊÄ �ñéþí áêåñáßùí áñéèìþí.3. Íá áðïäåé÷èåß ü�é Ýíáò áñéèìüò d åßíáé ï ÌÊÄ äýï áñéèìþí a êáé b, áí êáéìüíï áí õðÜñ÷ïõí äýï áêÝñáéïé x êáé y, Ý�óé þó�å íá éó÷ýåé: d = ax+ by.4. Ï åðüìåíïò øåõäïêþäéêáò åðåê�åßíåé �ïí áëãüñéèìï �ïõ Åõêëåßäç ãéá �çíåýñåóç �ïõ ÌÊÄ äýï áñéèìþí a êáé b. �Ýñáí �ïõÌÊÄ (ðïõ óõìâïëßæå�áéìå d), âñßóêåé êáé äýï áñéèìïýò x êáé y þó�å íá éó÷ýåé d = ax+ by.fun
tion extended_eu
lid(a,b)if b=0 then return (1,0,a);(x',y',d) <-- extended_eu
lid(b,a mod b);return (y',x'- trun
(a/b)*y',d)�ïéÜ åßíáé ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ; Íá ó÷åäéáóèïýí åíáëëáê�éêÝòåêäï÷Ýò �ïõ. Óçìåéþíå�áé ü�é ç óõíÜñ�çóç trun
 õëïðïéåß �ç óõíÜñ�çóçðÜ�ùìá.5. Íá áðïäåé÷èåß ü�é:
• GCD(Fn+1; Fn) = 1
• GCD(Fm; Fn) = FGCD(m;n).6. Íá èåùñçèåß �ï puzzle �ùí ðýñãùí �ïõ Áíüé ìå 3 ðýñãïõò êáé 2n äßóêïõòðïõ áðï�åëïýí�áé áðü n æåýãç üìïéùí äßóêùí. Íá áíáëõèåß ç ðåñßð�ùóç.7. Íá èåùñçèåß �ï puzzle �ùí ðýñãùí �ïõ Áíüé ìå 4 ðýñãïõò áí�ß 3. Çó�ñá�çãéêÞ ðïõ èá áêïëïõèçèåß åßíáé ç åîÞò. Áñ÷éêÜ ïé n äßóêïé âñßóêïí�áéó�ïí ðñþ�ï ðýñãï êáé ðñÝðåé íá ìå�áöåñèïýí ó�ïí �Ý�áñ�ï. ËáìâÜíïí�áé,



108 ÊåöÜëáéï 5. Âáóéêïß Áëãüñéèìïéëïéðüí, ïé n − k äßóêïé êáé �ïðïèå�ïýí�áé ó�ï äåý�åñï ðýñãï ìÝóù �ïõ�ñß�ïõ ðýñãïõ áêïëïõèþí�áò �ç âÝë�éó�ç �áê�éêÞ �ïõ êëáóéêïý ðñïâëÞìá�ïòãéá �ñåéò ðýñãïõò. Ó�ç óõíÝ÷åéá ïé k äßóêïé ìå �ïí ßäéï êëáóéêü �ñüðï�ïðïèå�ïýí�áé ó�ïí �Ý�áñ�ï ðýñãï ìÝóù �ïõ �ñß�ïõ. ÔåëéêÜ ìÝíåé íáìå�áöåñèïýí ïé n−k äßóêïé áðü �ï äåý�åñï ðýñãï ó�ïí �Ý�áñ�ï. �ïéÜ �éìÞ�ïõ k âåë�éó�ïðïéåß �ç äéáäéêáóßá; Íá ó÷åäéáóèåß áëãüñéèìïò õðïëïãéóìïý�ïõ âÝë�éó�ïõ k ãéá äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ n, áñ÷ßæïí�áò ìå n = 3. Íá âñåèåß�ï ðñü�õðï áýîçóçò �ïõ k áõîáíïìÝíïõ �ïõ n.8. Ôï ãñáììéêü (linear) ðñüâëçìá �ùí ðýñãùí �ïõ Áíüé áðáé�åß �ç ìå�áöïñÜ�ùí äßóêùí áðü �ïí áñéó�åñü�åñï ó�ï äåîéü�åñï ðýñãï ìüíï äéá ìÝóïõ�ïõ ìåóáßïõ ðýñãïõ (êáé ðï�Ý áðåõèåßáò). Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåßáëãüñéèìïò åðßëõóçò �çò ðáñáëëáãÞò.9. Ôï ãñáììéêü äßäõìï (linear twin) ðñüâëçìá �ùí ðýñãùí �ïõ Áíüé èåùñåßü�é ó�ïí áñéó�åñü�åñï äßóêï õðÜñ÷ïõí n Üóðñïé äßóêïé, åíþ ó�ï äåîéü�åñïðýñãï õðÜñ÷ïõí n ìáýñïé äßóêïé. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß áëãüñéèìïòðïõ íá åðé�õã÷Üíåé �ç ìå�áöïñÜ �ùí áñéó�åñþí äßóêùí ó�ï äåîéü�åñïðýñãï êáé �ïí ìáýñùí äßóêùí ó�ïí áñéó�åñü�åñï äßóêï ÷ñçóéìïðïéþí�áòáðáñáé�Þ�ùò �ïí åíäéÜìåóï äßóêï ãéá êÜèå ìå�áêßíçóç áðü �ï Ýíá Üêñïó�ï Üëëï.10. Ïé áñéèìïß Fibona

i ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí ìå ðïëëáðëáóéáóìü ðéíÜêùí.�éá ðáñÜäåéãìá, éó÷ýåé:
( F1F2

)

=

(

0 1
1 1

)( F0F1

)åíþ ãåíéêþò éó÷ýåé:
( FnFn+1

)

=

(

0 1
1 1

)n( F0F1

)Æç�åß�áé: (á) ç Ýêöñáóç áõ�Þ íá áðïäåé÷èåß, êáé (â) íá âñåèåß ç ðïëõðëïêü�ç�áãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ Fn.11. Êá�Ü óýìð�ùóç ï áñéèìüò � = 1; 61803 éóïý�áé ðåñßðïõ ìå �çí áíáëïãßá÷éëéïìÝ�ñïõ ðñïò ìßëé (1 km = 1,609344 mi). ¸�óé ìßá áðüó�áóç Fn+1÷éëéïìÝ�ñùí éóïý�áé ìå Fn ìßëéá ðåñßðïõ. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåßáëãüñéèìïò ìå�á�ñïðÞò ÷éëéïìå�ñéêþí áðïó�Üóåùí óå ìßëéá ÷ñçóéìïðïéþí�áò�ïõò áñéèìïýò Fibona

i. Ìðïñåß, åðßóçò, íá ó÷åäéáóèåß êáé ç áí�ßó�ñïöçäéáäéêáóßá ãéá �ç ìå�á�ñïðÞ áðïó�Üóåùí áðü ìßëéá óå ÷éëéüìå�ñá.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 10912. Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß �ï óêåð�éêü �çò ¢óêçóçò 11 ãéá �ç ó÷åäßáóç êáéáíÜëõóç åíüò áëãïñßèìïõ ãéá �ç ìå�á�ñïðÞ ìßáò åðéöÜíåéáò óå �å�ñáãùíéêÜ÷éëéüìå�ñá óå �å�ñáãùíéêÜ ìßëéá êáé �ï áí�ßó�ñïöï.13. Íá ðïëëáðëáóéáóèïýí äýï óýíèå�ïé áñéèìïß x = a+ bi êáé y = 
+ di ìå3 ðïëëáðëáóéáóìïýò.14. ¸ó�ù Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ ðïëëáðëáóéÜæåé äýï ðßíáêåò 70x70 ìå 143.640ðïëëáðëáóéáóìïýò. Åßíáé ëéãü�åñï Þ ðåñéóóü�åñï áðï�åëåóìá�éêüò áðü�ç ìÝèïäï Strassen;
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112 ÊåöÜëáéï 6. Áëãüñéèìïé ×áìçëïý ÅðéðÝäïõÓ�ï ÊåöÜëáéï 1.4 áíáöÝñáìå �ï ðåñéâÜëëïí åñãáóßáò ìáò. ÄçëáäÞ, ü�éõðïèÝ�ïõìå Ýíá ìïí�Ýëï ìç÷áíÞò RAM, ìßáò ìç÷áíÞò ìå Ýíáí åðåîåñãáó�Þüðïõ ïé åí�ïëÝò åê�åëïýí�áé óåéñéáêÜ. ÁíáöåñèÞêáìå åðßóçò ó�çí ðïéêéëßá�ùí ó�ïé÷åéùäþí åí�ïëþí ðïõ ãéá ëüãïõò áðëïðïßçóçò èåùñïýìå ü�é Ý÷ïõíìïíáäéáßï êüó�ïò. ¸�óé ç ðïëõðëïêü�ç�á åíüò áëãïñßèìïõ åîáñ�Ü�áé áðü �ïðëÞèïò �ùí ó�ïé÷åéùäþí ðñÜîåùí ðïõ êá�áìå�ñïýìå, þó�å íá öèÜóïõìå óå ìßáÝêöñáóç óõíáñ�Þóåé �ïõ ìåãÝèïõò �çò åéóüäïõ n. Ó�ï óçìåßï áõ�ü èá áíïßîïõìåìßá ðáñÝíèåóç ãéá íá äéåñåõíÞóïõìå ðåñáé�Ýñù �éò õðïèÝóåéò áõ�Ýò.6.1 Áñéèìç�éêïß ÁëãüñéèìïéÓå ðåñéð�þóåéò áíáæÞ�çóçò Þ �áîéíüìçóçò åßíáé ëïãéêü íá èåùñïýìå ùò ìÝãåèïò�ïõ ðñïâëÞìá�ïò �ï áí�ßó�ïé÷ï ðëÞèïò �ùí ó�ïé÷åßùí åéóüäïõ. Åðßóçò óåðåñéð�þóåéò äéÜó÷éóçò åíüò äÝíäñïõ Þ åíüò ãñÜöïõ åßíáé ëïãéêü íá èåùñïýìå ùòìÝãåèïò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí Þ/êáé �ï ðëÞèïò �ùí áêìþí.Ùó�üóï, ãéá Ýíá ìåãÜëï óýíïëï áëãïñßèìùí ðïõ áöïñïýí óå áñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò,üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ç ðáñáãïí�ïðïßçóç åíüò áñéèìïý, ç åýñåóç �ïõ ìÝãéó�ïõêïéíïý äéáéñÝ�ç, ïé ðñÜîåéò modulo, ï Ýëåã÷ïò ãéá ðñþ�ïõò áñéèìïýò, ï ðïëëáðëáóéáóìüòðéíÜêùí Þ áêüìç áðëïýó�åñá ï ðïëëáðëáóéáóìüò äýï áêåñáßùí, ðñïêýð�åé ü�éç êáëý�åñç ìÝèïäïò ãéá �çí åýñåóç �çò ðïëõðëïêü�ç�áò åßíáé ç èåþñçóç �ïõðëÞèïõò �ùí bits ðïõ åßíáé áðáñáß�ç�á ãéá �çí áíáðáñÜó�áóç �ùí áí�ßó�ïé÷ùíáñéèìþí óå äõáäéêÞ ìïñöÞ. ×ùñßò �çí áíÜëõóç áõ�þí �ùí áëãïñßèìùí óå÷áìçëü åðßðåäï, äçëáäÞ óå åðßðåäï ðñÜîåùí bit, äåí èá ìðïñïýóå íá ãßíåé ìßááí�éêåéìåíéêÞ áíÜäåéîç �çò ðïëõðëïêü�ç�áò �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ áëãïñßèìïõ. Ôïóêåð�éêü áõ�ü èá ãßíåé êá�áíïç�ü êáëý�åñá ìå �ï ðáñÜäåéãìá.Ó�ï ÊåöÜëáéï 5.5 ðáñïõóéÜóáìå �ïí åðüìåíï áëãüñéèìï fa
torial2 ãéá�ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðáñáãïí�éêïý ãéá n ≥ 0 êáé êá�áëÞîáìå ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�Ü�ïõ åßíáé ãñáììéêÞ È(n). Ùó�üóï, ó�ï óçìåßï åêåßíï Ýãéíå óéùðçñÜ ç õðüèåóçü�é êÜèå ðñÜîç ðïëëáðëáóéáóìïý (åí�ïëÞ 2) áðáé�åß ó�áèåñü ÷ñüíï åê�Ýëåóçòáíåîáñ�Þ�ùò �ïõ ìåãÝèïõò �ùí �åëåó�þí. ¼ìùò åßíáé áõ�ü ñåáëéó�éêü, äçëáäÞíá èåùñïýìå ó�áèåñü �ï êüó�ïò ðïëëáðëáóéáóìïý äýï áñéèìþí êáèþò ìáòåíäéáöÝñåé �ï ðëÞèïò n �ùí äåäïìÝíùí åéóüäïõ êáé ü÷é �ï ìÝãåèïò åêÜó�ïõåíüò �ùí n äåäïìÝíùí åéóüäïõ;fun
tion fa
torial2(n);1. produ
t <-- 1;2. for i <-- 1 to n do produ
t <-- i*produ
t;3. return produ
t



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 1136.2 Êüó�ïò Ó�ïé÷åéùäþí �ñÜîåùíÁñ÷éêÜ èá åîå�Üóïõìå êáé èá èõìçèïýìå �ç ëåé�ïõñãßá �ùí �åóóÜñùí âáóéêþíðñÜîåùí (ðñüóèåóç, áöáßñåóç, ðïëëáðëáóéáóìüò êáé äéáßñåóç), þó�å íá óõíáãÜãïõìå�ï êüó�ïò �ïõò èåùñþí�áò �ï ìÝãåèïò �ùí áñéèìþí ðïõ õðåéóÝñ÷ïí�áé óå êÜèåðñÜîç. Ó�çí åðüìåíç ðáñÜãñáöï, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï õëéêü áõ�Þò �çòðáñáãñÜöïõ ãéá íá ìåëå�Þóïõìå óýíèå�ïõò áñéèìç�éêïýò áëãïñßèìïõò.ÄåäïìÝíïõ åíüò áêåñáßïõ áñéèìïý n éó÷ýåé ü�é 2k−1 ≤ n < 2k. ÅðïìÝíùò,ãéá íá áíáðáñáó�Þóïõìå Ýíáí áêÝñáéï óå äõáäéêÞ ìïñöÞ ÷ñåéáæüìáó�å k bits,üðïõ k = ⌊log n⌋+ 1.�ñüóèåóç ÁêåñáßùíÁðü üëá �á êëáóéêÜ äéäáê�éêÜ âéâëßá Áñ÷é�åê�ïíéêÞò Õðïëïãéó�þí ãíùñßæïõìå�é åßíáé ïé áèñïéó�Ýò (adders). �éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é äßíïí�áé äýï áêÝñáéïéáñéèìïß õðü äõáäéêÞ ìïñöÞ ak−1ak−2:::a0 êáé bk−1bk−2:::b0 ðïõ áí�éó�ïé÷ïýíó�ïõò áêåñáßïõò ak−12
k−1 + ak−22

k−2 + : : :+ a02
0 êáé bk−12

k−1 + bk−22
k−2 +: : : + b020 õðü äåêáäéêÞ ìïñöÞ. Ï i-ïó�üò áèñïéó�Þò ðïõ äÝ÷å�áé åéóüäïõò �áai; bi êáé 
i−1, üðïõ 
i−1 åßíáé �ï êñá�ïýìåíï áðü �ïí ðñïçãïýìåíï áèñïéó�Þ.Ó�ï Ó÷Þìá 6.2 ðáñïõóéÜæå�áé ç ðñüóèåóç äýï áêåñáßùí óå äåêáäéêü êáé äõáäéêüóýó�çìá. Åßíáé ðñïöáíÞò ç óÜñùóç �ùí äõáäéêþí áñéèìþí áðü �á äåîéÜ ðñïò�á áñéó�åñÜ. Óõíåðþò, ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ðñüóèåóçò åßíáé ãñáììéêÞ ùò ðñïò�ï ìÞêïò óå bits �ùí �åëåó�áßùí, äçëáäÞ È(k), ìå ìßá êñõììÝíç ó�áèåñÜ ßóçìå 2 ëüãù �ïõ êñá�ïýìåíïõ 
i.8 1000+3 +0011-- ----11 1011Ó÷Þìá 6.1: �ñüóèåóç áñéèìþí óå äåêáäéêü êáé äõáäéêü óýó�çìá.Áöáßñåóç ÁêåñáßùíÇ ðñÜîç �çò áöáßñåóçò åßíáé ðáñüìïéá ðñïò �çí ðñÜîç �çò ðñüóèåóçò êáé ó�çñßæå�áéó�ï óõìðëÞñùìá. Ó�ï Ó÷Þìá 6.2 ðáñïõóéÜæå�áé ç áí�ßó�ïé÷ç äéáäéêáóßá. ÔïóõìðëÞñùìá, üðùò êáé ç äéáäéêáóßá �çò ðñüóèåóçò, ïõóéáó�éêÜ åßíáé ìßá óÜñùóç,Üñá åßíáé ìßá ãñáììéêÞ äéáäéêáóßá, åíþ ç �åëéêÞ ðñüóèåóç �ïõ Üóóïõ Ý÷åéó�áèåñü êüó�ïò. Óõíåðþò, �åëéêÜ ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé êáé ðÜëé ãñáììéêÞ,äçëáäÞ È(k).



114 ÊåöÜëáéï 6. Áëãüñéèìïé ×áìçëïý ÅðéðÝäïõáöáßñåóç ðñüóèåóç ðñüóèåóçáñéèìþí óõìðëçñþìá�ïò ìïíÜäáò8 1000 1000 0100-3 -0011 +1100 +1-- ---- ---- ----5 1011 0100 0101Ó÷Þìá 6.2: Áöáßñåóç áñéèìþí óå äåêáäéêü êáé äõáäéêü óýó�çìá.�ïëëáðëáóéáóìüò Áêåñáßùí¸ó�ùóáí äýï áêÝñáéïé áñéèìïß õðü äõáäéêÞ ìïñöÞ ak−1ak−2:::a0 êáé bk−1bk−2:::b0ðïõ äßíïí�áé ðñïò ðïëëáðëáóéáóìü. Ïé áñéèìïß �ïðïèå�ïýí�áé ó�ïõò êá�á÷ùñç�ÝòÁ êáé Â, áí�ßó�ïé÷á, åíþ ó�ïí êá�á÷ùñç�Þ Ñ èá �ïðïèå�çèåß �ï ãéíüìåíü �ïõò.Ï ðïëëáðëáóéáóìüò èá ãßíåé ìå �á åîÞò äýï âÞìá�á:1. áí �ï ëéãü�åñï óçìáí�éêü øçößï �ïõ Á åßíáé 1, �ü�å ï êá�á÷ùñç�Þò Âðñïó�ßèå�áé ó�ï Ñ, áëëéþò ðñïó�ßèå�áé �ï 00...00. Ôï Üèñïéóìá �ßèå�áéðÜëé ó�ïí êá�á÷ùñç�Þ Ñ.2. ïé êá�á÷ùñç�Ýò Á êáé Ñ ïëéóèáßíïõí ðñïò �á äåîéÜ, åíþ �ï êñá�ïýìåíï �ïõáèñïßóìá�ïò ìå�áêéíåß�áé ó�ï õøçëü�åñï (áñéó�åñü�åñï) bit �ïõ êá�á÷ùñç�ÞÑ êáé �ï ÷áìçëü�åñï bit �ïõ Ñ ìå�áêéíåß�áé ó�ïí êá�á÷ùñç�Þ Á, üðïõ �ïäåîéü�åñï bit äéïëéóèáßíåé ðñïò �á Ýîù êáèþò äåí èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ó�çóõíÝ÷åéá.Ìå�Ü áðü n âÞìá�á, �ï ãéíüìåíï åìöáíßæå�áé ó�ïõò êá�á÷ùñç�Ýò Ñ êáé Á, üðïõï Á áðïèçêåýåé �á ëéãü�åñï óçìáí�éêÜ øçößá �ïõ áðï�åëÝóìá�ïò. Ôï Ó÷Þìá6.2 äåß÷íåé �ïí ðïëëáðëáóéáóìü äýï áêåñáßùí, �ùí A=6 êáé B=3, �ïõò ïðïßïõòðáñéó�ïýìå ìå �ïõò áí�ßó�ïé÷ïõò äõáäéêïýò 110 êáé 011. Åö'üóïí �ï ìÞêïò �ùíáñéèìþí óå bits åßíáé 3, Ýðå�áé ü�é èá õðÜñîåé Ýíáò âñü÷ïò �ñéþí åðáíáëÞøåùí�ùí äýï âçìÜ�ùí. Ôï �åëéêü áðï�Ýëåóìá åßíáé 010010, äçëáäÞ 18. �áñá�çñïýìåü�é ãéá êÜèå bit �ïõ A åê�åëåß�áé ìßá ðñüóèåóç üëùí �ùí bits �ïõ B. Óõíåðþò,ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý äýï áêåñáßùí ðïõ áíáðáñéó�þí�áé ìåk1 êáé k2 bits áí�ßó�ïé÷á åßíáé È(k1k2).Äéáßñåóç ÁêåñáßùíÓ�çí ðñÜîç �çò äéáßñåóçò äýï äõáäéêþí áñéèìþí, ìå ìßá äéáäéêáóßá ðáñüìïéáðñïò �çí ðñïçãïýìåíç, ïé áñéèìïß �ïðïèå�ïýí�áé ó�ïõò êá�á÷ùñç�Ýò Á êáé Â,



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 115A B PÂÞìá 1 (ðñüóèåóç Â ó�ï Ñ) 110 011 000ÂÞìá 2 (ïëßóèçóç äåîéÜ) 011 011 000ÂÞìá 1 (ðñüóèåóç Â ó�ï Ñ) 011 011 011ÂÞìá 2 (ïëßóèçóç äåîéÜ) 101 011 001ÂÞìá 1 (ðñüóèåóç Â ó�ï Ñ) 101 011 100ÂÞìá 2 (ïëßóèçóç äåîéÜ) 010 011 010Ó÷Þìá 6.3: �ïëëáðëáóéáóìüò áñéèìþí óå äõáäéêü óýó�çìá.åíþ �ï áðï�Ýëåóìá �ïðïèå�åß�áé ó�ïí êá�á÷ùñç�Þ Ñ. Ç äéáßñåóç èá ãßíåé ìå �áåîÞò �Ýóóåñá âÞìá�á:1. ïëéóèáßíïõìå �ï æåýãïò �ùí êá�á÷ùñç�þí Á êáé Ñ ìßá èÝóç ðñïò �ááñéó�åñÜ.2. áöáéñïýìå �ï ðåñéå÷üìåíï �ïõ êá�á÷ùñç�Þ Â áðü �ïí êá�á÷ùñç�Þ Ñ êáé�ïðïèå�ïýìå �ï áðï�Ýëåóìá ó�ïí êá�á÷ùñç�Þ Ñ.3. áí �ï áðï�Ýëåóìá �ïõ ðñïçãïýìåíïõ âÞìá�ïò åßíáé áñíç�éêü, �ü�å âÜæïõìå0 ó�ï ÷áìçëü�åñï øçößï �ïõ Á, áëëéþò âÜæïõìå �ï 1.4. áí �ï áðï�Ýëåóìá �ïõ éäßïõ âÞìá�ïò åßíáé áñíç�éêü, �ü�å áðïêáèéó�ïýìå�çí ðáëéÜ �éìÞ �ïõ Ñ ðñïóèÝ�ïí�áò �ï ðåñéå÷üìåíï �ïõ Â ó�ï Ñ.�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é èÝëïõìå íá äéáéñÝóïõìå �ïõò áñéèìïýò A=14=11102êáé B=3=112. Ôï Ó÷Þìá 6.2 ðáñïõóéÜæåé �çí áëëçëïõ÷ßá �ùí âçìÜ�ùí. Ó�ï�Ýëïò �ùí �åóóÜñùí (üóï �ï ìÞêïò �ïõ A) åðáíáëÞøåùí �ùí �åóóÜñùí âçìÜ�ùíó�ïí êá�á÷ùñç�Þ Á åßíáé áðïèçêåõìÝíï �ï ðçëßêï (äçëáäÞ 4), åíþ ó�ïí êá�á÷ùñç�ÞÑ åßíáé áðïèçêåõìÝíï �ï õðüëïéðï (äçëáäÞ 2).Ó�ï ðáñÜäåéãìá áõ�ü, óáñþíïõìå k1 öïñÝò (äçëáäÞ, üóï �ï ìÝãåèïò óåbits �ïõ êá�á÷ùñç�Þ Á) �ïí êá�á÷ùñç�Þ Ñ ìåãÝèïõò k2 bits (äçëáäÞ, üóï �ïìÝãåèïò óå bits �ïõ êá�á÷ùñç�Þ Â). Óõíåðþò, üðùò êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõðïëëáðëáóéáóìïý, ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò äéáßñåóçò äýï áêåñáßùí ðïõ áíáðáñéó�þí�áéìå k1 êáé k2 bits áí�ßó�ïé÷á åßíáé È(k1k2).



116 ÊåöÜëáéï 6. Áëãüñéèìïé ×áìçëïý ÅðéðÝäïõÑ Á ÂÁñ÷éêÞ êá�Üó�áóç 00 1110 11ÂÞìá 1 (ïëßóèçóç áñéó�åñÜ) 01 110 11ÂÞìá 2 (áöáßñåóç Â áðü Ñ) -10 110 11ÂÞìá 3 (÷áìçëü bit �ïõ A) -10 1100 11ÂÞìá 4 (áðïêá�Üó�áóç Ñ) 01 1100 11ÂÞìá 1 (ïëßóèçóç áñéó�åñÜ) 11 100 11ÂÞìá 2 (áöáßñåóç Â áðü Ñ) 00 100 11ÂÞìá 3 (÷áìçëü bit �ïõ A) 00 1001 11ÂÞìá 1 (ïëßóèçóç áñéó�åñÜ) 01 001 11ÂÞìá 2 (áöáßñåóç Â áðü Ñ) -10 001 11ÂÞìá 3 (÷áìçëü bit �ïõ A) -10 0010 11ÂÞìá 4 (áðïêá�Üó�áóç Ñ) 01 0010 11ÂÞìá 1 (ïëßóèçóç áñéó�åñÜ) 10 010 11ÂÞìá 2 (áöáßñåóç Â áðü Ñ) -01 010 11ÂÞìá 3 (÷áìçëü bit �ïõ A) -01 0100 11ÂÞìá 4 (áðïêá�Üó�áóç Ñ) 10 0100 11Ó÷Þìá 6.4: Äéáßñåóç áñéèìþí óå äõáäéêü óýó�çìá.6.3 Êüó�ïò Âáóéêþí ÁëãïñßèìùíÓ�çí ðáñÜãñáöï áõ�Þ èá åðáíåîå�Üóïõìå áëãïñßèìïõò ðïõ Þäç Ý÷ïõìå ìåëå�Þóåéó�á ðñïçãïýìåíá ìáèÞìá�á, áëëÜ �þñá ç åðáíåîÝ�áóç èá ãßíåé êÜ�ù áðü �ï íÝïðñßóìá ãéá �çí êïó�ïëüãçóç �ùí ðñÜîåùí.Õðïëïãéóìüò ÄýíáìçòÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ç äýíáìç ab, üðïõ �á a; b åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß.Áò õðïèÝóïõìå ü�é èá åöáñìüóïõìå �ç ãíùó�Þ óõíÜñ�çóç power1, ðïõ �çíõðåíèõìßæïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá, þó�å íá áí�éëçöèïýìå �ï ìç÷áíéóìü �ïõ õðïëïãéóìïýáõ�ïý.fun
tion power1(a,b)1. power <-- 1;2. for i <-- 1 to b do power1 <-- power1*a3. return power1Ìå âÜóç üóá áíáöÝñáìå ðñïçãïõìÝíùò ãéá �ï êüó�ïò �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïýðñïêýð�åé ü�é ãéá íá õðïëïãßóïõìå �ï �å�ñÜãùíï a2 ÷ñåéáæüìáó�å È((log a)2)



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 117ðñÜîåéò óå bit, åíþ �ï ìÝãåèïò �ïõ áðï�åëÝóìá�ïò Ý÷åé ìÝãåèïò 2 log a bits.Ïìïßùò, ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ a3 èá åê�åëÝóïõìå Ýíáí ðïëëáðëáóéáóìüìå�áîý äýï áñéèìþí: åíüò áñéèìïý ìåãÝèïõò log a bits êáé åíüò áñéèìïý ìåãÝèïõò
2 log a bits. Óõíåðþò, �ï áí�ßó�ïé÷ï õðïëïãéó�éêü êüó�ïò èá åßíáé �((log a)2)ðñÜîåéò ìå bit (ìå êñõììÝíç ó�áèåñÜ 2), åíþ �ï áðï�Ýëåóìá �çò ðñÜîçò èááðïèçêåõèåß óå ÷þñï 3 log a bits. Óõíå÷ßæïí�áò �ï óêåð�éêü áõ�ü êá�áëÞãïõìåó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ab èá åê�åëÝóïõìå Ýíáí ðïëëáðëáóéáóìüìå�áîý äýï áñéèìþí: åíüò áñéèìïý ìåãÝèïõò log a bits êáé åíüò áñéèìïý (b −
1) log a bits. Óõíåðþò ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò ýøùóçò óå äýíáìç, ab,åßíáé È(b (log a)2), åíþ ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé È(b(log a)2).Õðïëïãéóìüò Áèñïßóìá�ïòÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ï Üèñïéóìá∑ni=1 i2 = n(n+ 1)(2n+ 1)=6. Áñ÷éêÜèåùñïýìå �ï áñéó�åñü óêÝëïò. Ìå âÜóç �á ðñïçãïýìåíá, ðñïêýð�åé ü�é �ïêüó�ïò õðïëïãéóìïý �ïõ åíüò �å�ñáãþíïõ åßíáé È((log n)2), êáé åðïìÝíùò �ïóõíïëéêü êüó�ïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü üëùí �ùí n �å�ñáãþíùí �ïõ áñéó�åñïýóêÝëïõò èá åßíáé È(n (log n)2). Êáèþò �ï êüó�ïò �ùí ðñïóèÝóåùí n − 1ðñïóèÝóåùí åßíáé ìéêñü�åñï áðü �ï êüó�ïò �ùí ðïëëáðëáóéáóìþí, ðñïêýð�åéü�é �ï ðñïçãïýìåíï êüó�ïò åßíáé êáé �ï �åëéêü óå ó÷Ýóç ìå �ï áñéó�åñü óêÝëïò.Áðåíáí�ßáò, �ï êüó�ïò õðïëïãéóìïý �ïõ äåîéïý óêÝëïõò åßíáé È((log n)2), ãåãïíüòðïõ åîçãåß�áé ìå âÜóç �ï ãåãïíüò ü�é áðëþò åê�åëïýí�áé 3 ðïëëáðëáóéáóìïßêáé ìßá äéáßñåóç.�ïëëáðëáóéáóìüò �éíÜêùíÁò õðïèÝóïõìå ü�é ðñÝðåé íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå äýï �å�ñáãùíéêïýò ðßíáêåòn× n, åíþ �ï ìÝãåèïò �ùí ó�ïé÷åßùí �ùí ðéíÜêùí åßíáé ìéêñü�åñï áðü m > 0.Ï ðßíáêáò ðïõ èá ðñïêýøåé áðü �ïí ðïëëáðëáóéáóìü èá Ý÷åé åðßóçò n2 ó�ïé÷åßá,êÜèå Ýíá áðü �á ïðïßá ãéá íá õðïëïãéóèåß áðáé�åß n ðïëëáðëáóéáóìïýò êáén − 1 ðñïóèÝóåéò. ÅðåéäÞ êÜèå ðïëëáðëáóéáóìüò áðáé�åß (logm)2 ðñÜîåéò ìåbit, åíþ êÜèå ðñüóèåóç áðáé�åß 2 logm ðñÜîåéò ìå bit, Ýðå�áé ü�é �ï óõíïëéêüêüó�ïò åßíáé (n2 (n(logm)2 + 2(n− 1) logm)) ðñÜîåéò ìå bits, êáé åðïìÝíùò çðïëõðëïêü�ç�á åßíáé �(n3((logm)2 + logm)).Õðïëïãéóìüò ÓõíäõáóìïýÈåùñïýìå �ç ãíùó�Þ �çí Åîßóùóç 2.1 ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ óõíäõáóìïý �ùín áíÜ m áí�éêåéìÝíùí:

(nm) =
n× (n− 1)× (n− 2)× : : :× (n−m+ 1)

1× 2× 3× : : :×m



118 ÊåöÜëáéï 6. Áëãüñéèìïé ×áìçëïý ÅðéðÝäïõêáé áðï �ï ÊåöÜëáéï 5.5 ÷ñçóéìïðïéïýìå �ç ãíùó�Þ óõíÜñ�çóç 
omb4, ðïõõðåíèõìßæïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá.fun
tion 
omb4(n,m);1. if m>n-m then m <-- n-m2. t1 <-- 1;3. for i <-- n downto n-m+1 do t1 <-- t1*i;4. t2 <-- fa
torial2(m);5. return t1/t2Óýìöùíá ìå �ïí áëãüñéèìï áõ�ü áñ÷éêÜ åê�åëïýí�áém−1 ðïëëáðëáóéáóìïßãéá �ïí áñéèìç�Þ, ó�ç óõíÝ÷åéá Üëëïém−1 ðïëëáðëáóéáóìïß ãéá �ïí ðáñïíïìáó�Þêáé �åëéêÜ ìßá äéáßñåóç. Áí õðïèÝóïõìå ü�é �ï ìÝãåèïò �ïõ n åßíáé k = log nbits, �ü�å ìå �ç ëïãéêÞ ðïõ áí�éìå�ùðßóáìå �ï ðñüâëçìá �ïõ õðïëïãéóìïý �çòýøùóçò óå äýíáìç èá Ý÷ïõìå �ïí åîÞò ìç÷áíéóìü.�éá íá åê�åëÝóïõìå �ïí ðñþ�ï ðïëëáðëáóéáóìü ÷ñåéáæüìáó�å È(k2) ðñÜîåéòóå bit, åíþ �ï ìÝãåèïò �ïõ áðï�åëÝóìá�ïò èá Ý÷åé ìÝãåèïò 2k bits. �éá �ïäåý�åñï ðïëëáðëáóéáóìü èá èåùñÞóïõìå Ýíáí áñéèìü ìåãÝèïõò k bits êáé Ýíáíáñéèìü ìåãÝèïõò 2k bits. Óõíåðþò �ï áí�ßó�ïé÷ï êüó�ïò èá åßíáé �(k2) ðñÜîåéòìå bit (ìå êñõììÝíç ó�áèåñÜ 2), åíþ �ï áðï�Ýëåóìá �çò ðñÜîçò èá áðïèçêåõèåßóå ÷þñï 3k bits. Óõíå÷ßæïí�áò �ï óêåð�éêü áõ�ü êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìáü�é ãéá �çí åê�Ýëåóç �ïõ (m− 1)-ïó�ïý ðïëëáðëáóéáóìïý èá èåùñÞóïõìå Ýíáíáñéèìü ìåãÝèïõò k bits êáé Ýíáí áñéèìü ìåãÝèïõò (m − 1)k bits. Óõíåðþòç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ áñéèìç�Þ èá åßíáé k2(m −
1)2, äçëáäÞ éó÷ýåé ç ðïëõðëïêü�ç�á È(k2 m2). Ôï êüó�ïò �ïõ õðïëïãéóìïý�ïõ ðáñïíïìáó�Þ (åí�ïëÞ 4) åßíáé áóöáëþò öñáãìÝíï áðü åðÜíù áðü �çí ßäéáðïëõðëïêü�ç�á �ïõ õðïëïãéóìïý �ïõ áñéèìç�Þ, äçëáäÞ È(k2m2). ÅðïìÝíùòáõ�Þ åßíáé êáé ç �åëéêÞ áðÜí�çóç óå ó÷Ýóç ìå �ç æç�ïýìåíç ðïëõðëïêü�ç�á.Ìå�á�ñïðÞ Äõáäéêïý óå Äåêáäéêü ÁñéèìüÁò õðïèÝóïõìå ü�é äßíå�áé Ýíáò áêÝñáéïò n õðü �ç äõáäéêÞ ìïñöÞ bk−1bk−2:::b2b1b0êáé åðéèõìïýìå íá âñïýìå �çí éóïäýíáìÞ �ïõ Ýêöñáóç ó�ï äåêáäéêü óýó�çìá.Èá ìðïñïýóå íá åöáñìïóèåß Ýíáò áëãüñéèìïò �çò åðüìåíçò ìïñöÞò.fun
tion bin2de
1. num <-- b_{k-1};2. for i <-- k-2 downto 0 do num <-- 2*num + b_i;Êáèþò êÜèå ìåñéêü áðï�Ýëåóìá åßíáé ìåãÝèïõò �ï ðïëý k bits êáé ï âñü÷ïòåê�åëåß�áé k − 1 öïñÝò, Ýðå�áé ü�é ï óõíïëéêüò áñéèìüò ðñÜîåùí ìå bit åßíáé�(k2) = �((log n)2).



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 119Åýñåóç ÌÝãéó�ïõ Êïéíïý ÄéáéñÝ�çÓ�ï ÊåöÜëáéï 5.1 ìåëå�Þóáìå äéåîïäéêÜ �ïí áëãüñéèìï �ïõ Åõêëåßäç ãéá �çíåýñåóç �ïõ ìÝãéó�ïõ êïéíïý äéáéñÝ�ç ìå�áîý äýï áêåñáßùí n > m. Ó�ï óçìåßïáõ�ü õðåíèõìßæïõìå �ïí áëãüñéèìï.fun
tion eu
lid(m,n)1. while m>0 do2. t <-- n mod m3. n <-- m4. m <-- t5. return n�éá íá ðñï÷ùñÞóïõìå óå ìßá åê�ßìçóç êüó�ïõò, êá�'áñ÷Þí ðñÝðåé íá ðáñá�çñÞóïõìåü�é ó�éò äéáäï÷éêÝò äéáéñÝóåéò ðáñÜãïí�áé óõíå÷þò ìéêñü�åñá õðüëïéðá. Åðßóçò,ó�ï ÊåöÜëáéï 5.1 ðáñá�çñÞóáìå ü�é mi < mi−2=2. Ìå ëßãá ëüãéá, ìå�Üáðü êÜèå äåý�åñï âÞìá �ï õðüëïéðï õðïäéáéñåß�áé êáé åðïìÝíùò ó�ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç èá åê�åëåóèïýí 2 logm äéáéñÝóåéò. Êáèþò óå êÜèå �Ý�ïéï âÞìá ïéáñéèìïß ðïõ õðåéóÝñ÷ïí�áé ó�éò äéáéñÝóåéò áõ�Ýò åßíáé ìéêñü�åñïé �ïõ m, Ýðå�áéü�é êÜèå �Ý�ïéá ðñÜîç áðáé�åß ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç Ï((logm)2). ÅðïìÝíùò,�åëéêÜ ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé Ï((logm)3). Óçìåéþíïõìå ü�é ìå ìßá ðéï óöéê�ÞáíÜëõóç ìðïñåß íá ðñïêýøåé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé Ï((logm)2).Åýñåóç �ñþ�ùí ÁñéèìþíÁðü �çí ¢óêçóç 1.12 ãíùñßæïõìå ü�é ãéá �çí åýñåóç �ùí ðñþ�ùí áñéèìþí áðü1 ùò n, ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß �ï êüóêéíï �ïõ Åñá�ïóèÝíç. Ï ìéêñü�åñïòðñþ�ïò áñéèìüò åßíáé 2. ¸�óé, áãíïïýìå üëá �á ðïëëáðëÜóéá �ïõ 2 ìÝ÷ñé�çí �éìÞ n. Áðü �ïõò áñéèìïýò ðïõ áðïìÝíïõí ï ìéêñü�åñïò åßíáé êáé ðÜëéðñþ�ïò, äçëáäÞ �ï 3. ¸�óé áãíïïýìå üëá �á ðïëëáðëÜóéá �ïõ 3 ìÝ÷ñé �çí �éìÞn. Óýìöùíá ìå �ï åðüìåíï èåþñçìá, ç äéáäéêáóßá áõ�Þ ðñÝðåé íá óõíå÷éóèåßãéá üëïõò �ïõò áêåñáßïõò ìÝ÷ñé �ï √n, êáèþò áõ�ü �ï üñéï áñêåß ãéá �ïíÅñá�ïóèÝíç.Èåþñçìá.Áí �ï n åßíáé èå�éêüò óýíèå�ïò áêÝñáéïò, �ü�å ï n Ý÷åé Ýíáí ðñþ�ï áñéèìü ðïõäåí îåðåñíÜ �ï √n.Áðüäåéîç.Áí �ï n åßíáé èå�éêüò óýíèå�ïò áêÝñáéïò, �ü�å éó÷ýåé n = a× b, üðïõ 0 < a ≤



120 ÊåöÜëáéï 6. Áëãüñéèìïé ×áìçëïý ÅðéðÝäïõb < n. Óõíåðþò a ≤ √n ãéá�ß áëëéþò èá Ýðñåðå a× b > n.Ï Ýëåã÷ïò åíüò áñéèìïý ãéá �çí åýñåóç �ùí ðñþ�ùí áñéèìþí �ïõ ìå �çìÝèïäï �ïõ Åñá�ïóèÝíç åßíáé ðïëý áíáðï�åëåóìá�éêüò. Áí ìå �(x) óõìâïëßæïõìå�ï ðëÞèïò �ùí ðñþ�ùí áñéèìþí ðïõ äåí õðåñâáßíïõí �ïí áñéèìü x, �ü�å ãéá íáåëÝãîïõìå áí ï x åßíáé ðñþ�ïò áñêåß íá åê�åëÝóïõìå �(√x) äéáéñÝóåéò. ¸÷åéáðïäåé÷èåß ü�é áóõìð�ù�éêÜ éó÷ýåé �(x) = x= log x êáé åðïìÝíùò �ï ðëÞèïò�ùí ðñþ�ùí áñéèìþí ðïõ äåí õðåñâáßíïõí �ïí áñéèìü √n åßíáé √n= log
√n.Êáèþò êÜèå �Ý�ïéá äéáßñåóç áðáé�åß È((log n)2) ðñÜîåéò ìå bit, åßíáé åõíüç�ïü�é óõíïëéêÜ áðáé�ïýí�áé È(√n log n) ðñÜîåéò ìå bit, ìå �çí ðñïûðüèåóç ü�éäéáèÝ�ïõìå ìßá ëßó�á ìå üëïõò �ïõò ðñþ�ïõò áñéèìïýò ðïõ äåí õðåñâáßíïõí �çí�éìÞ √n. Ç ðïëõðëïêü�ç�á áõ�Þ åßíáé åêèå�éêÞ ùò ðñïò k = ⌊log n⌋ + 1, åíþáí äéåêðåñáéþíáìå �ï ðñüâëçìá èåùñþí�áò ìßá óõìâá�éêÞ ðñïóÝããéóç ãéá �çíáíÜëõóç �ïõ áëãïñßèìïõ, �ü�å èá êá�áëÞãáìå óå ìßá ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á.6.4 ÂéâëéïãñáöéêÞ ÓõæÞ�çóçÇ ïð�éêÞ ãùíßá áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ äåí åßíáé ç óõíÞèçò ó�ç äéåèíÞ âéâëéïãñáößá.Ç áí�éìå�þðéóç �çò ó÷åäßáóçò êáé áíÜëõóçò áëãïñßèìùí ãåíéêþò âáóßæå�áé óåìßá ðåñéóóü�åñï \õøçëÞ" ðñïóÝããéóç. Ôï õëéêü �ïõ êåöáëáßïõ áõ�ïý ó�çñßæå�áéóå ìåãÜëï âáèìü ó�á Üñèñá [20, 21℄ êáé ãéá �çí êá�áíüçóÞ �ïõ áðáé�ïýí�áéó�ïé÷åéþäåéò ãíþóåéò áñ÷é�åê�ïíéêÞò. Ôï âéâëßï �ùí Dasgupta-�áðáäçìç�ñßïõ-Vazirani áöéåñþíåé óçìáí�éêü ÷þñï ó�ï áí�éêåßìåíï [28℄. Óçìåéþíå�áé ü�é çðáñïõóßáóç �ïõ ó÷å�éêïý õëéêïý ó�ï �åëåõ�áßï âéâëßï ãßíå�áé ìå ó�ü÷ï �çíáíÜð�õîç �ùí èåìåëéþóåùí �çò êñõð�ïãñáößáò [153℄.6.5 ÁóêÞóåéò1. Íá áðïäåé÷èåß ü�é óå êÜèå áñéèìç�éêü óýó�çìá ìå âÜóç b ≥ 2, �ï Üèñïéóìá3 ïðïéùíäÞðï�å ìïíïøÞöéùí áñéèìþí åßíáé áñéèìüò äéøÞöéïò �ï ðïëý.2. Íá áðïäåé÷èåß ü�é êÜèå áñéèìüò ó�ï äõáäéêü óýó�çìá Ý÷åé �å�ñáðëÜóéï �ïðïëý ìÞêïò áðü �ïí áí�ßó�ïé÷ï äåêáäéêü. �ïéü åßíáé �ï üñéï áõ�þí �ùíäýï ìçêþí ãéá ìåãÜëïõò áñéèìïýò;3. ¸ó�ù ü�é Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò �ùí n bits ëáìâÜíåé ïðïéáäÞðï�å �éìÞó�ï äéÜó�çìá [0::2n−1℄ ìå �çí ßäéá ðéèáíü�ç�á. Íá õðïëïãéóèïýí �á åîÞò:
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• �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á ãéá �çí i-ïó�Þ èÝóç (üðïõ 1 ≤ i ≤ n) íáåßíáé 0 êáé ðïéÜ íá åßíáé 1;
• �ïéÜ åßíáé ç ìÝóç �éìÞ �ïõ ðëÞèïõò �ùí `1' ó�á n bits;
• �ïéÜ åßíáé ç ðñïóäïêç�Þ �éìÞ �çò èÝóçò �ïõ áñéó�åñü�åñïõ `1';4. Ó�éò øçöéáêÝò ïèüíåò êÜèå áêÝñáéïò ðáñßó�á�áé ìå Ýíá óõíäõáóìü åð�Üöù�åéíþí ãñáììþí. Ïé ãñáììÝò áõ�Ýò áñéèìïýí�áé áðü 0 ùò 6 üðùòöáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 6.5. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß Ýíáò áëãüñéèìïòðïõ íá äÝ÷å�áé Ýíá èå�éêü áêÝñáéï �ùí 16 bits êáé íá äßíåé Ýíá ðßíáêá áðü5 bytes. Ôï i-ïó�ü bit �ïõ j-ïó�ïý byte èá ðñÝðåé íá åßíáé 1, áí êáé ìüíïáí ç i-ïó�Þ ãñáììÞ �çò ðáñÜó�áóçò åßíáé öù�åéíÞ.0361 254Ó÷Þìá 6.5: Ôï ðñüâëçìá �ïõ ðßíáêá matrix.5. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß áëãüñéèìïò õðïëïãéóìïý �ïõ óõìðëçñþìá�ïòùò ðñïò 2 åíüò áêåñáßïõ ðïõ âñßóêå�áé ó�ï äéÜó�çìá [−2n−1; 2n−1 − 1℄.6. Äßíïí�áé äýï áñéèìïß (a mod N) êáé (b mod N). �ïéÜ åßíáé ç ðïëõðëïêü�ç�á�çò ðñüóèåóçò êáé �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý �ïõò áí n = ⌈N⌉;7. Óå êñõð�ïãñáöéêÝò åöáñìïãÝò áðáé�åß�áé ï õðïëïãéóìüò �ïõ ab mod N ,üðïõ óõ÷íÜ �á a; b;N ìðïñåß íá Ý÷ïõí ìÞêïò 100Üäåò bits. Íá ó÷åäéáóèåßêáé íá áíáëõèåß ó÷å�éêüò áëãüñéèìïò åöáñìüæïí�áò äéáäï÷éêïýò b õðïëïãéóìïýò�ïõ a mod N . Íá ó÷ïëéáóèåß êáé ç ÷ñïíéêÞ áëëÜ êáé ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á.8. Ï ÌÊÄ äýï áêåñáßùí ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß åðßóçò óýìöùíá ìå �ïí�ýðï:g
d(a; b) =







2 g
d(a=2; b=2) áí �á a; b åéíáé áñ�éág
d(a; b=2) áí �ï a åéíáé ðåñé��ï êáé �ï b áñ�éïg
d((a− b)=2; b) áí �á a; b åéíáé ðåñé��á



122 ÊåöÜëáéï 6. Áëãüñéèìïé ×áìçëïý ÅðéðÝäïõÍá ó÷åäéáóèåß Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ íá õëïðïéåß áõ�üí �ïí �ýðï. Íáóõãêñéèåß ç åðßäïóç áõ�ïý �ïõ áëãïñßèìïõ óå ó÷Ýóç ìå áõ�Þí �ïõ áëãïñßèìïõ�ïõ Åõêëåßäç, õðü �çí ðñïûðüèåóç ü�é ïé áñéèìïß a êáé b åßíáé áêÝñáéïé�ùí n bits.9. Ìå âÜóç �ç ëïãéêÞ �ïõ øåõäïêþäéêá power4(a,b) �ïõ Êåöáëáßïõ 5.4äéá�õðþíïõìå �ç ó÷Ýóç:ab =

{

(a⌈b=2⌉)2 áí �ï b åéíáé áñ�éïa · (a⌈b=2⌉)2 áí �ï b åéíáé ðåñé��ïÇ ó÷Ýóç áõ�Þ íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá �ç ó÷åäßáóç êáé �çí áíÜëõóç áëãïñßèìïõðïõ íá âáóßæå�áé ó�ç ëïãéêÞ Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå êáé íá õðïëïãßæåé �ïab mod N . Íá ãßíåé óýãêñéóç ìå �ïí áëãüñéèìï �çò ¢óêçóçò 8 ùò ðñïò�ç ÷ñïíéêÞ áëëÜ êáé �ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á.10. Ìå âÜóç �ç ëïãéêÞ �ïõ øåõäïêþäéêá fa
torial2(n) �ïõ Êåöáëáßïõ 5.5íá äéá�õðùèåß ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ õðïëïãéóìïý �ïõ n!, ùò óõíÜñ�çóç�ïõ ìÞêïõò �çò äõáäéêÞò áíáðáñÜó�áóçò �ïõ n. �üóá bits áðáé�ïýí�áéãéá �çí áíáðáñÜó�áóç �ïõ n!.11. Íá áðïäåé÷èåß ü�é áí N = ab (üðïõ üëá �á a; b;N åßíáé èå�éêïß áêÝñáéïé),�ü�å åß�å b ≤ logN åß�åN = 1. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß áëãüñéèìïòðïõ íá äéáðéó�þíåé áí Ýíáò èå�éêüò áêÝñáéïò åßíáé äýíáìç.12. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß áëãüñéèìïò åýñåóçò �ïõ ÅÊ� äýï èå�éêþíáêåñáßùí ìåãÝèïõò n bits.
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124 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝòÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò ïð�éêÝò ãùíßåò êá�Ü �ï ó÷åäéáóìü óùó�þí ðñïãñáììÜ�ùí.Ï ó÷åäéáóìüò êáëþí êáé óùó�þí áëãïñßèìùí åßíáé ìßá áðü áõ�Ýò �éò ïð�éêÝòãùíßåò. Åßíáé áðáñáß�ç�ï êá�Ü �ï ó÷åäéáóìü áëãïñßèìùí íá Ý÷ïõìå ðÜí�ï�åõðüøç ìåñéêÝò ó�ñá�çãéêÝò ãéá �çí åðßëõóç �ïõ êÜèå öïñÜ ðñïâëÞìá�ïò. Áðü �ïìÜèçìá �çò Ó÷åäßáóçò Áëãïñßèìùí Þäç ãíùñßæïõìå ìßá óåéñÜ �å÷íéêþí/ïéêïãåíåéþíðïõ âïçèïýí ó�ï óêïðü áõ�ü. �éá ðáñÜäåéãìá, ãíùñßæïõìå �éò ïéêïãÝíåéåò êáé�á áí�ßó�ïé÷á ðñïâëÞìá�á:ÙìÞ âßá (brute for
e). Åîáí�ëç�éêÞ ðáñáãùãÞ ìå�áèÝóåùí, åîáí�ëç�éêÞ ðáñáãùãÞóõíäõáóìþí êëð.¢ðëçó�ç ÌÝèïäïò (greedy method). ÅëÜ÷éó�á æåõãíýïí�á ìïíïðÜ�éá (Prim,Kruskal), Óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá (Dijkstra), Êùäéêïðïßçóç Hu�mann,�ï �ñüâëçìá �ïõ óÜêïõ, �ï �ñüâëçìá �çò áðïèÞêåõóçò óå �áéíßåò, êëð.Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå (divide and 
onquer). ÄõáäéêÞ áíáæÞ�çóç, Ôáîéíüìçóçìå óõã÷þíåõóç, �ñÞãïñç �áîéíüìçóç, �ï �ñüâëçìá �çò åðéëïãÞò, �ïëëáðëáóéáóìüòðéíÜêùí (Strassen), êëð.Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüò (dynami
 programming). Áëõóéäù�üò ðïëëáðëáóéáóìüòðéíÜêùí, Óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá (Floyd), ÂÝë�éó�á äõáäéêÜ äÝíäñá, �åñéïäåýùíðùëç�Þò (Hamilton), Ìáêñý�åñç êïéíÞ õðïáêïëïõèßá, êëð.Ïðéóèïäñüìçóçò (ba
ktra
king). ÄéÜó÷éóç ãñÜöùí, �ï ðñüâëçìá �ùí âáóéëéóóþí,�åñéïäåýùí ðùëç�Þò (Hamilton), êëð.ÄéáêëÜäùóç êáé ðåñéïñéóìüò (bran
h and bound). Ôï ðñüâëçìá �ùí âáóéëéóóþí,�åñéïäåýùí ðùëç�Þò (Hamilton), êëð.Ó�ï êåöÜëáéï áõ�ü èá åîå�Üóïõìå 3 ðñïâëÞìá�á, ðïõ èá ðñïóðáèÞóïõìå íáåðéëýóïõìå ìå åíáëëáê�éêïýò �ñüðïõò, üðïõ êÜèå öïñÜ èá ðñï÷ùñïýìå óååîõðíü�åñåò åðéëïãÝò êáé áðïäï�éêü�åñïõò áëãïñßèìïõò.7.1 ÌÝãéó�ï ¢èñïéóìá ÕðïáêïëïõèßáòÄßíå�áé Ýíáò ðßíáêáò ìå áêÝñáéïõò áñéèìïýò êáé æç�åß�áé íá âñåèåß ï õðïðßíáêáòåêåßíïò, �ïõ ïðïßïõ �á Üèñïéóìá �ùí �éìþí �ùí ó�ïé÷åßùí åßíáé ìÝãéó�ï óåó÷Ýóç ìå êÜèå Üëëï õðïðßíáêá ðïõ ìðïñåß íá èåùñçèåß. �éá ðáñÜäåéãìá, ó�ïí�ßíáêá 7.1 �ï ìÝãéó�ï Üèñïéóìá �ùí �éìþí �ùí ó�ïé÷åßùí äßíå�áé áðü �ïíõðïðßíáêá A[3..5℄ êáé åßíáé ßóï ìå 19. �éá ðáñÜäåéãìá, ó�ïí åðüìåíï ðßíáêá



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 1256 -8 7 10 2 -4 5�ßíáêáò 7.1: ÌÝãéó�ï Üèñïéóìá õðïáêïëïõèßáò.Á �ï ìÝãéó�ï Üèñïéóìá �ùí �éìþí �ùí ó�ïé÷åßùí äßíå�áé áðü �ïí õðïðßíáêáA[3..5℄ êáé åßíáé ßóï ìå 19.Ó�ï ðñüâëçìá áõ�ü õðÜñ÷ïõí äýï ðñïöáíåßò ëýóåéò. Áí ï ðßíáêáò ðåñéÝ÷åéìüíï èå�éêïýò áñéèìïýò, �ü�å ç ëýóç åßíáé ïëüêëçñïò ï ðßíáêáò. ¼�áí ïðßíáêáò ðåñéÝ÷åé ìüíï áñíç�éêïýò áñéèìïýò �ü�å ç ëýóç åßíáé Ýíáò õðïðßíáêáò ìå0 ó�ïé÷åßá. Óå êÜèå Üëëç ðåñßð�ùóç, �ï ðñüâëçìá èÝëåé éäéáß�åñç ðñïóï÷Þ. Ó�çóõíÝ÷åéá èá åîå�Üóïõìå �Ýóóåñéò áëãïñßèìïõò, üðïõ äéáäï÷éêÜ èá âåë�éþíïõìå�çí ðïëõðëïêü�ç�Ü �ïõò.�ñþ�ïò Áëãüñéèìïò (ùìÞ âßá)Êá�' áñ÷Þí ðáñïõóéÜæå�áé ç ðñþ�ç ìáò ðñïóðÜèåéá: Ýíáò ðñïöáíÞò �ñüðïòåðßëõóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, üðïõ åîå�Üæå�áé êÜèå äõíá�Þ ðåñßð�ùóç õðïðßíáêá.Ç óõíÜñ�çóç max subseq sum1 ðïõ áêïëïõèåß, äÝ÷å�áé �ïí ðßíáêá A, ðïõ áðï�åëåß�áéáðü n ó�ïé÷åßá, êáé åðéó�ñÝöåé �ç æç�ïýìåíç ìÝãéó�ç �éìÞ. Ìå left êáé rightóõìâïëßæïí�áé �á äýï áêñáßá ó�ïé÷åßá �çò õðïáêïëïõèßáò, ðïõ êÜèå öïñÜ åîå�Üæå�áé.�éá êÜèå åîå�áæüìåíç õðïáêïëïõèßá, �ï áí�ßó�ïé÷ï Üèñïéóìá �ùí �éìþí �ùíó�ïé÷åßùí �çò õðïëïãßæå�áé ìå �ç âïÞèåéá �çò ìå�áâëç�Þò 
urrent sum ðïõóõãêñßíå�áé ìå �ç ìå�áâëç�Þ max sum êáé �çí áí�éêáèéó�Ü áí Ý÷åé ìåãáëý�åñç�éìÞ. fun
tion max_subseq_sum1;1. max_sum <-- 0; left <-- 0; right <-- 0;2. for i <-- 1 to n do3. for j <-- i to n do4. 
urrent_sum <-- 0;5. for k <-- i to j do6. 
urrent_sum <-- 
urrent_sum+A[k℄;7. if (
urrent_sum>max_sum) then8. max_sum <-- 
urrent_sum;9. left <-- i; right <-- j10. return max_sumÇ óõíÜñ�çóç áõ�Þ áðï�åëåß�áé áðü �ñåéò öùëéáóìÝíåò åí�ïëÝò for. Çåýñåóç �çò ðïëõðëoêü�ç�áò áíáäåéêíýå�áé åýêïëá üðùò öáßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá



126 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝòèåùñþí�áò ùò âáñüìå�ñï �çí åí�ïëÞ 6 (ìå ìïíáäéáßï êüó�ïò), ðïõ âñßóêå�áéó�ï åóù�åñéêü�åñï óçìåßï �ùí âñü÷ùí.T (n) =
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6¸�óé ðñïêýð�åé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á áõ�ïý �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé È(n3).Äåý�åñïò Áëãüñéèìïò (ùìÞ âßá)�áñá�çñþí�áò �ïí ðñïçãïýìåíï áëãüñéèìï åýêïëá âãáßíåé �ï óõìðÝñáóìá ü�éãßíïí�áé ðïëëïß ðåñé��ïß õðïëïãéóìïß. ¸�óé, ðñïêåéìÝíïõ íá âåë�éùèåß ç ðïëõðëïêü�ç�á�ïõ áëãïñßèìïõ áõ�ïý, ìðïñåß íá ðáñáëçöèåß ç ìßá áðü �éò �ñåéò öùëéáóìÝíåòåí�ïëÝò for. Áõ�ü ðñïêýð�åé áðü �çí ðáñá�Þñçóç ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí �éìþí�ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ õðïðßíáêá A(left..right) åßíáé ßóï ìå �ï Üèñïéóìá �ùí�éìþí �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ õðïðßíáêá A(left..right-1) êáé �ïõ ó�ïé÷åßïõ A(right),ïðü�å êá�Ü �ïí õðïëïãéóìü �ïõ A(left..right) õðïëïãßæå�áé êáé ðÜëé �ïÜèñïéóìá �ùí �éìþí �ùí ó�ïé÷åßùí A(left..right-1). Áí ãßíåé ç áëëáãÞ áõ�Þó�ç óõíÜñ�çóç max subseq sum1 ðñïêýð�åé ç óõíÜñ�çóç max subseq sum2.fun
tion max_subseq_sum2;1. max_sum <-- 0; left <-- 0; right <-- 0;2. for i <-- 1 to n do3. 
urrent_sum <-- 0;4. for j <-- i to n do5. 
urrent_sum <-- 
urrent_sum+A[j℄;6. if (
urrent_sum>max_sum) then7. max_sum <-- 
urrent_sum;8. left <-- i; right <-- j9. return max_sum



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 127Åõêïëü�åñá áðü �çí ðñïçãïýìåíç öïñÜ åßíáé äõíá�üí íá áðïäåé÷èåß ü�é ïáëãüñéèìïò Ý÷åé �å�ñáãùíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á È(n2).Ôñß�ïò Áëãüñéèìïò (äéáßñåé êáé âáóßëåõå)Ìßá äéáöïñå�éêÞ áí�éìå�þðéóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ðñïêýð�åé áêïëïõèþí�áò �çó�ñá�çãéêÞ Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå, äçëáäÞ äéáéñþí�áò �ïí ðßíáêá óå äýï õðïðßíáêåò(ó÷åäüí) ßóïõ ìÞêïõò. �éá �á õðïäéáíýóìá�á áõ�Ü õðïëïãßæïí�áé áíáäñïìéêÜïé áêïëïõèßåò ìÝãéó�ïõ áèñïßóìá�ïò, äéáéñþí�áò �á óå åðß ìÝñïõò, áí êáé üóï÷ñåéáóèåß. ¸�óé äéáêñßíïõìå �ñåéò ðåñéð�þóåéò: ç õðïáêïëïõèßá �ïõ ìÝãéó�ïõáèñïßóìá�ïò åß�å ðåñéÝ÷å�áé ó�ï ðñþ�ï ìéóü �ïõ áñ÷éêïý ðßíáêá, åß�å ðåñéÝ÷å�áéó�ï äåý�åñï ìéóü, åß�å �Ýëïò ðåñéÝ÷å�áé êáé ó�á äýï. ¼�áí éó÷ýåé ç �ñß�çðåñßð�ùóç, �ü�å ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò âáóßæå�áé ó�ç óêÝøç ü�é ðñÝðåé íáõðïëïãéóèåß áö' åíüò ç õðïáêïëïõèßá ìå ìÝãéó�ï Üèñïéóìá �ïõ ðñþ�ïõ ìéóïý,ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé �ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï �ïõ ðñþ�ïõ õðïðßíáêá êáé áö'å�Ýñïõç õðïáêïëïõèßá ìå ìÝãéó�ï Üèñïéóìá �ïõ äåý�åñïõ ìéóïý, ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé �ïðñþ�ï ó�ïé÷åßï �ïõ äåý�åñïõ õðïðßíáêá. Ç ëýóç �ïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìá�ïò åßíáéåêåßíç áðü �éò �ñåéò õðïáêïëïõèßåò ðïõ Ý÷åé �ï ìÝãéó�ï Üèñïéóìá �ùí �éìþí �ùíó�ïé÷åßùí �çò.�éá ðáñÜäåéãìá, áí ï ðßíáêáò Á Ý÷åé �çí ðñþ�ç ìïñöÞ �ïõ �ßíáêá 7.2, �ü�åäéáéñåß�áé ó�ï ìÝóï êáé ðñïêýð�åé ç äåý�åñç ìïñöÞ �ïõ ó÷Þìá�ïò. Ìå âÜóç áõ�Þ�ç èåþñçóç õðïëïãßæå�áé ç õðïáêïëïõèßá ìÝãéó�ïõ áèñïßóìá�ïò �ïõ ðñþ�ïõìéóïý (åßíáé ï õðïðßíáêáò A(1..2)=(3,3) ìå Üèñïéóìá 6), ç õðïáêïëïõèßá�ïõ äåý�åñïõ ìéóïý (åßíáé ï õðïðßíáêáò A(7)=(7) ìå Ýíá ìüíï ó�ïé÷åßï) êáé çõðïáêïëïõèßá ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï �ïõ ðñþ�ïõ ìéóïý êáé �ï ðñþ�ï�ïõ äåý�åñïõ ìéóïý (åßíáé ï õðïðßíáêáò A(4..7)=(1,4,-4,7) ìå Üèñïéóìá 8).ÅðïìÝíùò, ç õðïáêïëïõèßá ìå ìÝãéó�ï Üèñïéóìá åßíáé ï õðïðßíáêáò A(4...7)ìå Üèñïéóìá �ùí �éìþí �ùí ó�ïé÷åßùí ßóï ìå 8.3 3 -7 1 4 -4 7 -6 2 13 3 -7 1 4 -4 7 -6 2 1�ßíáêáò 7.2: ÌÝãéó�ï Üèñïéóìá õðïáêïëïõèßáò (Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå).Ç áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç max subseq sum3 õðïëïãßæåé �ï ìÝãéó�ï Üèñïéóìá�ùí �éìþí �ùí ó�ïé÷åßùí ìå�áîý üëùí �ùí õðïáêïëïõèéþí �ïõ ðßíáêá A, äéáéñþí�áò�ïí ðßíáêá óå åðéìÝñïõò �ìÞìá�á. Áõ�ü åßíáé �ï óêÝëïò Äéáßñåé. Ç âáóéêÞóõíèÞêç (base 
ase) èåùñåß �çí õðïáêïëïõèßá ìå Ýíá ìüíï ó�ïé÷åßï, üðïõ



128 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝòáí �ï ó�ïé÷åßï áõ�ü Ý÷åé �éìÞ èå�éêÞ, �ü�å �ï Üèñïéóìá éóïý�áé ìå �çí �éìÞáõ�Þ, áëëéþò �ï Üèñïéóìá éóïý�áé ìå ìçäÝí. Ìå Üëëá ëüãéá, ó�ï óçìåßï áõ�üõëïðïéåß�áé �ï óêÝëïò Âáóßëåõå �çò ãåíéêÞò ìåèüäïõ.fun
tion max_subseq_sum3(left,right);1. if left=right then2. if A[left℄>0 then return A[left℄3. else return 0;4. else5. 
enter <-- (left+right)/2;6. max_lsum <-- max_subseq_sum3(left,
enter);7. max_rsum <-- max_subseq_sum3(
enter+1,right);8. max_lborder_sum <-- 0; lborder_sum <-- 0;9. for i <-- 
enter downto left do10. lborder_sum <-- lborder_sum+A[i℄;11. if (lborder_sum>max_lborder_sum) then12. max_lborder_sum <-- lborder_sum13. max_rborder_sum <-- 0; rborder_sum <-- 0;14. for i <-- 
enter+1 to right do15. rborder_sum <-- rborder_sum+A[i℄;16. if (rborder_sum>max_rborder_sum) then17. max_rborder_sum <-- rborder_sum18. temp <-- max_lborder_sum+max_rborder_sum;19. return max(max_lsum,max_rsum,temp)Ïé ÷ñçóéìïðïéïýìåíåò ìå�áâëç�Ýò åßíáé áêÝñáéåò êáé Ý÷ïõí �ï åîÞò íüçìá.Ïé ìå�áâëç�Ýò max lsum êáé max rsum åîõðçñå�ïýí �éò äýï ðñþ�åò ðåñéð�þóåéòðïõ áíáöÝñèçêáí êáé äßíïõí �ï ìÝãéó�ï Üèñïéóìá ãéá �ï áñéó�åñü êáé äåîéüõðïðßíáêá, áí�ßó�ïé÷á. Ïé õðüëïéðåò ìå�áâëç�Ýò áöïñïýí ó�çí �ñß�ç ðåñßð�ùóç.Ïé ìå�áâëç�Ýò lborder sum êáé rborder sum äßíïõí �ï êÜèå öïñÜ õðïëïãéæüìåíïÜèñïéóìá ó�á áñéó�åñÜ êáé äåîéÜ �ïõ 
enter, åíþ ó�éò max lborder sum êáémax rborder sum áðïèçêåýå�áé �ï ìÝ÷ñé ó�éãìÞò ìÝãéó�ï Üèñïéóìá ãéá �ï áñéó�åñüêáé äåîéü õðïðßíáêá áí�ßó�ïé÷á, �á ïðïßá áñãü�åñá èá ðñïó�åèïýí ãéá íá äþóïõí�ï áðï�Ýëåóìá �çò �ñß�çò ðåñßð�ùóçò. ÔÝëïò, èåùñåß�áé ü�é õðÜñ÷åé ìßá óõíÜñ�çóçmax, ðïõ åðéó�ñÝöåé �ï ìåãáëý�åñï áðü �á ó�ïé÷åßá ðïõ åßíáé �á ïñßóìá�Ü �çò.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ìåèüäïõ ìðïñåß íá ðñïêýøåé ìå âÜóç �çí áí�ßó�ïé÷çáíáäñïìéêÞ åîßóùóç. Êá�'áñ÷Þí áí �ï ìÞêïò �ïõ ðßíáêá åßíáé 1, �ü�å ç äñáó�çñéü�ç�áó�éò åí�ïëÝò 1-3 áðï�éìÜ�áé ùò ó�áèåñü ìïíáäéáßï êüó�ïò, äçëáäÞ T (1) =
1. Áí ï ðßíáêáò åßíáé ìåãáëý�åñïò, �ü�å èá åê�åëåóèïýí äýï áíáäñïìéêÝò



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 129êëÞóåéò, åíþ ó�éò åí�ïëÝò 9-17 èá åê�åëåóèïýí äýï áðëïß âñü÷ïé for ãñáììéêÞòðïëõðëïêü�ç�áò. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé:T (n) = T (⌊n=2⌋) + T (⌈n=2⌉) + nÈåùñþí�áò ü�é n = 2k ãéá áðëïðïßçóç, Ýðå�áé ü�é:T (n) = 2T (n=2) + n = 2 (2T (n=4) + n=2) + n = 4T (n=4) + 2n
= : : : = 2kT (n=2k) + kn = 2k + kn = n lg n+ n = �(n lg n)Ó�ï óõìðÝñáóìá áõ�ü êá�áëÞãïõìå áí áðëþò èåùñÞóïõìå ü�é �ï âÜèïò �ùíáíáäñïìéêþí êëÞóåùí åßíáé È(lg n), åíþ êÜèå öïñÜ ï ðßíáêáò õößó�á�áé åðåîåñãáóßá�çò �Üîçò È(n). Áêïëïõèåß ï �åëåõ�áßïò áëãüñéèìïò, ðïõ åßíáé ï êáëý�åñïò ðïõìðïñïýìå íá ó÷åäéÜóïõìå.ÔÝ�áñ�ïò Áëãüñéèìïò (âÝë�éó�ïò �ñüðïò)ÔÝëïò, ëïéðüí, ìßá áêüìç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ðïõ äéáðñáãìá�åõüìáó�å,äßíå�áé áðü �ç óõíÜñ�çóç max subseq sum4 ðïõ öáßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá. ÇóõíÜñ�çóç áõ�Þ, óáñþíåé üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá êáé �á ðñïóèÝ�åé üóï�ï Üèñïéóìá �ïõò åßíáé èå�éêü. Áí êÜðïéá ó�éãìÞ ç �éìÞ �ïõ áèñïßóìá�ïò áõ�ïýãßíåé áñíç�éêÞ, �ü�å ìçäåíßæå�áé ç �éìÞ áõ�ïý �ïõ áèñïßóìá�ïò êáé óõíå÷ßæå�áéç Üèñïéóç �ùí �éìþí �ùí ó�ïé÷åßùí áðü �ï åðüìåíï ó�ïé÷åßï.fun
tion max_subseq_sum4;1. i <-- 0; 
urrent_sum <-- 0; max_sum <-- 0;2. left <-- 0; right <-- 0;3. for j <-- 1 to n do4. 
urrent_sum <-- 
urrent_sum+A[j℄;5. if (
urrent_sum>max_sum) then6. max_sum <-- 
urrent_sum;7. left <-- i; right <-- j8. else9. if (
urrent_sum<0) then10. i <-- j+1; 
urrent_sum <-- 011. return max_sum;Ï áëãüñéèìïò áõ�üò áíÞêåé ó�çí êá�çãïñßá �ùí ëåãüìåíùí on-line áëãïñßèìùí.Ïé áëãüñéèìïé áõ�ïß åðåîåñãÜæïí�áé �á äåäïìÝíá üðùò Ýñ÷ïí�áé, äçëáäÞ äåíåßíáé áíÜãêç �á äåäïìÝíá íá åßíáé ãíùó�Ü åê �ùí ðñï�Ýñùí. ÅðéðëÝïí, áõ�üò ï�ñüðïò åðßëõóçò ðáñïõóéÜæåé �ï óçìáí�éêü ðëåïíÝê�çìá ü�é óáñþíåé ìüíï ìßá



130 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝòöïñÜ �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é áí åîå�áóèåß êÜðïéï ó�ïé÷åßïáðü �ïí áëãüñéèìï, �ü�å äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá ðáñáìÝíåé êÜðïõ áðïèçêåõìÝíïãéá�ß äåí ðñüêåé�áé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß îáíÜ. Åðßóçò Ýíá �åëéêü ðëåïíÝê�çìá�ïõ áëãïñßèìïõ áõ�ïý åßíáé ü�é óå êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ, êá�Ü �ç äéÜñêåéá �çòåê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ, ï áëãüñéèìïò Ý÷åé õðïëïãßóåé �ï ìÝãéó�ï Üèñïéóìá�çò õðïáêïëïõèßáò �ùí ó�ïé÷åßùí ðïõ Ý÷åé åîå�Üóåé. Ç áíÜëõóç áõ�ïý �ïõáëãïñßèìïõ åßíáé ðïëý åýêïëç õðüèåóç. Êáèþò ï êïñìüò �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáéÝíáò áðëüò âñü÷ïò for (åí�ïëÞ 3), Ýðå�áé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé ãñáììéêÞÈ(n).7.2 ÔïðïèÝ�çóç 8 ÂáóéëéóóþíÔï ðñüâëçìá áõ�ü åßíáé éó�ïñéêü êáé Ý÷åé áðáó÷ïëÞóåé �ïõò ìåãÜëïõò ìáèçìá�éêïýò(üðùò ïé Gausss, Nau
k, Guenther, Glaisher) ðñéí áðü �á ìÝóá �ïõ 19ïõáéþíá. Ôï ðñüâëçìá æç�Ü íá âñåèïýí üëïé ïé äõíá�ïß �ñüðïé �ïðïèÝ�çóçò8 âáóéëéóóþí óå ìßá óêáêéÝñá äéáó�Üóåùí 8x8 ìå �Ý�ïéï �ñüðï þó�å íá ìçíáëëçëï-áðåéëïýí�áé. ÂÝâáéá, åßíáé ãíùó�ü ó�ïõò óêáêéó�Ýò ü�é äýï âáóßëéóóåòáëëçëï-áðåéëïýí�áé ü�áí âñßóêïí�áé ó�çí ßäéá ãñáììÞ, ó�çí ßäéá ó�Þëç Þ ó�çíßäéá äéáãþíéï. ÓõíïëéêÜ ó�ï ðñüâëçìá õðÜñ÷ïõí 92 ëýóåéò, áëëÜ ðïëëÝò áðüáõ�Ýò èåùñïýí�áé éóïäýíáìåò êáèþò ç ìßá ìðïñåß íá ðñïêýøåé áðü �çí Üëëçìå âÜóç �ç óõììå�ñßá Þ åê�åëþí�áò ðåñéó�ñïöÝò êá�Ü 90o. ¸�óé, áðü �éò 92ëýóåéò ðñïêýð�ïõí ìüíï 12 äéáêñé�Ýò. Ó�ï Ó÷Þìá 7.1 ðáñïõóéÜæå�áé ìßá ëýóç�ïõ ðñïâëÞìá�ïò. Q Q QQ QQ Q QÓ÷Þìá 7.1: Ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �çò �ïðïèÝ�çóçò �ùí 8 âáóéëéóóþí.¸íáò ðñïöáíÞò �ñüðïò åðßëõóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò åßíáé íá åëåã÷èïýí åîáí�ëç�éêÜüëïé ïé äõíá�ïß �ñüðïé �ïðïèÝ�çóçò �ùí 8 âáóéëéóóþí ó�éò óõíïëéêÜ 8x8=64èÝóåéò �çò óêáêéÝñáò. ¼ìùò ï áñéèìüò �ùí äõíá�þí áõ�þí �ïðïèå�Þóåùí



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 131åßíáé �åñÜó�éïò, êáèþò éóïý�áé ìå �ï óõíäõáóìü �ùí 64 èÝóåùí áíÜ 8. ¢ñá,óýìöùíá ìå �ïí �ñüðï áõ�ü ðñÝðåé íá åëåã÷èïýí 4.426.165.368 äéáöïñå�éêïß�ñüðïé �ïðïèÝ�çóçò. Ìå�áîý áõ�þí �ùí �ñüðùí óõìðåñéëáìâÜíïí�áé ðåñéð�þóåéòüðïõ óå ìßá ãñáììÞ Þ óå ìßá ó�Þëç Þ óå ìßá äéáãþíéï ìðïñåß íá �ïðïèå�çèïýíü÷é ìüíï äýï âáóßëéóóåò, áëëÜ áêüìç ðåñéóóü�åñåò, üðùò �ñåéò, �Ýóóåñéò, êëðìÝ÷ñé êáé ïê�þ âáóßëéóóåò. �ñïöáíþò ï �ñüðïò áõ�üò äåí åßíáé áðïäï�éêüò êáéãé'áõ�ü äåí åîå�Üæå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá.�ñþ�ïò Áëãüñéèìïò (ùìÞ âßá)Ìßá ðñþ�ç âåë�ßùóç óå ó÷Ýóç ìå �çí ðñïçãïýìåíç ðñïöáíÞ áëëÜ ìç ðñáê�éêÞìÝèïäï, åßíáé íá èåùñçèåß ü�é äåí ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí ðåñéóóü�åñåò áðüìßá âáóßëéóóåò ó�ç ßäéá ãñáììÞ. Ç íÝá ìÝèïäïò ïäçãåß óå óçìáí�éêÞ âåë�ßùóçêáèþò �ï ðëÞèïò �ùí äõíá�þí äéáöïñå�éêþí êá�áó�Üóåùí ìåéþíå�áé óå 88=16.777.216.Ï áñéèìüò áõ�üò ðñïêýð�åé ëáìâÜíïí�áò õðüøç ü�é êÜèå âáóßëéóóá ìðïñåß íáêá�áëÜâåé 1 èÝóç ìå�áîý 8 õðïøçößùí èÝóåùí, åíþ ç �ïðïèÝ�çóç ìßáò âáóßëéóóáòó�çí áí�ßó�ïé÷ç ãñáììÞ ìðïñåß êá�' áñ÷Þí íá èåùñçèåß áíåîÜñ�ç�ï ãåãïíüò áðü�éò �ïðïèå�Þóåéò �ùí Üëëùí âáóéëéóóþí.Ïé âáóßëéóóåò áñéèìïýí�áé áðü 1 ùò 8, üðùò åðßóçò ïé ó�Þëåò êáé ïé ãñáììÝò�çò óêáêéÝñáò. ¸ó�ù ü�é ç i-ïó�Þ âáóßëéóóá �ïðïèå�åß�áé ó�çí i-ïó�Þ ãñáììÞêáé ó�ç ó�Þëç ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå X(i), (üðïõ 1 ≤ i ≤ 8). ¢ñá ëýóåéò�ïõ ðñïâëÞìá�ïò áðï�åëïýí �á äéáíýóìá�á (X(1); : : : ;X(8)), ìå �Ý�ïéåò �éìÝò�ùí X(i), Ý�óé þó�å íá ìçí õðÜñ÷ïõí äýï ïðïéåóäÞðï�å âáóßëéóóåò ðïõ íáâñßóêïí�áé ó�çí ßäéá ó�Þëç Þ ó�çí ßäéá äéáãþíéï. Óõíåðþò, äåäïìÝíçò ìßáò�ïðïèÝ�çóçò ãéá êÜèå æåýãïò âáóéëéóóþí ðñÝðåé íá ãßíïõí äýï Ýëåã÷ïé: (á)ãéá �ï áí âñßóêïí�áé ó�çí ßäéá ó�Þëç, êáé (â) ãéá �ï áí âñßóêïí�áé ó�çí ßäéáäéáãþíéï. Ï Ýëåã÷ïò ãéá íá äéáðéó�þóïõìå áí äýï âáóßëéóóåò âñßóêïí�áé ó�çíßäéá ó�Þëç åßíáé åýêïëïò. ÄçëáäÞ, áí ãéá �çí i-ïó�Þ êáé �çí j-ïó�Þ âáóßëéóóáéó÷ýåé X(i) = X(j) (üðïõ 1 ≤ i; j ≤ 8), �ü�å åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ïé âáóßëéóóåòáõ�Ýò âñßóêïí�áé ó�çí ßäéá ó�Þëç. ¼ìùò ðþò äéáðéó�þíïõìå áí äýï âáóßëéóóåòâñßóêïí�áé ó�çí ßäéá äéáãþíéï;Ï Ýëåã÷ïò ãéá �ï áí äýï âáóßëéóóåò áíÞêïõí ó�çí ßäéá äéáãþíéï âáóßæå�áéó�çí åîÞò äéáðßó�ùóç: Áí èåùñÞóïõìå ïðïéáäÞðï�å èÝóç ìßáò äéáãùíßïõ ìåêá�åýèõíóç áðü åðÜíù áñéó�åñÜ ðñïò êÜ�ù äåîéÜ, �ü�å ç äéáöïñÜ �ãñáììÞ-ó�Þëç� ðáñáìÝíåé ó�áèåñÞ. �éá ðáñÜäåéãìá, ãéá �éò èÝóåéò (1,1), (2,2), ..., (8,8)�çò êýñéáò äéáãùíßïõ ðïõ áêïëïõèåß áõ�Þí �çí êá�åýèõíóç, ç äéáöïñÜ áõ�Þéóïý�áé ìå 0. Åðßóçò ãéá �éò èÝóåéò (1,2), (2,3), ..., (7,8) (áí�ßó�ïé÷á (2,1), (3,2),... (8,7)) �çò äéáãùíßïõ ðïõ åßíáé åðÜíù (áí�ßó�ïé÷á êÜ�ù) áðü �çí ðñïçãïýìåíçêýñéá äéáãþíéï, ç äéáöïñÜ áõ�Þ åßíáé -1 (áí�ßó�ïé÷á 1).



132 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝò�éá �éò èÝóåéò �ùí äéáãùíßùí ðïõ Ý÷ïõí êá�åýèõíóç áðü åðÜíù äåîéÜ ðñïòêÜ�ù áñéó�åñÜ ðáñá�çñïýìå ü�é ðáñáìÝíåé ó�áèåñü �ï Üèñïéóìá �ãñáììÞ+ó�Þëç�.�éá ðáñÜäåéãìá, ãéá �á ó�ïé÷åßá (1,8), (2,7), ... (8,1) �çò êýñéáò äéáãùíßïõ ó�çóõãêåêñéìÝíç êá�åýèõíóç éó÷ýåé �ãñáììÞ+ó�Þëç�=9. �éá �á ó�ïé÷åßá �ùíäéáãùíßùí åðÜíù êáé êÜ�ù áðü �ç êåí�ñéêÞ áõ�Þ äéáãþíéï éó÷ýåé �ãñáììÞ+ó�Þëç�=8êáé 10, áí�ßó�ïé÷á. ¸�óé, ìå âÜóç �éò ðáñá�çñÞóåéò áõ�Ýò, êá�áëÞãïõìå ü�é áíéó÷ýåé i−X(i) = j −X(j) Þ i+ X(i) = j + X(j), �ü�å ç i-ïó�Þ êáé ç j-ïó�Þâáóßëéóóá áíÞêïõí ó�çí ßäéá äéáãþíéï.Ç ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç Pla
e1(k) ðïõ áêïëïõèåß, ëáìâÜíåé ùò ðáñÜìå�ñï�çí �éìÞ k �çò âáóßëéóóáò ðïõ ðñüêåé�áé íá �ïðïèå�çèåß ó�ç óêáêéÝñá, åëÝã÷åé�éò èÝóåéò �ùí âáóéëéóóþí ó�éò ðñïçãïýìåíåò ãñáììÝò, êáé åðéó�ñÝöåé true áíìðïñåß íá ãßíåé ç �ïðïèÝ�çóÞ �çò ó�ç ó�Þëç X(k).fun
tion Pla
e1(k);1. j <-- 1; flag <-- true;2. while (j<k-1) and (flag=true) do3. if (X[i℄<>X[k℄) or (abs(X[i℄-X[k℄)<>abs(i-k))4. then j <-- j+15. else flag <-- false;6. return flag�éá íá êáèïñéóèåß áí Ýíá äéÜíõóìá (X(1); : : : ;X(8)), ìå �éìÝò �ùí X(i)(ãéá 1 ≤ i ≤ 8) ó�ï äéÜó�çìá [1,8℄, áðï�åëåß ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, ðñÝðåé íáåëåã÷èïýí üëá �á æåýãç �ùí âáóéëéóóþí, ïðü�å áí âñåèåß Ýó�ù êáé Ýíá æåýãïòüðïõ ïé âáóßëéóóåò áëëçëï-áðåéëïýí�áé, �ü�å �ï äéÜíõóìá äåí áðï�åëåß ëýóç.Ï Ýëåã÷ïò áõ�üò ãßíå�áé ìå �çí êëÞóç �çò ëïãéêÞò óõíÜñ�çóçò Solution(X),ðïõ Ý÷åé ðáñÜìå�ñï �ï äéÜíõóìá X êáé åðéó�ñÝöåé true áí �ï X åßíáé ëýóç �ïõðñïâëÞìá�ïò.fun
tion Solution(X);1. i <-- 1; flag <-- true;2. while (i<=8) and (pla
e1(i)) do i <-- i+1;3. if i=9 then return true else return falseÇ ìÝèïäïò áõ�Þ åðßëõóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ìðïñåß íá õëïðïéçèåß ìå �ç ÷ñÞóç8 öùëéáóìÝíùí åí�ïëþí for, üðùò öáßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá. ¼ðùò áíáöÝñèçêå,ï áëãüñéèìïò áõ�üò åîå�Üæåé óõíïëéêÜ 16.777.216 äéáöïñå�éêÝò �ïðïèå�Þóåéò.Ôçí ðñþ�ç áðü áõ�Ýò, �çí âñßóêåé êáé �çí �õðþíåé ìå�Ü áðü 1.299.852 äïêéìÝò.pro
edure Queens1;



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 1331. for X[1℄ <-- 1 to 8 do2. for X[2℄ <-- 1 to 8 do3. for X[3℄ <-- 1 to 8 do4. for X[4℄ <-- 1 to 8 do5. for X[5℄ <-- 1 to 8 do6. for X[6℄ <-- 1 to 8 do7. for X[7℄ <-- 1 to 8 do8. for X[8℄ <-- 1 to 8 do9. if Solution(X) then10. for j <-- 1 to 8 do11. write(X[j℄,' ')Äåý�åñïò Áëãüñéèìïò (ùìÞ âßá)¼ðùò Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß, ëýóåéò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò áðï�åëïýí �á äéáíýóìá�á(X(1); : : : ;X(8)) ìå ó�ïé÷åßá ðïõ åßíáé äéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõò êáé ìðïñïýííá ðÜñïõí �éìÝò áðü 1 Ýùò 8, äçëáäÞ áðï�åëïýí äéáöïñå�éêÝò äéá�Üîåéò �ùíáêåñáßùí 1..8. Áõ�ü ïäçãåß óå ìßá íÝá ìÝèïäï ðïõ ó�çñßæå�áé ó�çí åîÝ�áóç ðïëýëéãü�åñùí êá�áó�Üóåùí óå ó÷Ýóç ìå �éò ìåèüäïõò ðïõ åîå�Üóèçêáí ðñïçãïõìÝíùò.Ôï ðëÞèïò �ùí äõíá�þí êá�áó�Üóåùí åßíáé 8!= 40.320.Ìßá Üëëç ðñïóÝããéóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, ëïéðüí, åßíáé ìå �çí êëÞóç êÜðïéáòäéáäéêáóßáò Perm íá ðáñá÷èïýí üëåò ïé äéáöïñå�éêÝò äéá�Üîåéò �ùí áñéèìþí ó�ïäéÜíõóìá (1,2,3,4,5,6,7,8). ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò ìÝèïäïé åýñåóçò �ùí äéáöïñå�éêþíáõ�þí äéá�Üîåùí, ïé ïðïßåò ëÝãïí�áé ãåííÞ�ñéåò äéá�Üîåùí (permutation gen-eration). H åðüìåíç äéáäéêáóßá Perm ó�çñßæå�áé ó�çí åîÞò ëïãéêÞ: ÈÝ�åé üëåò�éò �éìÝò áðü 1 ùò 8 ó�çí ðñþ�ç èÝóç �ïõ äéáíýóìá�ïò êáé ãéá êÜèå �Ý�ïéá�ïðïèÝ�çóç, áíáäñïìéêÜ âñßóêåé �éò äéáöïñå�éêÝò äéá�Üîåéò �ùí 7 ó�ïé÷åßùí �ïõäéáíýóìá�ïò, �á ïðïßá áðïìÝíïõí. ¼�áí áíáäéá�á÷èïýí �á 8 ó�ïé÷åßá, �ü�å�õðþíå�áé �ï äéÜíõóìá ðïõ ðñïêýð�åé áí åßíáé ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.pro
edure Perm(i);1. if i=n then2. if Solution(X) then3. for j <-- 1 to n do write(X[j℄,' ')4. else5. for j <-- i to n do6. Swap(X[i℄,X[j℄); Perm(i+1);7. Swap(X[j℄,X[i℄)Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá Queens2 áñ÷éêÜ äßíåé �çí �éìÞ (1,2,3,4,5,6,7,8) ó�ï



134 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝòäéÜíõóìá X êáé êáëþí�áò �ç äéáäéêáóßá Perm(1) âñßóêåé �éò äéáöïñå�éêÝò äéá�Üîåéò�ïõ äéáíýóìá�ïò, �õðþíïí�áò áõ�Ýò ðïõ áðï�åëïýí ëýóç ó�ï ðñüâëçìá.pro
edure Queens2;1. for i <-- 1 to 8 do X[i℄ <-- i;2. Perm(1)¼ðùò áíáöÝñèçêå, ï áñéèìüò �ùí äõíá�þí êá�áó�Üóåùí åßíáé 40.320, áëëÜç ðñþ�ç ëýóç èá äïèåß ìå�Ü áðü 2.830 äïêéìÝò. ¼ìùò ðÝñá áðü �ï ãåãïíüò ü�éïé ëýóåéò èá âñåèïýí ìå ðïëý ëéãü�åñåò äïêéìÝò óå óýãêñéóç ìå �ç äéáäéêáóßáQueens1, ç ìÝèïäïò åßíáé �á÷ý�åñç ãéá�ß äåí ÷ñåéÜæå�áé ç óõíÜñ�çóç Pla
e1 íáåê�åëåß åëÝã÷ïõò óå ó÷Ýóç ìå �éò ó�Þëåò áëëÜ ìüíï ùò ðñïò �éò äéáãþíéïõò. ÇíÝá åêäï÷Þ óõíÜñ�çóçò áõ�Þò, Pla
e2, ðáñïõóéÜæå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá.fun
tion Pla
e2(k);1. j <-- 1; flag <-- true;2. while (j<k-1) and (flag=true) do3. if (abs(X[i℄-X[k℄)<>abs(i-k)) then j <-- j+14. else flag <-- false;5. return flagÔñß�ïò Áëãüñéèìïò (ïðéóèïäñüìçóç)ÔÝëïò, �ï ðñüâëçìá �ùí 8 âáóéëéóóþí ìðïñåß íá áí�éìå�ùðéó�åß ìå �ç ìÝèïäï�çò Ïðéóèïäñüìçóçò, óýìöùíá ìå �çí ïðïßá áöïý �ïðïèå�çèåß ìßá âáóßëéóóá,ó�ç óõíÝ÷åéá åëÝã÷å�áé áí õðÜñ÷åé åðé�ñåð�Þ èÝóç ãéá íá �ïðïèå�çèåß ç åðüìåíç.Áí âñåèåß �Ý�ïéá èÝóç, �ü�å ï áëãüñéèìïò äéá÷åéñßæå�áé �çí �ïðïèÝ�çóç �çòåðüìåíçò âáóßëéóóáò, äéáöïñå�éêÜ åðéó�ñÝöåé (äçëáäÞ, ïðéóèïäñïìåß) ó�çí ðéïðñüóöá�á �ïðïèå�çìÝíç êáé �çí �ïðïèå�åß ó�ç åðüìåíç äõíá�Þ èÝóç óå ó÷Ýóçìå áõ�Þ üðïõ åß÷å �ïðïèå�çèåß ðñïçãïõìÝíùò. Áí �Ý�ïéá èÝóç äåí õðÜñ÷åé, �ü�åãßíå�áé ïðéóèïäñüìçóç ó�çí áìÝóùò ðñïçãïýìåíç êïê.Ç äéáäéêáóßá ðïõ õëïðïéåß áõ�üí �ïí �ñüðï åðßëõóçò åßíáé ç Queens3. Áõ�Þ÷ñçóéìïðïéåß �ç óõíÜñ�çóç Pla
e1(k), ðïõ ðåñéãñÜöçêå ðñïçãïõìÝíùò, ãéá íáêáèïñßóåé áí ç k-ïó�Þ âáóßëéóóá ìðïñåß íá �ïðïèå�çèåß ó�ç ó�Þëç X(k). ÇêëÞóç �çò Queens3(8) äßíåé �ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.pro
edure Queens3 (n);1. X[1℄ <-- 0; k <-- 1;2. while k>0 do3. X[k℄ <-- X[k℄+1;



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 1354. while (X[k℄<=n) and (not pla
e(k)) do5. X[k℄ <-- X[k℄+1;6. if X[k℄<=n then7. if k=n then8. for i <-- 1 to n do write(X[i℄,' ')9. else10. k <-- k+1; X[k℄ <-- 011. else k <-- k-1 {* ba
ktra
king *}ÔÝ�áñ�ïò Áëãüñéèìïò (äéêëÜäùóç ìå ðåñéïñéóìü)Ï �åëåõ�áßïò �ñüðïò åðßëõóçò ìðïñåß íá âåë�éùèåß áêüìç ðåñéóóü�åñï, áí �ïðëÞèïò �ùí êá�áó�Üóåùí �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ïñãáíùèåß óå ìïñöÞ äÝíäñïõ. ÓåêÜèå åðßðåäï �ïõ äÝíäñïõ áðü �ç ñßæá ìÝ÷ñé �á öýëëá, ïé êüìâïé ðåñéãñÜöïõíìßá íüìéìç êá�Üó�áóç ìå 0, 1, 2, ê�ë. âáóßëéóóåò �ïðïèå�çìÝíåò þó�å íá ìçíáëëçëï-áðåéëïýí�áé. ¼ëá �á êëáäéÜ (v; u) �ïõ äÝíäñïõ åßíáé �Ý�ïéá þó�å ó�ïíêüìâï v íá ðåñéãñÜöå�áé ìßá êá�Üó�áóç ãéá k âáóßëéóóåò, åíþ ó�ï êüìâï uíá ðåñéãñÜöå�áé ìßá êá�Üó�áóç ìå k + 1 âáóßëéóóåò, ç ïðïßá ðñïêýð�åé áðü�çí ðñïçãïýìåíç ìå �çí ðñïóèÞêç ìßáò åðéðëÝïí âáóßëéóóáò óå åðé�ñåð�Þ èÝóç.ÔìÞìá �ïõ äÝíäñïõ áõ�ïý öáßíå�áé ó�ï åðüìåíï ó÷Þìá. �áñá�çñïýìå ü�é çñßæá áðåéêïíßæåé �çí êá�Üó�áóç åíüò äéáíýóìá�ïò ìå 0 âáóßëéóóåò êáé Ý÷åé ïê�þðáéäéÜ. Ùó�üóï, �ï ðñþ�ï ðáéäß Ý÷åé ìüíïí Ýîé ðáéäéÜ êáèþò äåí èá Þ�áí íüìéìçìßá êá�Üó�áóç ìå ìßá âáóßëéóóá ó�éò èÝóåéò 2,1 Þ 2,2, äåäïìÝíïõ ü�é Þäç õðÜñ÷åéìßá âáóßëéóóá ó�ç èÝóç 1,1. Åðåê�åßíïí�áò áõ�ü �ï äÝíäñï ðñïò �á öýëëá,åß�å öèÜíïõìå óå êá�áó�Üóåéò ðïõ ïäçãïýí óå áäéÝîïäï êáé ó�áìá�ïýìå �éòðåñáé�Ýñù �ïðïèå�Þóåéò âáóéëéóóþí, åß�å ïäçãïýìáó�å ó�ç ëýóç.
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136 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝòïé ëýóåéò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, áöïý ïé êüìâïé �ïõ äÝíäñïõ åßíáé ëéãü�åñïé áðü8!=40.320. �éá �çí áêñßâåéá, áí ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ðñïãñÜììá�ïò ìå�ñÞóïõìå�ïõò êüìâïõò �ïõ äÝíäñïõ, �ü�å èá âñïýìå ü�é åßíáé ìüíï 2057, åíþ ç ðñþ�çëýóç èá âñåèåß ìå�Ü �çí åîÝ�áóç 114 êüìâùí. Ôï äåý�åñï åßíáé, ü�é ãéá íáåîå�áóèåß áí Ýíáò êüìâïò �ïõ äÝíäñïõ, ðïõ åêöñÜæåé Ýíá äéÜíõóìá ìÞêïõò k,áí�éðñïóùðåýåé ìßá íüìéìç êá�Üó�áóç, äåí åßíáé áðáñáß�ç�ï íá åëåã÷èïýí üëá�á äõíá�Ü æåýãç ìå�áîý �ùí k âáóéëéóóþí, áëëÜ áñêåß íá åëåã÷èåß áí ç k-ïó�Þ âáóßëéóóá áðåéëåß �éò ðñïçãïýìåíåò. Áõ�üò ï Ýëåã÷ïò ìðïñåß íá ãßíåéðïëý áðï�åëåóìá�éêÜ áí óå êÜèå êüìâï áðïèçêåýïõìå �éò äéáãùíßïõò (êáé �ùíäýï êá�åõèýíóåùí) ðïõ åëÝã÷ïí�áé áðü �éò Þäç �ïðïèå�çìÝíåò âáóßëéóóåò. Ôéòäéáãùíßïõò ðïõ Ý÷ïõí êá�åýèõíóç áðü êÜ�ù áñéó�åñÜ ðñïò åðÜíù äåîéÜ �éòóõìâïëßæïõìå ìå d45, åíþ ìå d135 óõìâïëßæïõìå �éò äéáãùíßïõò �çò Üëëçòêá�åýèõíóçò. �éá íá êá�áëÜâïõìå �çí áðï�åëåóìá�éêü�ç�á áõ�Þò �çò �å÷íéêÞò,áñêåß íá óêåöèïýìå ü�é ó�éò ðñïçãïýìåíåò ìåèüäïõò ãéá íá åëÝãîïõìå áí ìßáêá�Üó�áóç áðü 8 �ïðïèå�çìÝíåò âáóßëéóóåò åßíáé íüìéìç ðñÝðåé íá åê�åëÝóïõìå28 åëÝã÷ïõò, ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç.Ó�ç óõíÝ÷åéá äßíå�áé ç äéáäéêáóßá Queens4 ðïõ êùäéêïðïéåß �çí �åëåõ�áßáìÝèïäï. Ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ëáìâÜíå�áé äßíïí�áò �çí êëÞóç Queens4((0,0,0,0,0,0,0,0),0,
ol,d45,d135) . �ñïûðï�ßèå�áé ü�é ïé ìå�áâëç�Ýò
ol,d45,d135 åßíáé �ýðïõ óõíüëïõ (ð÷. SET of 1..15 ó�çí Pas
al).pro
edure Queens4(X; k; 
ol,d45,d135);1. if k=8 then2. for j <-- 1 to 8 do write(X[j℄,' ')2. else3. for j <-- 1 to 8 do5. t1 <-- j-k; t2 <-- j+k;6. if not (j in 
ol) and not (t1 in d45) and7. not (t2 in d135) then8. 
ol <-- 
ol+[j℄; d135 <-- d135+[t2℄;8. d45 <-- d45+[t1℄; X[k+1℄ <-- j;9. Queens4(X,k+1,
ol,d45,d135)Ó�çí ðñïçãïýìåíç áíÜð�õîç �ùí ëýóåùí �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �ùí 8 âáóéëéóóþíäåí Ýãéíå áíáöïñÜ ó�çí ðïëõðëïêü�ç�á �ùí áí�ßó�ïé÷ùí ìåèüäùí. Áí ãåíéêåýóïõìå�ï ðñüâëçìá êáé èåùñÞóïõìå ü�é ðñÝðåé íá �ïðïèå�çèïýí n âáóßëéóóåò óå óêáêéÝñán × n ÷ùñßò íá áëëçëï-áðåéëïýí�áé, �ü�å óå ó÷Ýóç ìå �çí ðïëõðëïêü�ç�ááíáöÝñïí�áé óõíïð�éêÜ �á åîÞò. Ç ìç áíáð�õ÷èåßóá ìÝèïäïò ðïõ áíáöÝñèçêåó�çí åéóáãùãÞ Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á �çò �Üîçò (n2n ), Üñá ðïëõðëïêü�ç�á È(nn).



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 137Ç ðñþ�ç åîáí�ëç�éêÞ ìÝèïäïò Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á È(nn), åíþ ç äåý�åñç åîáí�ëç�éêÞìÝèïäïò Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á �(n!) = �(nn). Ìå áðëÜ ëüãéá, üëåò Ý÷ïõí �çíßäéá äñáìá�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á, ìå äéáöïñå�éêü âÝâáéá ó�áèåñü óõí�åëåó�Þ. Ïéäýï �åëåõ�áßåò ìÝèïäïé äéáêñßíïí�áé áðü åêèå�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á.7.3 �åñéïäåýùí �ùëç�ÞòÔï ðñüâëçìá �ïõ ðåñéïäåýïí�ïò ðùëç�Þ (travelling salesperson problem, TSP)æç�Ü �ï óõí�ïìü�åñï êýêëï ðïõ ðñÝðåé íá áêïëïõèÞóåé ï ðùëç�Þò, þó�å áñ÷ßæïí�áòáðü ìßá ðüëç, íá ðåñÜóåé ìßá öïñÜ áðü üëåò �éò ðüëåéò êáé íá êá�áëÞîåé ó�çíáöå�çñßá. Ç Ýííïéá �ïõ óõí�ïìü�åñïõ êýêëïõ ìðïñåß íá èåùñçèåß ü�é äçëþíåé�ïí êýêëï �ïõ ìéêñü�åñïõ êüó�ïõò, üðïõ �ï êüó�ïò ìå�ñÜ�áé åß�å óå þñåò,åß�å óå ÷éëéüìå�ñá, åß�å óå ÷ñÞìá�á ê�ë.). Èá áêïëïõèÞóåé ìßá ëåð�ïìåñÞòðåñéãñáöÞ �ïõ �ñüðïõ õëïðïßçóçò �ùí äéáöüñùí ëýóåùí ðïõ ìðïñïýí íá äïèïýíó�ï ðñüâëçìá áõ�ü.Èåùñþí�áò ü�é êÜèå ðüëç åßíáé Ýíáò êüìâïò êáé ü�é ïé äñüìïé ðïõ åíþíïõíäýï ðüëåéò åßíáé ïé áêìÝò åíüò æõãéóìÝíïõ óõíäåäåìÝíïõ ãñÜöïõ, �ï ðñüâëçìáìå�áó÷çìá�ßæå�áé ó�çí åýñåóç åíüò êýêëïõ ó�ï ãñÜöï áõ�ü, üðïõ �ï Üèñïéóìá�ùí âáñþí �ùí áêìþí íá åßíáé åëÜ÷éó�ï. �åíéêÜ èåùñïýìå ü�é ï ãñÜöïò åßíáéðëÞñçò, äçëáäÞ üëåò ïé êïñõöÝò åíþíïí�áé ìå�áîý �ïõò. Ï ãñÜöïò ìðïñåß íááíáðáñáó�áèåß áðü Ýíáí ðßíáêá êüó�ïõò C[1::n; 1::n], üðïõ n ï áñéèìüò �ùíêüìâùí. Ç �éìÞ êÜèå ó�ïé÷åßïõ C[i; j] �ïõ ðßíáêá åßíáé �ï êüó�ïò �çò áêìÞò(i; j) �ïõ ãñÜöïõ, üðïõ ìÜëéó�á åßíáé äõíá�üí íá éó÷ýåé C[i; j] 6= C[j; i]. �éá �áäéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá éó÷ýåé C[i; i] = 0, áëëÜ áêüìç êáé áí ïé �éìÝò �ïõòäåí åßíáé ìçäåíéêÝò, äåí ëáìâÜíïí�áé õðüøç, áöïý �ï ðñüâëçìá áðáé�åß åðßóêåøç�ïõ êÜèå êüìâïõ ìüíï ìßá öïñÜ. Áí äýï ðüëåéò äåí Ý÷ïõí áð´ åõèåßáò óýíäåóç�ü�å éó÷ýåé C[i; j] =∞, ïðü�å äåí åðçñåÜæå�áé ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. Ó�çíðåñßð�ùóç áõ�Þ, ç æç�ïýìåíç äéáäñïìÞ åßíáé Ýíáò êýêëïò Hamilton åëá÷ßó�ïõêüó�ïõò.�ñþ�ïò Áëãüñéèìïò (Üðëçó�ç ìÝèïäïò)Ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò êÜèå öïñÜ åðéëÝãåé áðü �ïí ðßíáêá êüó�ïõò C �çí áêìÞåêåßíç (i; j) ðïõ Ý÷åé �çí åëÜ÷éó�ç �éìÞ, áðü üëåò üóåò äåí Ý÷ïõí ìÝ÷ñé ó�éãìÞòåîå�áóèåß êáé �çí ðñïóèÝ�åé ó�ï Þäç ó÷çìá�éóìÝíï ìïíïðÜ�é áí:
• äåí õðÜñ÷åé ó�ï Þäç ó÷çìá�éóìÝíï ìïíïðÜ�é Üëëç áêìÞ ðïõ íá îåêéíÜ áðü�ïí êüìâï i Þ íá êá�áëÞãåé ó�ïí êüìâï j, êáé
• ìå �çí ðñïóèÞêç �çò áêìÞò (i; j) äåí ó÷çìá�ßæå�áé êýêëïò (åê�üò áí åßíáé



138 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝòç áêìÞ åêåßíç, ðïõ ìå �çí ðñïóèÞêç �çò ó÷çìá�ßæå�áé ï êýêëïò ðïõ ðåñíÜáðü üëïõò �ïõò êüìâïõò �ïõ ãñÜöïõ, äçëáäÞ ï êýêëïò ðïõ åßíáé ëýóç �ïõðñïâëÞìá�ïò).Ìå âÜóç �á ðñïçãïýìåíá ðñïêýð�åé ü�é áñ÷éêÜ ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå �éò áêìÝòïñãáíùìÝíåò Ý�óé þó�å íá âñßóêïõìå åýêïëá �çí áêìÞ ìå åëÜ÷éó�ç �éìÞ êüó�ïõò.Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ïé áêìÝò ðñÝðåé íá áðïèçêåõèïýí óå Ýíá óùñü. Óå ìßá �Ý�ïéáðåñßð�ùóç, ç åýñåóç �çò êá�Üëëçëçò áêìÞò åðé�õã÷Üíå�áé ìå �ç âïÞèåéá �çòDeleteHeap (èá åîå�áóèåß ó�ï ÊåöÜëáéï ??), ðïõ åðéó�ñÝöåé �á Üêñá �çò áêìÞò(i; j) ìå �ï åëÜ÷éó�ï êüó�ïò, �ï ïðïßï ïíïìÜæïõìå min.Ïé áêìÝò ðïõ Ý÷ïõí Þäç ðñïó�åèåß ó�ï êýêëï, áðïèçêåýïí�áé óå ìßá ëßó�áðïõ ïñßæå�áé ùò ïëéêÞ ìå�áâëç�Þ, �çí ïíïìÜæïõìå Current Path êáé åßíáé �ýðïõäåßê�ç Path Edge ðïõ äåß÷íåé ðñïò �ç ìå�áâëç�Þ edge �ýðïõ åããñáöÞò. ÓåêÜèå êüìâï, äçëáäÞ, áðïèçêåýå�áé ìßá áêìÞ (i; j), åíþ ï äåßê�çò next äåß÷íåéó�ïí åðüìåíï êüìâï �çò ëßó�áò. �éá íá ðñïó�åèåß ìßá áêìÞ (i; j) ó�ï ìïíïðÜ�éðïõ Ý÷åé áíáð�õ÷èåß ìÝ÷ñé ó�éãìÞò, ðñÝðåé íá ìçí õðÜñ÷åé ó�ï ìïíïðÜ�é áõ�ü(êáé åðïìÝíùò ó�ç ëßó�á Current Path) Üëëç áêìÞ �çò ìïñöÞò (i; k) Þ (k; j).Áõ�ü óõìâáßíåé ãéá�ß óå êÜèå êýêëï õðÜñ÷åé ãéá êÜèå êüìâï ìßá áêìÞ ðïõêá�áëÞãåé ó' áõ�üí êáé ìßá ðïõ îåêéíÜ áðü áõ�üí. ¸�óé óáñþíïí�áé üëá �áó�ïé÷åßá �çò ëßó�áò êáé áí âñåèïýí áêìÝò áõ�Þò �çò ìïñöÞò, �ü�å ç ðñïóèÞêç�çò íÝáò áêìÞò áðïññßð�å�áé. Áõ�Þ �ç äéáäéêáóßá áêïëïõèåß ç ëïãéêÞ óõíÜñ�çóçThird Edge(i,j) ðïõ åðéó�ñÝöåé true áí ç áêìÞ (i; j) áðï�åëåß �çí �ñß�ç áêìÞðïõ ðñïóðßð�åé ó�ïí êüìâï i Þ j, ïðü�å êáé áðïññßð�å�áé ç åéóáãùãÞ �çò ó�ïìïíïðÜ�é.fun
tion Third_Ådge(u,v);1. new(p); p <-- Current_Path;2. 
ounter1 <-- 0; 
ounter2 <-- 0;3. while (p<>nil) and (
ount1<=1) and (
ount2<=1) do4. if p.i=u then 
ount1 <-- 
ount1+1;5. if p.j=v then 
ount2 <-- 
ount2+1;6. p <-- p.next7. if (
ount1>=1) or (
ount2>=1) then return true8. else return falseÁí ç óõíÜñ�çóç Third Edge(i,j) åðéó�ñÝøåé false, �ü�å ðñÝðåé íá ãßíåéÝëåã÷ïò ãéá �ï ó÷çìá�éóìü êýêëïõ, ðñéí ðñïó�åèåß ç áêìÞ (i; j) ó�ï ìïíïðÜ�é.Êýêëïò ó÷çìá�ßæå�áé ü�áí õðÜñ÷ïõí áêìÝò (j; k1); (k1; k2); : : : ; (kp; i) ðïõ íááíÞêïõí üëåò ó�ï ìïíïðÜ�é. Áí ï êýêëïò áõ�üò ðåñéÝ÷åé üëïõò �ïõò êüìâïõò



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 139�ïõ ãñÜöïõ, �ü�å áðï�åëåß ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, áëëéþò áðïññßð�å�áé ç åéóáãùãÞ�çò áêìÞò (i; j).Ç óõíÜñ�çóç Find Next Node(v) åðéó�ñÝöåé Ýíáí êüìâï k, áí ç áêìÞ (v; k)áíÞêåé ó�ï ìïíïðÜ�é. Áí äåí õðÜñ÷åé �Ý�ïéá áêìÞ, �ü�å åðéó�ñÝöåé ìçäÝí, ðïõóçìáßíåé ü�é ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ äåí ó÷çìá�ßæå�áé êýêëïò êáé åðïìÝíùò ç áêìÞ(i; j) ìðïñåß íá åéóá÷èåß ó�ï ìïíïðÜ�é.fun
tion Find_Next_Node(u);1. new(p); p <-- Current_Path;2. while (p.next<>nil) and (p.i<>u) do p <-- p.next;3. if p.i=u then return p.j else return 0Ç ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç Cy
le(i,j) ÷ñçóéìïðïéåß �ç óõíÜñ�çóç Find NextNode êáé áðü �ïí êüìâï j áíáð�ýóóåé �ï ìåãáëý�åñï ìïíïðÜ�é ðïõ ìðïñåßíá áíáð�õ÷èåß, Ý�óé þó�å üëåò ïé áêìÝò �ïõ íá ðåñéÝ÷ïí�áé ó�ï Current Path.¸ó�ù ü�é �ï ìïíïðÜ�é áõ�ü åßíáé �ï (j; k1; k2; : : : ; kp). Aí kp = i, �ü�å ó÷çìá�ßæå�áéêýêëïò, ïðü�å áí ïé êüìâïé j; k1; k2; : : : ; kp åßíáé áêñéâþò ïé êüìâïé �ïõ ãñÜöïõ,�ü�å �ï ìïíïðÜ�é áõ�ü åßíáé ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. Áí üìùò ïé êüìâïéj; k1; k2; : : : ; kp åßíáé ëéãü�åñïé áðü �ïõò êüìâïõò �ïõ ãñÜöïõ, �ü�å áõ�ü óçìáßíåéü�é ó÷çìá�ßæå�áé êýêëïò ðïõ äåí áðï�åëåß ëýóç. ¸�óé ç óõíÜñ�çóç Cy
leåðéó�ñÝöåé true áðïññßð�ïí�áò �çí åéóáãùãÞ �çò áêìÞò (i; j) ó�ï Current Path.Áí äåí éó÷ýåé kp = i êáé äåí õðÜñ÷åé êüìâïò kp+1 �Ý�ïéïò þó�å ç áêìÞ (kp; kp+1)íá ðåñéÝ÷å�áé ó�ï Current Path, äçëáäÞ ç êëÞóç �çò óõíÜñ�çóçò Find Next Node(kp)åðéó�ñÝöåé ìçäÝí, �ü�å äåí ó÷çìá�ßæå�áé êýêëïò ìå �çí åéóáãùãÞ �çò (i; j) êáéç Cy
le(i,j) åðéó�ñÝöåé false.fun
tion Cy
le(u,v);1. s <-- [u,v℄; a <-- Find_Next_Node(v);2. while (a<>0) and (a<>u) do4. s <-- s+[a℄; a <-- Find_Next_Node(a)6. if (a=0) then return false7. else if (a=u) and (In
lude_all(s)) then9. 
y
le <-- false; solution <-- true11. else return true;Ç óõíÜñ�çóç Cy
le êáëåß �ç ëïãéêÞ óõíÜñ�çóç In
lude all, ðïõ óêïðüÝ÷åé íá åëÝãîåé áí ó�ï ìïíïðÜ�é ðåñéëáìâÜíïí�áé üëåò ïé êïñõöÝò �ïõ ãñÜöïõêáé äßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá. Åðßóçò, ç ìå�áâëç�Þ s åßíáé �ýðïõ set, åíþ ç ëïãéêÞìå�áâëç�Þ solution åßíáé êáèïëéêÞ êáé èá öáíåß ç ÷ñÞóç �çò ìÝóá ó�ï êýñéïðñüãñáììá.



140 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝòfun
tion In
lude_all(s);1. In
lude_all <-- true;2. while (In
lude_all=true) and i<=n do3. if (not (i in s)) then In
lude_all <-- false;4. i <-- i+1ÅðïìÝíùò ç óõíïëéêÞ äéáäéêáóßá ðïõ áêïëïõèåß�áé åßíáé: üóï äåí Ý÷åé âñåèåßëýóç, åðéëÝãå�áé ç áêìÞ ìå �ï ìéêñü�åñï êüó�ïò ìå�áîý áõ�þí ðïõ äåí Ý÷ïõíåîå�áóèåß ùò �þñá, ãßíïí�áé ïé äýï Ýëåã÷ïé êáé áíÜëïãá, åß�å ãßíå�áé ç åéóáãùãÞ�çò áêìÞò ó�ï Current Path åß�å áðïññßð�å�áé. Ó�ç óõíÝ÷åéá áêïëïõèåß �ïêýñéï ðñüãñáììá ðïõ äÝíåé üëåò �éò ðñïçãïýìåíåò óõíáñ�Þóåéò. Getfile åßíáéç óõíÜñ�çóç ðïõ äéáâÜæåé �ï ãñÜöï åéóüäïõ, ï ïðïßïò áíáðáñßó�á�áé ìå �çìÝèïäï �ïõ ðßíáêá ãåé�íßáóçò.1. Getfile; new(Current_Path); Current_Path <-- nil;2. lenght <-- 0; solution <-- false;3. while (not solution) do4. DeleteHeap(i,j,min);5. if not(Third_edge(i,j) and Cy
le(i,j)) then6. new(p); p.i <-- i; p.j <-- j;7. p.next <-- Current_Path;8. Current_Path <-- p; length <-- length+min;9. if solution=true then10. new(p); p <-- Current_Path;11. while p<>nil do12. writeln(p.i,' ',p.j); p <-- p.next13. writeln('Óõíïëéêü êüó�ïò ',length)Áò èåùñÞóïõìå �ï ãñÜöï �ïõ Ó÷Þìá�ïò 7.3. �éá �çí åðßëõóç �ïõ TSP ãéá�ï ãñÜöï áõ�ü, ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò áêïëïõèåß �çí åîÞò äéáäéêáóßá: Ç áêìÞìå �ï åëÜ÷éó�ï êüó�ïò åßíáé ç (2,1) ìå êüó�ïò 5, ðïõ åßíáé ç ðñþ�ç áêìÞ ðïõåéóÜãå�áé ó�ï Current Path. Áðü áõ�Ýò ðïõ áðïìÝíïõí, ç áêìÞ ìå åëÜ÷éó�ïêüó�ïò åßíáé ç (3,1), ðïõ üìùò äåí åéóÜãå�áé ó�ï ìïíïðÜ�é, ãéá�ß Þäç óå áõ�üõðÜñ÷åé ç (2,1). �éá �ïí ßäéï ëüãï áðïññßð�å�áé êáé ç (4,1). Ó�ïí �ßíáêá 7.3ðáñïõóéÜæïí�áé äéÜöïñá ó�ïé÷åßá êáèþò ï áëãüñéèìïò åîåëßóóå�áé.Ï êýêëïò ðïõ ó÷çìá�ßæå�áé áðï�åëåß�áé áðü �éò áêìÝò (2,1), (4,2), (3,4) êáé(1,3), åßíáé ï (1,3,4,2,1) êáé Ý÷åé ìÞêïò 40. �áñá�çñåß�áé ü�é ï êýêëïò (1,2,4,3,1)Ý÷åé ìÞêïò 35. ÅðïìÝíùò ï áëãüñéèìïò áõ�üò äåí äßíåé ðÜí�á �ç âÝë�éó�ç ëýóç.�éá �ï ëüãï êá�á�Üóóå�áé ó�çí êá�çãïñßá �ùí ðñïóåããéó�éêþí åõñéó�éêþí
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Ó÷Þìá 7.3: �áñÜäåéãìá ãñÜöïõ.Üðëçó�ùí áëãïñßèìùí. Ùó�üóï ï áëãüñéèìïò áõ�üò åßíáé ÷ñÞóéìïò ãéá�ß åßíáéó÷å�éêÜ ãñÞãïñïò óå ó÷Ýóç ìå áõ�ïýò ðïõ èá åîå�áóèïýí ó�ç óõíÝ÷åéá. �éïóõãêåêñéìÝíá, üðùò èá ìåëå�Þóïõìå ó�ï ÊåöÜëáéï ??, ç óõíÜñ�çóç DeleteHeapåßíáé �Üîçò Ï(lg n), ïé óõíáñ�Þóåéò Third Edge, Find Next Node êáé In
lude Allåßíáé ãñáììéêÝò, åíþ ç óõíÜñ�çóç Cy
le åßíáé �å�ñáãùíéêÞò �Üîçò. Ôï �åëåõ�áßïðñïêýð�åé áðü �çí ðñÜîç âáñüìå�ñï while p<>nil do. ÔåëéêÜ ç ðïëõðëïêü�ç�á�çò ìåèüäïõ áõ�Þò åßíáé �Üîçò Ï(n2). Ç åðüìåíç ëýóç äßíåé ðñÜãìá�é �ïí êýêëïìå �ï ìéêñü�åñï êüó�ïò.ÁêìÞ Êüó�ïò ÅíÝñãåéá(2,1) 5 ÅéóÜãå�áé(3,1) 6 Áðïññßð�å�áé ëüãù �ïõ ðñþ�ïõ åëÝã÷ïõ(4,1) 8 Áðïññßð�å�áé ëüãù �ïõ ðñþ�ïõ åëÝã÷ïõ(4,2) 8 ÅéóÜãå�áé(2,3) 9 Áðïññßð�å�áé ëüãù �ïõ ðñþ�ïõ åëÝã÷ïõ(4,3) 9 Áðïññßð�å�áé ëüãù �ïõ ðñþ�ïõ åëÝã÷ïõ(1,2) 10 Áðïññßð�å�áé ëüãù �ïõ äåý�åñïõ åëÝã÷ïõ(2,4) 10 Áðïññßð�å�áé ëüãù �ïõ äåý�åñïõ åëÝã÷ïõ(3,4) 12 ÅéóÜãå�áé(3,2) 13 Áðïññßð�å�áé ëüãù �ïõ ðñþ�ïõ åëÝã÷ïõ(1,3) 15 ÅéóÜãå�áé, �Ýëïò.(1,4) 20�ßíáêáò 7.3: Åîå�áæüìåíåò áêìÝò, êüó�ïò, êáé åíÝñãåéá



142 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝòÄåý�åñïò Áëãüñéèìïò (äõíáìéêüò ðñïãñáììá�éóìüò)Óýìöùíá ìå ìå �éò áñ÷Ýò �ïõ Äõíáìéêïý �ñïãñáììá�éóìïý, �éò ïðïßåò ãíùñßæïõìåáðü �ç Ó÷åäßáóçò Áëãïñßèìùí, �ï TSP ìðïñåß íá ëõèåß êÜíïí�áò ÷ñÞóç �çòóõíÜñ�çóçò: g(i; S) = minj∈S (Cij + g(j; S − {j}))üðïõ �ï S åßíáé óýíïëï êüìâùí. Ç óõíÜñ�çóç g(i; S) åðéó�ñÝöåé �ï êüó�ïò �ïõóõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý ðïõ îåêéíÜ áðü �ïí êüìâï i, ðåñíÜ áêñéâþò ìßá öïñÜáðü üëïõò �ïõò êüìâïõò �ïõ óõíüëïõ S êáé êá�áëÞãåé ó�ïí êüìâï 1, ðïõ ÷ùñßòáðþëåéá �çò ãåíéêü�ç�áò ìðïñåß íá èåùñçèåß ü�é ï êýêëïò áðü áõ�üí îåêéíÜ êáéóå áõ�üí êá�áëÞãåé. Ç óõíÜñ�çóç áõ�Þ ìðïñåß íá õëïðïéçèåß áíáäñïìéêÜ ùòåîÞò. fun
tion g(i,s);1. 
ost <-- maxint;2. if s=[℄ then g <-- C[i,1℄3. else4. for j <-- 2 to n do5. if j in s then6. k <-- C[i,j℄+g(j,s-[j℄);7. if k<
ost then 
ost <-- k;8. g <-- 
ostÁí äåí æç�åß�áé ìüíï �ï êüó�ïò �çò óõí�ïìü�åñçò äéáäñïìÞò, áëëÜ êáé áõ�Þç ßäéá ç äéáäñïìÞ, �ü�å ðñÝðåé íá ïñéóèåß ìßá óõíÜñ�çóç J , �Ý�ïéá þó�å �ï J(i; S)íá éóïý�áé ìå �ïí êüìâï j ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ï Üèñïéóìá Cij + g(j; S − {j}).Ïñßæå�áé ìßá ëßó�á Next Node �ïõ �ýðïõ List Next Node, ðïõ åßíáé Ýíáòäåßê�çò ðñïò ìå�áâëç�Ýò �ýðïõ element, ðïõ ìå �ç óåéñÜ �ïõ åßíáé �ýðïõåããñáöÞò ìå �á ðåäßá node, s, node min 
ost, next. Óå êÜèå ó�ïé÷åßï �çòëßó�áò áõ�Þò áðïèçêåýïí�áé ï êüìâïò j (ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ï êüó�ïò g(i; S))ùò �éìÞ �ïõ ðåäßïõ node min 
ost, ï êüìâïò i ùò �éìÞ �ïõ ðåäßïõ node êáèþòåðßóçò êáé �ï óýíïëï S.�éá íá ìçí õðïëïãßæå�áé ìüíï �ï êüó�ïò �ïõ ìïíïðá�éïý, áëëÜ íá ðñïóäéïñßæå�áéêáé �ï ßäéï �ï ìïíïðÜ�é ðïõ Ý÷åé åëÜ÷éó�ï êüó�ïò, ÷ñçóéìïðïéåß�áé ìßá ðáñáëëáãÞ�çò óõíÜñ�çóçò g ðïõ ðåñéãñÜö�çêå ðñïçãïõìÝíùò. Óýìöùíá ìå �ç íÝá ðáñáëëáãÞêÜèå öïñÜ ðïõ âñßóêå�áé Ýíáò êüìâïò j ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ï êüó�ïò Cij +g(j; S−{j}), ðñïó�ßèå�áé ó�ç ëßó�á Next Node Ýíáò êüìâïò ìå ðåäßá ðïõ Ý÷ïõíáí�ßó�ïé÷á �éò �éìÝò i; S; j. Áí üìùò õðÜñ÷åé Þäç ó�ç ëßó�á êüìâïò ìå �éìÝò ó�áäýï ðñþ�á ðåäßá �éò �éìÝò i êáé S, �ü�å åíçìåñþíå�áé ç �éìÞ �ïõ �ñß�ïõ ðåäßïõêáé ãßíå�áé j.
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tion g(i,s);1. 
ost <-- maxint;2. if s=[℄ then g <-- C[i,1℄3. else4. for j <-- 2 to n do if j in s then5. k <-- C[i,j℄+g(j,s-[j℄);6. if k<
ost then7. 
ost <-- k;8. if not exist_in_path(i,s,j) then9. new(p); p.node <-- i; p.s <-- s;10. next_node <-- p; p.node_min_
ost <-- j;11. p.next <-- next_node12. g <-- 
ostÌå�Ü �çí êëÞóç �çò óõíÜñ�çóçò áõ�Þò Ý÷åé õðïëïãéóèåß �ï êüó�ïò �ïõóõí�ïìü�åñïõ êýêëïõ êáé Ý÷ïõí âñåèåß ïé �éìÝò �ùí êüìâùí j ðïõ åëá÷éó�ïðïéïýí�á áèñïßóìá�á Cij + g(j; S − {j}) ãéá êÜèå êüìâï i �ïõ ãñÜöïõ êáé ãéá êÜèåóýíïëï êüìâùí S. Ï óõí�ïìü�åñïò êýêëïò åßíáé (1; J(1; {2::N}); J(J(1; {2::N}),
{2::N}−J(1; {2::N})); : : : ; 1). �éá íá âñåèåß ãßíå�áé áíáæÞ�çóç ó�ïõò êüìâïõò�çò ëßó�áò Next Node, üðùò öáßíå�áé áðü �ïí êþäéêá �çò äéáäéêáóßáò Sear
h(i,S)ðïõ áêïëïõèåß.pro
edure Sear
h(i,s);1. new(p); p <-- next_node;2. while ((p.next<>nil) and ((p.node<>i) or (p.s<>s)))3. do p <-- p.next;4. if (p.node=i) and (p.s=s) then5. write(p.node_min_
ost,' ');6. Sear
h(p.node_min_
ost,s-[p.node_min_
ost℄);�éá �ï ãñÜöï �ïõ ðñïçãïýìåíïõ ó÷Þìá�ïò, ïé �éìÝò �çò óõíÜñ�çóçò J ðáñïõóéÜæïí�áéó�ïí �ßíáêá 7.3, ïðü�å ï óõí�ïìü�åñïò êýêëïò ðïõ âñßóêåé ï áëãüñéèìïò åßíáé(1,2,4,3,1) ìå êüó�ïò 35.J(2,[3℄)=3 J(3,[2℄)=2 J(4,[2℄)=2 J(2,[3,4℄)=4 J(4,[2,3℄)=2J(2,[4℄)=4 J(3,[4℄)=4 J(4,[3℄)=2 J(3,[2,4℄)=4 J(1,[2,3,4℄)=2�ßíáêáò 7.4: ÔéìÝò óõíÜñ�çóçò J ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ êýêëïõ



144 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝòÅðéëïãéêÜ, ó�ç âéâëéïãñáößá áíáöÝñïí�áé êáé Üëëåò åðáêñéâåßò ëýóåéò ðïõó�çñßæïí�áé ó�ç ìÝèïäï �çò ïðéóèïäñüìçóçò êáé ó�ç ìÝèïäï �çò äéáêëÜäùóçòêáé �ïõ ðåñéïñéóìïý. Ôï ãåãïíüò åßíáé ü�é �ï TSP åßíáé Ýíá êëáóéêü NP-
omplete ðñüâëçìá êáé åðïìÝíùò äåí ìðïñåß êáíåßò íá åßíáé áéóéüäïîïò ü�éèá âñåé áðïäï�éêïýò áëãïñßèìïõò ãéá ìßá ãåíéêÞ ëýóç �ïõ. Ïé �å÷íéêÝò ðïõðåñéãñÜøáìå åäþ äßíïõí ìßá áñêå�Ü éêáíïðïéç�éêÞ ðñïóåããéó�éêÞ ëýóç ãéá ìéêñÝò(ó÷å�éêÜ) �éìÝò. ÅðåéäÞ �ï ðñüâëçìá Ý÷åé ðïëëÝò ðñáê�éêÝò åöáñìïãÝò, Ý÷åéáðáó÷ïëÞóåé ðïëëïýò åñåõíç�Ýò óå ìßá ðñïóðÜèåéá íá ðå�ý÷ïõí ëýóåéò óå üëïêáé ìåãáëý�åñá ó�éãìéü�õðá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. Ôï 1954 ïé Dantzig, Fulkersonêáé Johnson Ýëõóáí �ï ðñüâëçìá ãéá 42 ðüëåéò �ùí Ç�Á, åíþ �ï 1980 ïé Pad-berg êáé Hong �ï Ýëõóáí ãéá 318 ðüëåéò. Ôï 1992 ïé Applegate, Bixby, Cookáðü �ï �áíåðéó�Þìéï Ri
e, êáé ï Chvatal áðü �ï �áíåðéó�Þìéï Rutgers âñÞêáí�ç âÝë�éó�ç äéáäñïìÞ ãéá 3.038 ðüëåéò �ùí Ç�Á, ÷ñçóéìïðïéþí�áò Ýíá óýó�çìááðü 50 ó�áèìïýò åñãáóßáò. Ôï 1993 áíÝâáóáí �ïí áñéèìü �ùí ðüëåùí óå 4.461ðüëåéò, åíþ �ï 1994 áíÝâáóáí �ïí áñéèìü áõ�ü óå 7.397 ðüëåéò. Áõ�ü �ï ñåêüñåß÷å ìåßíåé áêá�Üññéð�ï ìÝ÷ñé �ï 1998. Ìå �ç âïÞèåéá 3 éó÷õñþí ìç÷áíþí (Dig-ital AlphaServer 4100 ìå 12 åðåîåñãáó�Ýò) êáé Ýíá óýíïëï áðü 12 ðñïóùðéêïýòõðïëïãéó�Ýò Pentium II, ïé ïðïßïé Ý�ñå÷áí �ï ðñüãñáììá ãéá ðåñßðïõ 3 ìÞíåò,ïé �Ýóóåñéò åñåõíç�Ýò ðÝ�õ÷áí íá äþóïõí ëýóç ó�ï ðñüâëçìá ãéá �éò 13.509ðüëåéò �ùí Ç�Á ìå ðëçèõóìü ðåñéóóü�åñï áðü 500 êá�ïßêïõò.7.4 ÂéâëéïãñáöéêÞ ÓõæÞ�çóçÓ�ï ðáñüí êåöÜëáéï ðáñïõóéÜóèçêáí ïé ãíùó�Ýò �å÷íéêÝò ó÷åäßáóçò áëãïñßèìùíìÝóá áðü ìßá engineering ðñïóÝããéóç ãéá �çí åðßëõóç ìåñéêþí ðñïâëçìÜ�ùí, ìåóêïðü �ç ó�áäéáêÞ ðáñáãùãÞ âåë�éùìÝíçò ëýóçò. Ìå ðáñüìïéá ðñïóÝããéóç èáìðïñïýóå íá åðéëõèïýí ðëÞèïò Üëëùí ðñïâëçìÜ�ùí. Áí�ß Üëëçò âéâëéïãñáöéêÞòðáñáðïìðÞò óõíéó�Ü�áé �çí áíÜãíùóç �ïõ Üñèñïõ [155℄, ðïõ óõíåãñÜöç áðü �ïíTarjan ìå �çí åõêáéñßá �çò âñÜâåõóÞò �ïõ ìå �ï Turing award, üðïõ óõíïð�éêÜðáñïõóéÜæå�áé üëï �ï ðáíüñáìá �ïõ áí�éêåéìÝíïõ.Åéäéêü�åñá ãéá �ï ðñüâëçìá �ïõ ìÝãéó�ïõ áèñïßóìá�ïò õðïáêïëïõèßáò åîå�Üóèçêååîáí�ëç�éêÜ ó�ï âéâëßï �ïõ Bentley [7℄, üðïõ ìðïñïýí íá âñåèïýí áðï�åëÝóìá�ááðü �éò äïêéìÝò �ùí õëïðïéÞóåùí �ùí áëãïñßèìùí. Ôïíßæå�áé ü�é ó�á âéâëßá�ïõ Bentley [6, 7, 8℄ ðáñïõóéÜæïí�áé åíäéáöÝñïõóåò �å÷íéêÝò ó÷åäéáóìïý áëëÜêáé êùäéêïðïßçóçò áëãïñßèìùí, óå ìéá âÞìá ðñïò âÞìá âåë�ßùóç �ïõ �åëéêïýáðï�åëÝóìá�ïò. Áêüìç, ó÷å�éêü õëéêü õðÜñ÷åé ó�çí ðñïóùðéêÞ óåëßäá �ïõBentley (www.programmingpearls.
om/tea
hing.html). Åðßóçò �ï ðñüâëçìáìåëå�Ü�áé óå âÜèïò êáé ó�á âéâëßá �ùí Weiss [169℄ êáé Cohen [24℄, áëëÜ ìå



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 145ðåñéóóü�åñï èåùñç�éêü êáé ìåèïäïëïãéêü �ñüðï. Åðßóçò, �ï Üñèñï [105℄ áíáöÝñå�áéó�ï ßäéï ðñüâëçìá.Ôï ðñüâëçìá �ùí 8 âáóéëéóóþí åßíáé Ýíá êëáóéêü ðñüâëçìá ãéá �ç ãíùó�éêÞðåñéï÷Þ �çò Ôå÷íç�Þò Íïçìïóýíçò (Arti�
ial Intelligen
e) ìå ìáêñÜ éó�ïñßá,êáèþò áó÷ïëÞèçêå ìå áõ�ü ï Gauss �ï 1859. Ó�á ðëáßóéá �ïõ ðáñüí�ïò âéâëßïõåîå�Üæå�áé óå ó÷Ýóç ìå �éò ãíùó�Ýò áëãïñéèìéêÝò �å÷íéêÝò. Ôï áí�éêåßìåíïåîå�Üæå�áé ó�ï âéâëßï [173℄ êáèþò êáé ó�á Üñèñá [60, 152℄.Ôï âéâëßï �ùí Lawler-Lenstra-Rinnooy Kan-Shmoys [82℄ áíáöÝñå�áé áðïêëåéó�éêÜó�ï ðñüâëçìá �ïõ ðåñéïäåýïí�ïò ðùëç�Þ. Åðßóçò, ó�ï âéâëßï �ùíMoret-Shapiro[114℄ õðÜñ÷åé åê�åíÞò áíáöïñÜ ó�ï ßäéï ðñüâëçìá (óåëßäåò 256-261). Åéäéêü�åñááíáöÝñå�áé ç õëïðïßçóç ìßáò åîÜäáò Üðëçó�ùí �å÷íéêþí, åíþ �á áðï�åëÝóìá�á�ïõò óõãêñßíïí�áé ìå �çí åðßäïóç �çò âÝë�éó�çò ëýóçò ãéá Ýíá óýíïëï 9 êáé57 ðüëåùí �ùí Ç�Á. Ó�ï äéáäßê�õï õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò óåëßäåò üðïõ õðÜñ÷ïõíðñïãñÜììá�á åìøý÷ùóçò êáé ïð�éêïðïßçóçò (üðùò ç óåëßäá http://www.
s.oswego.edu/∼birgit/html/diplom/links.html,üðïõ õðÜñ÷åé Ýíá êá�Üëïãïò ìå óõíäÝóìïõò óå áíÜëïãåò óåëßäåò). Ó�ç óåëßäáhttp://itp.nat.uni-magdeburg.de/∼mertens/TSP/TSP.html õðÜñ÷åé äéáèÝóéìïòêþäéêáò åðßëõóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, üðïõ ðáñïõóéÜæïí�áé áñêå�Ýò åõñéó�éêÝòëýóåéò.Ç ÁóêÞóåéò 2-3 (�ï ðñüâëçìá �çò ÏëëáíäéêÞò óçìáßáò) áíáöÝñïí�áé ó�ïâéâëßï [61℄, ç ¢óêçóç 9 ó�ï [17℄, ç ¢óêçóç 10 ãéá �ï ðñüâëçìá �ùí 9 êåñìÜ�ùíó�á Üñèñá [29, 65℄, ç ¢óêçóç 13 ó�ï Üñèñï [51℄, åíþ ç ¢óêçóç 14 ó�ï âéâëßï[169℄. Ïé ÁóêÞóåéò 6-7, ðïõ åðåê�åßíïõí �ï ðñüâëçìá �çò åýñåóçò �ïõ ìÝãéó�ïõáèñïßóìá�ïò õðïáêïëïõèßáò, Ý÷ïõí �åèåß áí�éó�ïß÷ùò ó�ïí �áíåëëÞíéï Äéáãùíéóìü�ëçñïöïñéêÞò �ïõ 1999 êáé ó�ç ÄéåèíÞ ÏëõìðéÜäá �ëçñïöïñéêÞò �ïõ 1994, åíþç ¢óêçóç 12 Ý÷åé �åèåß ó�ç ÂáëêáíéêÞ ÏëõìðéÜäá �ëçñïöïñéêÞò �ïõ 1994.7.5 ÁóêÞóåéò1. Íá ó÷åäéáóèïýí êáé íá áíáëõèïýí åíáëëáê�éêïß áëãüñéèìïé ãéá �çí åýñåóç�ùí ðåí�áøçößùí áñéèìþí, �ùí ïðïßùí �ï �å�ñÜãùíï áðï�åëåß�áé áðü äÝêááíüìïéá øçößá. Ïé áñéèìïß áõ�ïß ïíïìÜæïí�áé êáñêéíéêïß.2. Äßíïí�áé äýï �áîéíïìçìÝíïé ðßíáêåò A[0..n-1℄ êáé B[0..m-1℄. ÊÜèåðßíáêáò áðï�åëåß�áé áðü äéáêñé�Ü ó�ïé÷åßá. Íá ó÷åäéáóèïýí êáé íá áíáëõèïýíåíáëëáê�éêïß áëãüñéèìïé ãéá �çí åýñåóç �ïõ ðëÞèïõò �ùí êïéíþí ó�ïé÷åßùíìå�áîý �ùí äýï ðéíÜêùí.3. Äßíå�áé Ýíáò ðßíáêåò A[0..n-1℄, üðïõ êÜèå ó�ïé÷åßï åßíáé Ý÷åé �éìÞ Ýíááðü �á ÷ñþìá�á: Üóðñï, ìðëå êáé êüêêéíï. Íá ó÷åäéáóèïýí êáé íá



146 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝòáíáëõèïýí åíáëëáê�éêïß áëãüñéèìïé þó�å ìå �éò êá�Üëëçëåò áí�éìå�áèÝóåéò,íá Ýñèïõí ó�çí áñ÷Þ �á êüêêéíá ó�ïé÷åßá, êáé ó�ï �Ýëïò �á ìðëå.4. Äßíå�áé ðßíáêáò Á ìå n ó�ïé÷åßá êáé æç�åß�áé �ï äåý�åñï ìéêñü�åñï (k =
2). Íá ó÷åäéáóèïýí êáé íá áíáëõèïýí äýï áëãüñéèìïé ãéá �ï ðñüâëçìá.Ï Ýíáò íá åê�åëåß ìéá êá�Üëëçëç óÜñùóç �ïõ ðßíáêá (ÙìÞ Âßá), åíþ ïÜëëïò íá ó�çñßæå�áé ó�ç áñ÷Þ �ïõ Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå.5. Íá ó÷åäéáóèïýí êáé íá áíáëõèïýí åíáëëáê�éêïß áëãüñéèìïé ãéá �ïí õðïëïãéóìü:
• �ïõ åëÜ÷éó�ïõ áèñïßóìá�ïò õðïáêïëïõèßáò,
• �ïõ åëÜ÷éó�ïõ èå�éêïý áèñïßóìá�ïò õðïáêïëïõèßáò, êáé
• �ïõ ìÝãéó�ïõ ãéíïìÝíïõ õðïáêïëïõèßáò.6. Äßíå�áé Ýíáò �å�ñáãùíéêüò ðßíáêáò A[0..n-1,0..n-1℄ ìå èå�éêïýò êáéáñíç�éêïýò áêÝñáéïõò. Íá âñåèåß ï õðïðßíáêáò (äçëáäÞ, ìå äéÜó�áóç áðü1x1 ìÝ÷ñé nxn) ìå �ï ìåãáëý�åñï Üèñïéóìá ó�ïé÷åßùí. Íá ó÷åäéáóèïýíêáé íá áíáëõèïýí åíáëëáê�éêÝò ëýóåéò.7. Ôï Ó÷Þìá 7.4 ðáñïõóéÜæåé Ýíá áñéèìç�éêü �ñßãùíï, üðïõ ç i-ïó�Þ ãñáììÞðåñéÝ÷åé i áêåñáßïõò. Æç�åß�áé íá õðïëïãéóèåß �ï ìåãáëý�åñï Üèñïéóìááñéèìþí åðÜíù óå ìßá äéáäñïìÞ, ðïõ îåêéíÜ áðü �çí êïñõöÞ êáé �åñìá�ßæåéêÜðïõ ó�ç âÜóç. Ìßá äéáäñïìÞ ðñïóäéïñßæå�áé óå êÜèå âÞìá áðü �çìå�áêßíçóç äéáãùíßùò åß�å êÜ�ù áñéó�åñÜ åß�å êÜ�ù äåîéÜ. Íá ó÷åäéáóèïýíäýï áëãüñéèìïé åðßëõóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ðïõ íá âáóßæïí�áé ó�çí ÙìÞÂßá êáé ó�ï Äõíáìéêü �ñïãñáììá�éóìü.8. Äßíå�áé Ýíáò ðßíáêáò A[0..n-1℄ ðïõ ðåñéÝ÷åé �ïõò áñéèìïýò áðü 1 ìÝ÷ñé n.Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí áí�éó�ñïöþí (inversions), äçëáäÞ �ùí ðåñéð�þóåùíüðïõ A[i℄<A[j℄ áëëÜ i>j. Íá ó÷åäéáóèïýí êáé íá áíáëõèïýí åíáëëáê�éêÝòëýóåéò ðïõ íá ó�çñßæïí�áé ó�ç ìÝèïäï �çò ÙìÞò Âßáò êáé �ç ìÝèïäï Äéáßñåéêáé Âáóßëåõå. 73 88 1 42 7 4 44 5 2 6 5Ó÷Þìá 7.4: Ôï ðñüâëçìá �ïõ �ñéãþíïõ.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 1479. Ìßá áõ�üìá�ç ìç÷áíÞ ðùëÞóåùí äÝ÷å�áé íïìßóìá�á �ùí 10, 20 êáé 50ëåð�þí. �ïéüò åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìåíá �ñïöïäï�Þóïõìå �ç ìç÷áíÞ ìå n ëåð�Ü, üðïõ �ï n åßíáé ðïëëáðëÜóéï�ïõ 10; Íá ó÷åäéáóèïýí êáé íá áíáëõèïýí äýï ëýóåéò, ìå ÁíáäñïìÞ êáéìå Äõíáìéêü �ñïãñáììá�éóìü.10. ¸íáò ðßíáêáò 3x3 ðåñéëáìâÜíåé 9 êÝñìá�á. Áñ÷éêÜ ó�çí åðÜíù üøç ÜëëáêÝñìá�á äåß÷íïõí ãñÜììá�á êáé Üëëá êïñþíá. Æç�åß�áé ìßá äåäïìÝíçáñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ùí êåñìÜ�ùí íá ìå�á�ñáðåß óå ìßá �åëéêÞ, üðïõ üëá�á êÝñìá�á Ý÷ïõí �á ãñÜììá�á ó�çí åðÜíù üøç, êÜíïí�áò �ïí åëÜ÷éó�ïáñéèìü áëëáãþí üøåùí. Ìå �ïí üñï \áëëáãÞ üøåùí" (
ip) åííïïýìå ü�éü�áí ãõñßæïõìå Ýíá êÝñìá, �áõ�ü÷ñïíá ãõñßæïõìå êáé �á ãåé�ïíéêÜ �ïõðïõ âñßóêïí�áé ðñïò �á åðÜíù, êÜ�ù, áñéó�åñÜ êáé äåîéÜ (üóá áðü áõ�ÜõðÜñ÷ïõí). Ó�ïí �ßíáêá 7.5 ðáñïõóéÜæïí�áé áñéèìçìÝíåò ïé èÝóåéò �ïõðßíáêá. �éá ðáñÜäåéãìá, ãåé�ïíéêÝò �çò èÝóçò 5 åßíáé ïé èÝóåéò 2, 4, 6 êáé8, åíþ �çò èÝóçò 3 åßíáé ïé 2 êáé 6, êáé �çò èÝóçò 2 åßíáé ïé 1, 3 êáé 5.Íá äïèïýí ëýóåéò ðïõ íá âáóßæïí�áé óå Äõíáìéêü �ñïãñáììá�éóìü êáéÏðéóèïäñüìçóç. 1 2 34 5 67 8 9�ßíáêáò 7.5: Ôï ðñüâëçìá ìå �á 9 êÝñìá�á.11. �éá �ï ðñüâëçìá �ïõ õðïëïãéóìïý ãéá ñÝó�á ìå �ïí åëÜ÷éó�ï áñéèìüêåñìÜ�ùí áíáöÝñïí�áé ó�ç âéâëéïãñáößá äýï ëýóåéò: ìå ¢ðëçó�ç ÌÝèïäïêáé ìå Äõíáìéêü �ñïãñáììá�éóìü. �ïéÜ åßíáé êáëý�åñç óýìöùíá ìåáíáëõ�éêÜ êñé�Þñéá; Äßíïõí êáé ïé äýï ìÝèïäïé ðÜí�ï�å �ç âÝë�éó�ç ëýóç;�éá �ï ó÷åäéáóìü êáé �çí áíÜëõóç �ùí äýï áëãïñßèìùí íá èåùñçèïýí ïéåîÞò äýï óåéñÝò íïìéóìÜ�ùí: (á) 1, 2, 5, 10, 20, 50 ëåð�Ü, êáé (â) 1, 5,25, 50 ëåð�Ü.12. ¸ó�ù Ýíá ãñáììéêü äßê�õï õðïëïãéó�þí, üðïõ ï êÜèå õðïëïãéó�Þò óõíäÝå�áéáêñéâþò ìå äýï Üëëïõò, åê�üò áðü �ïõò äýï áêñáßïõò õðïëïãéó�Ýò ðïõóõíäÝïí�áé ìüíï ìå Ýíáí. Ç áðüó�áóç ìå�áîý äýï õðïëïãéó�þí i êáéj äßíå�áé áðü �ï ó�ïé÷åßï A[i,j℄ �ïõ ðßíáêá A[0..n-1,0..n-1℄, üðïõ
0 ≤ i; j ≤ n−1. Ôï ðñüâëçìá Ýãêåé�áé ó�çí åýñåóç �ïõ �ñüðïõ óýíäåóçò�ùí õðïëïãéó�þí, þó�å óå ìßá �Ý�ïéá áíïéê�Þ áëõóßäá íá åëá÷éó�ïðïéçèåß



148 ÊåöÜëáéï 7. ÁëãïñéèìéêÝò Ôå÷íéêÝò�ï ìÞêïò �ïõ áðáé�ïýìåíïõ êáëùäßïõ. Õðüøç ü�é �ï êáëþäéï èá ðñÝðåé íá�ïðïèå�çèåß êÜ�ù áðü �ï ðÜ�ùìá, ïðü�å �ï óõíïëéêü ìÞêïò �ïõ êáëùäßïõðïõ ÷ñåéÜæå�áé ãéá �ç óýíäåóç äýï äéáäï÷éêþí õðïëïãéó�þí éóïý�áé ìå �çíáðüó�áóç ìå�áîý �ùí õðïëïãéó�þí óõí 10 ìÝ�ñá åðéðëÝïí. Íá ó÷åäéáóèåßêáé íá áíáëõèåß áëãüñéèìïò ãéá �çí åðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.13. Äßíå�áé �ï Ý�ïò ãÝííçóçò êáé �ï Ý�ïò èáíÜ�ïõ n êñïêïäåßëùí. Óêïðüòåßíáé ï õðïëïãéóìüò �ïõ ìÝãéó�ïõ ðëÞèïõò æþí�ùí êñïêïäåßëùí óå ïðïéáäÞðï�å÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ. Íá ó÷åäéáóèïýí êáé íá áíáëõèïýí áëãüñéèìïé ãéá �çíåðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. Íá èåùñçèåß ü�é: (á) üëåò ïé ÷ñïíïëïãßåòåßíáé äéáêñé�Ýò êáé áíÞêïõí ó�ï äéÜó�çìá [-100000..2000℄, êáé (â) �áäåäïìÝíá åéóüäïõ áðïèçêåýïí�áé óå Ýíá ðßíáêá A[1..2,0..n-1℄.14. ¸ó�ù ü�é ðñÝðåé íá ðáñÜîïõìå üëåò �éò äõíá�Ýò äéá�Üîåéò n áñéèìþí ìå�ç âïÞèåéá åíüò ðßíáêá Á[0..n-1℄. �éá �ï óêïðü áõ�ü èá ÷ñçóéìïðïéçèåßç ãåííÞ�ñéá �õ÷áßùí áñéèìþí rant int(i,j), ç ïðïßá éóïðßèáíá ãåííÜ�ïõò áêÝñáéïõò áðü i ìÝ÷ñé j. Ó÷åäéÜæïõìå �ïõò åîÞò 3 áëãïñßèìïõò:
• �åìßæïõìå áðü �çí áñ÷Þ ìßá-ìßá �éò èÝóåéò �ïõ ðßíáêá A. �ñïêåéìÝíïõíá ãåìßóïõìå �ç èÝóç i, (üðïõ, 0 ≤ i ≤ n− 1) êáëïýìå �ç ãåííÞ�ñéárant int ðïõ äßíåé Ýíáí �õ÷áßï áêÝñáéï. ÅëÝã÷ïõìå óåéñéáêÜ �ïíðßíáêá ìÝ÷ñé �ç óõãêåêñéìÝíç èÝóç ìÞðùò ï áêÝñáéïò áõ�üò Ý÷åéÞäç åéóá÷èåß. Áí äåí Ý÷åé åéóá÷èåß, �ü�å �ïí áðïèçêåýïõìå ó�ç èÝóçi, áëëéþò êáëïýìå åê íÝïõ �ç óõíÜñ�çóç.
• ¼ðùò ðñïçãïõìÝíùò, áëëÜ äéá�çñïýìå Ýíáí åðéðëÝïí ðßíáêá ðïõïíïìÜæïõìå used. �éá êÜèå åéóáãüìåíï �õ÷áßï áñéèìü ran, èÝ�ïõìåused[ran℄=1. ÅðïìÝíùò, ï Ýëåã÷ïò ìÞðùò Ý÷åé Þäç åéóá÷èåß êÜðïéïòáêÝñáéïò ãßíå�áé Üìåóá êáé ü÷é óåéñéáêÜ.
• Áñ÷éêïðïéïýìå �ïí ðßíáêá ùò åîÞò: A[i℄=i+1. Êá�üðéí åê�åëïýìå�éò åí�ïëÝò:for (i=1; i<n; i++)swap(&A[i℄, &A[rand_int(0,i)℄);Íá áíáëõèïýí ïé áëãüñéèìïé êáé íá äïèïýí ïé ó÷å�éêïß óõìâïëéóìïß Ï.
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150 ÊåöÜëáéï 8. Áëãüñéèìïé ÁíáæÞ�çóçòÁðü �ï áí�éêåßìåíï �ùí Äïìþí ÄåäïìÝíùí åßíáé ãíùó�Þ ç óçìáí�éêü�ç�á�ïõ ðñïâëÞìá�ïò �çò áíáæÞ�çóçò êáèþò åìöáíßæå�áé óå ðëÞèïò èåùñç�éêþí êáéðñáê�éêþí ðñïâëçìÜ�ùí. Ó�ï ðáñüí êåöÜëáéï óõíïøßæïí�áé äåäïìÝíá áðï�åëÝóìá�ááëëÜ ðáñïõóéÜæïí�áé êá�Ü áíáëõ�éêü�åñï �ñüðï.8.1 ÓåéñéáêÞ ÁíáæÞ�çóçÇ áðëïýó�åñç ìÝèïäïò áíáæÞ�çóçò åßíáé ç óåéñéáêÞ (sequential) ãñáììéêÞ(linear). Áí êáé ç ìÝèïäïò åßíáé áðïëý�ùò ãíùó�Þ áðü �ï áí�éêåßìåíï �ùíÄïìþí ÄåäïìÝíùí, åðáíáëáìâÜíïõìå åëÜ÷éó�á óçìåßá ùò åéóáãùãÞ ó�ï ðáñüíêåöÜëáéï. Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá sequential1 õðïèÝ�åé ü�é áíáæç�åß�áé ç �éìÞkey ó�ïí ðßíáêá A ðïõ ðåñéÝ÷åé n á�áîéíüìç�á ó�ïé÷åßá, êáé åðéó�ñÝöåé �ç èÝóç�ïõ êëåéäéïý ó�ïí ðßíáêá Þ �çí �éìÞ 0 áí �ï êëåéäß äåí õðÜñ÷åé (ðåñßð�ùóçáíåðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçò).pro
edure sequential1(key);1. i <-- 1;2. while (i<=n) do3. if A[i℄=key then return i4. else i <-- i+1;5. return 0Ç äéáäéêáóßá áõ�Þ ìðïñåß íá âåë�éùèåß õéïèå�þí�áò �çí �å÷íéêÞ �ïõ êüìâïõöñïõñïý (sentinel), ïðü�å ç ìÝèïäïò èá õëïðïéçèåß èåùñþí�áò ìßá áêüìç èÝóçó�ïí ðßíáêá ìå �ç ìïñöÞ A[n+1℄ <-- key. Áí êáé ðñáê�éêÜ ç äéáäéêáóßá èáâåë�éùèåß, óå èåùñç�éêü åðßðåäï óå êÜèå ðåñßð�ùóç èá éó÷ýïõí ïé åðüìåíåòðñï�Üóåéò õðïèÝ�ïí�áò ü�é ç ðéèáíü�ç�á áíáæÞ�çóçò �ïõ êëåéäéïý A[i℄ åßíáépi = 1=n, ãéá 1 ≤ i ≤ i.�ñü�áóç.Ç åðé�õ÷Þò áíáæÞ�çóç óå ðßíáêá ìå n á�áîéíüìç�á êëåéäéÜ Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�áÈ(1), È(n) êáé È(n) ó�çí êáëý�åñç, ó�ç ÷åéñü�åñç êáé ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç,áí�ßó�ïé÷á.Áðüäåéîç.Ç êáëý�åñç êáé ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç óõìâáßíïõí ü�áí ç áíáæÞ�çóç �åñìá�ßæå�áéìå �çí åîÝ�áóç �çò ðñþ�çò êáé �çò �åëåõ�áßáò èÝóçò �ïõ ðßíáêá, áí�ßó�ïé÷á.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 151�éá �ç ìÝóç ðåñßð�ùóç éó÷ýåé ü�é:E =
1 + 2 + :::+ nn =

n+ 1

2áðü üðïõ ðñïêýð�åé ç áëÞèåéá �çò ðñü�áóçò. 2�ñü�áóç.Ç áíåðé�õ÷Þò áíáæÞ�çóç óå ðßíáêá ìå n á�áîéíüìç�á êëåéäéÜ Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�áÈ(n) ó�çí êáëý�åñç, ó�ç ÷åéñü�åñç êáé ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç.Áðüäåéîç.Óå êÜèå ðåñßð�ùóç èá óáñùèåß ïëüêëçñïò ï ðßíáêáò, äçëáäÞ A = n, êáé Üñá çðñü�áóç éó÷ýåé. 2Áí õðïèÝóïõìå ü�é ï ðßíáêáò ðåñéÝ÷åé n �áîéíïìçìÝíá ó�ïé÷åßá, �ü�å ãéá�çí åðé�õ÷Þ áíáæÞ�çóç éó÷ýåé ç áíù�Ýñù ðñü�áóç áëëÜ ãéá íá åðé�á÷ýíïõìå�çí áíåðé�õ÷Þ áíáæÞ�çóç ðñÝðåé íá ìå�á�ñÝøïõìå �ç äéáäéêáóßá sequential1ùò åîÞò.pro
edure sequential2(key);1. done <-- false; i <-- 1;2. while (i<=n) do3. if A[i℄>key then i <-- i+14. else if A[i℄=key then retun i5. else return 0�ñü�áóç.Ç áíåðé�õ÷Þò áíáæÞ�çóç óå ðßíáêá ìå n �áîéíïìçìÝíá êëåéäéÜ Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�áÈ(1), È(n) êáé È(n) ó�çí êáëý�åñç, ó�ç ÷åéñü�åñç êáé ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç,áí�ßó�ïé÷á.Áðüäåéîç.¼�áí áíáæç�ïýìå Ýíá ìç õðáñê�ü êëåéäß, �ü�å áõ�ü ìðïñåß íá áíÞêåé óå Ýíááðü n+ 1 ìåóïäéáó�Þìá�á ðïõ (ó÷çìá�éêÜ) äçìéïõñãïýí�áé áðü �éò �éìÝò �ùíó�ïé÷åßùí �ïõ ðßíáêá åðÜíù ó�çí åõèåßá �ùí áêåñáßùí. Ç êáëý�åñç êáé ç÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç óõìâáßíïõí ü�áí �ï áíáæç�ïýìåíï key åßíáé ìéêñü�åñïáðü �ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï êáé ìåãáëý�åñï áðü �ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá,áí�ßó�ïé÷á. �éá �ç ìÝóç ðåñßð�ùóç èá ðñÝðåé íá åîå�Üóïõìå n+ 1 ðåñéð�þóåéòêáé íá ëÜâïõìå �ï ìÝóï üñï �ïõò. Áí �ï key åßíáé ìéêñü�åñï áðü �ï ðñþ�ï



152 ÊåöÜëáéï 8. Áëãüñéèìïé ÁíáæÞ�çóçòó�ïé÷åßï, �ü�å áñêåß ìßá óýãêñéóç ãéá íá �åñìá�éóèåß ç äéáäéêáóßá. Áí �ï keyåßíáé ìåãáëý�åñï áðü �ï i-ïó�ü êáé ìéêñü�åñï áðü �ï (i+1)-ïó�ü ó�ïé÷åßï (ãéái < n), �ü�å áñêïýí i+1 óõãêñßóåéò. Áí �ï key åßíáé ìåãáëý�åñï áðü �ï n-ïó�üó�ïé÷åßï, �ü�å áñêïýí n óõãêñßóåéò. Óõíåðþò éó÷ýåé:A =
1 + 2 + :::+ n+ nn+ 1

=
1 + 2 + :::+ n+ n+ 1− 1n+ 1

=
n+ 2

2
− 1n+ 1áðü üðïõ ðñïêýð�åé ç áëÞèåéá �çò ðñü�áóçò. 28.2 ÄõáäéêÞ ÁíáæÞ�çóçÊëáóéêü ðáñÜäåéãìá �ùí áëãïñßèìùí �çò ïéêïãåíåßáò Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå åßíáéç ðáí�á÷ïý ðáñïýóá äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç (binary sear
h). ¼ðùò ãíùñßæïõìåç áíáæÞ�çóç áõ�Þ åöáñìüæå�áé óå ðßíáêåò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí �áîéíïìçìÝíá ó�ïé÷åßá.Õðåíèõìßæïí�áò üóá �ïíßóèçêáí ó�ï ÊåöÜëáéï 5.2 ó÷å�éêÜ ìå �çí áðï�åëåóìá�éêü�ç�á�ùí áíáäñïìéêþí êáé �ùí åðáíáëçð�éêþí ìåèüäùí, ó�ç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæïõìå�çí åðáíáëçð�éêÞ äéáäéêáóßá binary iterate êáé �çí áíáäñïìéêÞ äéáäéêáóßábinary re
 ðïõ äåß÷íïõí �çí ßäéá èåùñç�éêÞ óõìðåñéöïñÜ.pro
edure binary_iterate(key);1. bottom <-- 1; top <-- n;2. while (bottom<=top) do3. middle <-- (top+bottom) div 2;4. if A[middle℄=key then return middle5. else if A[middle℄>key then top <-- middle-16. else bottom <-- middle+17. return 0pro
edure binary_re
(key, left, right);1. if left>right then return 0;2. middle <-- (top+bottom) div 2;3. if A[middle℄=key then return middle4. else if A[middle℄>key then5 binary_re
(key, left, middle-1)5. else binary_re
(key, middle+1, right);Ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå �ç ëïãéêÞ �ùí ðñïçãïýìåíùí äéáäéêáóéþí ùòåîÞò. ¸ó�ù ü�é áíáæç�ïýìå �ï áêÝñáéï êëåéäß key óå Ýíá ðßíáêá A[1..n℄ìå �áîéíïìçìÝíïõò áêåñáßïõò áñéèìïýò. Óõãêñßíïõìå �ï êëåéäß key ìå �ï



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 153ðåñéå÷üìåíï �çò ìåóáßáò èÝóçò �ïõ ðßíáêá A, ðïõ åßíáé ç èÝóç middle. Ó�ïóçìåßï áõ�ü �ñßá åíäå÷üìåíá ìðïñåß íá óõìâïýí:1. �á äýï ó�ïé÷åßá åßíáé ßóá, ïðü�å ï óêïðüò ìáò åðé�åý÷èçêå,2. �ï key åßíáé ìéêñü�åñï áðü �ï A[middle℄, ïðü�å åßìáó�å âÝâáéïé ü�é �ïkey áðïêëåßå�áé íá âñßóêå�áé ó�ïí õðïðßíáêá A[middle..top℄. ¸�óéóõíå÷ßæïõìå ó�ïí õðïðßíáêá A[bottom..middle-1℄ åîå�Üæïí�áò �ï ìåóáßïó�ïé÷åßï �ïõ,3. �ï key åßíáé ìåãáëý�åñï �ïõ A[middle℄, ïðü�å �ï key óáöþò äåí âñßóêå�áéó�ïí õðïðßíáêá A[bottom..middle℄. ¸�óé, óõíå÷ßæïõìå êáé ðÜëé åîå�Üæïí�áò�ï ìåóáßï ó�ïé÷åßï �ïõ õðïðßíáêá A[middle+1..top℄.Ïé áíù�Ýñù äéáäéêáóßåò åðéó�ñÝöïõí �ç èÝóç �ïõ key ìÝóá ó�ïí ðßíáêá. Áí�ï key âñßóêå�áé ðñÜãìá�é ìÝóá ó�ïí A, �ü�å åðéó�ñÝöåé �ç óõãêåêñéìÝíç èÝóç,åíþ ó�çí áí�ßèå�ç ðåñßð�ùóç åðéó�ñÝöåé �çí �éìÞ 0.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá åîå�Üóïõìå áíáëõ�éêÜ �ç äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç. Ìßá âáóéêÞõðüèåóç ðïõ ãßíå�áé ó�ï óçìåßï áõ�ü åßíáé ü�é ç óýãêñéóç åßíáé �ñéþí äñüìùí (3-way 
omparison). ÄçëáäÞ, ìå ìïíáäéáßï êüó�ïò áðïöáóßæïõìå íá åðéëÝîïõìåÝíá ìå�áîý �ñéþí äñüìùí.�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò äõáäéêÞò áíáæÞ�çóçò åßíáé ëïãáñéèìéêÞ.Áðüäåéîç.ÊÜèå öïñÜ ðïõ ç óýãêñéóç �ïõ key ìå �ï ìåóáßï ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá äåíêá�áëÞîåé óå éóü�ç�á, ç óýãêñéóç åðáíáëáìâÜíå�áé óå õðïðßíáêá ìéóïý ìåãÝèïõòóå ó÷Ýóç ìå �ï ìÝãåèïò �ïõ áñ÷éêïý. ÅðïìÝíùò, åýêïëá ðñïêýð�åé ç áíáäñïìéêÞåîßóùóç: T (0) = 0T (n) = 1 áí key = A[middle]
= 1 + T (⌊(n+ 1)=2⌋ − 1) áí key < A[middle]
= 1 + T (n− ⌊(n+ 1)=2⌋) áí key > A[middle]Áðëïðïéïýìå �ç ó÷Ýóç áõ�Þ èåùñþí�áò �ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç (äçëáäÞ, áãíï-ïýìå �ï äåý�åñï óêÝëïò) êáé ü�é n = 2k−1 ãéá êÜðïéï áêÝñáéï áñéèìü k. ¸�óéðñïêýð�åé: T (2k − 1) = 1 + T (2k−1 − 1)



154 ÊåöÜëáéï 8. Áëãüñéèìïé ÁíáæÞ�çóçòìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (0) = 0. ¸�óé äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå:T (n) = 1 +
(

1 + T (2k−2 − 1)
)

= 1 +
(

1 + (1 + T (2k−3 − 1))
)

= : : :
= i+ T (2k−i − 1)

= k + T (0) = k = log(n+ 1)¸�óé, ëïéðüí, ãéá n = 2k − 1 ðñïêýð�åé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò äõáäéêÞòáíáæÞ�çóçò åßíáé ëïãáñéèìéêÞ. Åýêïëá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�áåßíáé È(⌈log(n+ 1)⌉) ãéá �õ÷üí n. 2Åíáëëáê�éêÜ ìðïñåß íá äéá�õðùèåß ç åîÞò ðñü�áóç.�ñü�áóç.Ç ìÝóç �éìÞ �ïõ áñéèìïý �ùí óõãêñßóåùí ãéá ìßá åðé�õ÷Þ Þ ìßá áíåðé�õ÷ÞáíáæÞ�çóç äßíå�áé áðü �éò ó÷Ýóåéò:Å = k − 2k − k − 1nA = ⌈log n⌉üðïõ k = ⌊logn⌋.Áðüäåéîç.`Åó�ù ü�é n = 2k − 1 +m, üðïõ m < 2k. Ôü�å éó÷ýåé:E =
1n k−1
∑i=1

i× 2i−1 + k ×m
=

2k−1 × (k − 2) + 1 + k ×mn = k − 2k − k − 1nÇ áðüäåéîç �çò ðåñßð�ùóçò �çò áíåðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçò åßíáé ðñïöáíÞò. 28.3 ÁíáæÞ�çóç �áñåìâïëÞòÇ áíáæÞ�çóç ðáñåìâïëÞò ðñïóïìïéÜæåé ìå �ïí �ñüðï áíáæÞ�çóçò óå Ýíá ëåîéêü Þóå Ýíáí �çëåöùíéêü êá�Üëïãï. Êá�Ü �çí áíáæÞ�çóç ìßáò ëÝîçò, äåí áíïßãïõìå�ï ëåîéêü áñ÷éêÜ ó�ç ìÝóç, êáé ìå�Ü ó�ï 1/3 Þ ó�á 3/4, êïê, äçëáäÞ äåí



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 155óõíçèßæå�áé íá êÜíïõìå äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç. �éá ðáñÜäåéãìá, áí áíáæç�ïýìåìßá ëÝîç ðïõ áñ÷ßæåé áðü Á, �ü�å áíïßãïõìå �ï ëåîéêü ðñïò �çí áñ÷Þ, áí áñ÷ßæåéáðü Å ðÜëé áíïßãïõìå ðñïò �çí áñ÷Þ áëëÜ ü÷é �üóï êïí�Ü ó�ï Á, åíþ áí áñ÷ßæåéáðü Ù �ü�å áíïßãïõìå ðñïò �ï �Ýëïò �ïõ ëåîéêïý. Ó�ç óõíÝ÷åéá, áíáëüãùò áíç ëÝîç åßíáé ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëý�åñç Þ ìéêñü�åñç, êéíïýìáó�å ðñïò �ï �ÝëïòÞ �çí áñ÷Þ �ïõ ëåîéêïý ðáñáëåßðïí�áò Ýíáí áñéèìü óåëßäùí, ðñéí ëÜâïõìå �çíåðüìåíç áðüöáóç. Ôï ðëÞèïò �ùí ðáñáëåéðüìåíùí óåëßäùí åßíáé áíÜëïãï �çòáëöáâç�éêÞò áðüó�áóçò �çò óåëßäáò üðïõ âñéóêüìáó�å áðü �ç æç�ïýìåíç ëÝîç.�áñáäåßãìá�ïò ÷Üñéí, áí åßìáó�å ó�ï Å êáé ç æç�ïýìåíç ëÝîç áñ÷ßæåé áðü Ç Þáðü Ì, �ü�å ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç èá ìå�áðçäÞóïõìå óå ìéêñü�åñç áðüó�áóçóå ó÷Ýóç ìå �ç äåý�åñç. Ó�çí ïõóßá áõ�Þ ç �áê�éêÞ áñ÷éêÜ ðñïóðáèåß íáðñïóåããßóåé �ç èÝóç üðïõ ìðïñåß íá âñßóêå�áé �ï æç�ïýìåíï ó�ïé÷åßï êáé ìå�Üíá êéíçèåß áíáëüãùò.¸�óé ëïéðüí, ó�çí áíáæÞ�çóç ìå ðáñåìâïëÞ (interpolation sear
h) ü�áíáíáæç�ïýìå �ï ó�ïé÷åßï x ðïõ âñßóêå�áé ìå�áîý �ïõA[1] êáé �ïõA[n] Þ ãåíéêü�åñáìå�áîý �ïõA[left] êáé �ïõA[right], �ü�å �ï ó�ïé÷åßï ðïõ åðéëÝãå�áé ãéá åîÝ�áóçåßíáé �ï ó�ïé÷åßï ðïõ âñßóêå�áé ó�ç èÝóç
⌊ x−Á[left]Á[right]−Á[left]⌋ (8.1)Ó�çí ïõóßá åîå�Üæïí�áò ðüóï ìåãáëý�åñï åßíáé �ï æç�ïýìåíï ó�ïé÷åßï áðü �ïó�ïé÷åßïõ �ïõ áñéó�åñïý Üêñïõ, êáèþò êáé ðüóï ìåãáëý�åñï åßíáé �ï ó�ïé÷åßïõ�ïõ äåîéïý áðü �ï ó�ïé÷åßïõ �ïõ áñéó�åñïý Üêñïõ, ãßíå�áé åê�ßìçóç �çò èÝóçò�ïõ x ëáìâÜíïí�áò �ï ëüãï �ùí äýï äéáöïñþí. Ï åðüìåíïò øåõäïêþäéêáòõëïðïéåß �ç ìÝèïäï.pro
edure interpolation(key)1. low <-- 1; high <-- n;2. while (A[high℄>=key) and (key>A[low℄) do3. next <-- low+trun
((key-A[low℄)/(A[high℄-A[low℄)*(high-low));4. if key>table[mid℄ then low <-- mid+15. else if key<table[mid℄ then high <-- mid-16. else low <-- mid;7. if key=A[low℄ then return low else return 0;Ó�ï ðáñÜäåéãìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 8.1 ðáñá�çñïýìå ü�é ü�áí �á ó�ïé÷åßá åßíáéáêÝñáéïé ðïõ äéáöÝñïõí êá�Ü ìßá ìïíÜäá �ï Ýíá áðü �ï Üëëï, �ü�å áõ�Þ çåê�ßìçóç åßíáé áêñéâÞò. Åðßóçò, áí �á ó�ïé÷åßá äéáöÝñïõí áðü �á ãåé�ïíéêÜ �ïõò
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1
 2
 3
 4
 5
 6
 7


100
 101
 102
 103
 104
 105
 106


1
 next= (103-100)/(106-100)*(7-1) + 1= (3/6)*6+1= 4


1


100
 101
 103
 107
 108
 111
 112


1
 2
 3
 4
 5
 6
 7


Search(103)


next= (103-100)/(112-100)*(7-1) + 1= (3/12)*6+1=(3/2)+1=2


2


next= (103-103)/(112-101)*(7-2) +2= (0)*5+3=3


1


100
 101
 102
 103
 214
 1821
 2004


1
 2
 3
 4
 5
 6
 7


next= (103-100)/(2004-100)*(7-1) + 1= (3/1904)*6+1=(0)+1=1


2
 next= (103-101)/(2004-101)*(7-2) + 2= (2/1903)*5+2=(0)+2=2


3
 next= (103-102)/(2004-102)*(7-3) +3= (1/1902)*4+3=(0)+3=3


4
 next= (103-103)/(2004-103)*(7-4) +4= (0)*3+4=(0)+4=4
Ó÷Þìá 8.1: ÁíáæÞ�çóç ðáñåìâïëÞò.êá�Ü ìßá ìéêñÞ ðïóü�ç�á, êáé ðÜëé ç åê�ßìçóç èá åßíáé ó÷å�éêÜ áêñéâÞò. ¼ìùò,ü�áí ïé äéáöïñÝò ìå�áîý �ùí ó�ïé÷åßùí åßíáé óçìáí�éêÝò, �ü�å ïé åê�éìÞóåéò äåíèá åßíáé åðáñêþò áêñéâåßò êáé èá ÷ñåéáóèïýí ðåñéóóü�åñåò åðáíáëÞøåéò.Ï ÷ñüíïò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò ãéá �çí áíáæÞ�çóç ðáñåìâïëÞò åßíáé Ï(n),åíþ ï ìÝóïò ÷ñüíïò åßíáé Ï(log log n). Ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç ç áíáæÞ�çóçðáñåìâïëÞò öáßíå�áé íá õðåñéó÷ýåé �çò äõáäéêÞò áíáæÞ�çóçò êáé áõ�ü åßíáéëïãéêü áöïý �á ðñïò åîÝ�áóç äéáó�Þìá�á äåí õðïäéðëáóéÜæïí�áé óå êÜèå âÞìááëëÜ ìðïñåß íá ãßíïõí ðïëý ìéêñü�åñá. �áñüëá áõ�Ü, ðåéñáìá�éêÜ áðï�åëÝóìá�áÝäåéîáí ü�é ç áíáæÞ�çóç ðáñåìâïëÞò äåí åê�åëåß ðïëý ëéãü�åñåò óõãêñßóåéò Ý�óéþó�å íá áðïöåýãå�áé �ï áõîçìÝíï õðïëïãéó�éêü êüó�ïò åýñåóçò �ïõ next êáéíá Ý÷åé êáëý�åñïõò ÷ñüíïõò, åê�üò êáé áí ïé ðßíáêåò åßíáé ðïëý ìåãÜëïé. �éá �ïëüãï áõ�ü, óõ÷íÜ åßíáé ðñï�éìü�åñï �á ðñþ�á âÞìá�á íá åê�åëïýí áíáæÞ�çóç



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 157ðáñåìâïëÞò, Ý�óé þó�å �ï äéÜó�çìá íá ìåéþíå�áé äñáìá�éêÜ, êáé ó�ç óõíÝ÷åéáíá åê�åëåß�áé äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç. Ó�ç óõíÝ÷åéá èá ìåëå�Þóïõìå áõ�Þí áêñéâþò�çí ðáñáëëáãÞ.8.4 ÄõáäéêÞ ÁíáæÞ�çóç �áñåìâïëÞòÁêïëïõèåß ï øåõäïêþäéêáò �çò äõáäéêÞò áíáæÞ�çóçò ðáñåìâïëÞò (binary in-terpolation sear
h) åíþ ó�ç óõíÝ÷åéá èá ó÷ïëéáóèåß êáé èá áíáëõèåß ç ðïëõðëïêü�ç�á�çò ìåèüäïõ.pro
edure interpolation_binary(key)1. left <-- 1; right <-- n; size <-- right-left+1;2. next <-- trun
(size * (key-A[left℄) / (A[right℄-A[left℄));3. while (key<>A[next℄) do4. i <-- 0; size <-- right-left+1;5. if (size <= 3) {Áðåõèåßáò áíáæÞ�çóç}6. if (key => A[next℄)7. while (key>A[next+i*sqrt(size)-1℄ do8. i <-- i+1;9. right <-- next + i*sqrt(size);10. left <-- next + (i-1)*sqrt(size);11. else if (key<A[next℄)12. while (key<A[next-i*sqrt(size)+1℄ do13. i <-- i+1;14. right <-- next - (i-1)*sqrt(size);15. left <-- next - i*sqrt(size);16. next <-- left + trun
((right-left+1) * (key-A[left℄) /(A[right℄-A[left℄))-1;17. if (key=A[next℄) then return next18. else return 0;Ó÷å�éêÜ ìå �ïí áíù�Ýñù êþäéêá, ðïõ åßíáé åíäåéê�éêüò ðåñéóóü�åñï êáé óåêáìßá ðåñßð�ùóç äåóìåõ�éêüò, ðáñá�çñïýìå �á åîÞò:
• Ó�çí ïõóßá ìå�Ü �ï âÞìá ðáñåìâïëÞò (ãñáììÝò 2 êáé 16, Ýêöñáóç 8.1)áíáæç�ïýìå ãñáììéêÜ ìå Üëìá�á ìåãÝèïõò √size ãéá íá ðñïóäéïñéóèåß�ï õðïäéÜó�çìá ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï key. Ó�ç óõíÝ÷åéá åðáíáëáìâÜíå�áé çßäéá äéáäéêáóßá ãéá �ï íÝï äéÜó�çìá, üðùò öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 8.2.
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1
 n


n
 n
 n


x


next
Ó÷Þìá 8.2: ÁíáæÞ�çóç äõáäéêÞò ðáñåìâïëÞò.
• �éá íá ãßíåé áðëïýó�åñïò ï øåõäïêþäéêáò, ó�ç ãñáììÞ 5 èåùñïýìå ü�éãéá ó÷å�éêÜ ìéêñÜ ìåãÝèç åê�åëïýìå ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç, ÷ùñßò áõ�ü íáåðçñåÜæåé �çí áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ �ïõ áëãïñßèìïõ. �éá ðáñÜäåéãìá,êÜëëéó�á èá ìðïñïýóå íá åê�åëåóèåß ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç êáé ãéá sizeìéêñü�åñï �ïõ 5.
• Ï áíù�Ýñù øåõäïêþäéêáò äåí ÷åéñßæå�áé êÜðïéåò áêñáßåò ðåñéð�þóåéò,üðùò ü�áí �ï áíáæç�ïýìåíï ó�ïé÷åßï key åßíáé ìåãáëý�åñï áðü êÜèåó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá A Þ áí åíäå÷ïìÝíùò �ï âÞìá ìÞêïõò √size õðåñâåß�ï äåîéü Üêñï �ïõ õðïðßíáêá. Ç äéá÷åßñéóç �ùí ðñïâëçìÜ�ùí áõ�þí åßíáéáðëïýó�á�ç êáé áöÞíå�áé ùò Üóêçóç ó�ïí áíáãíþó�ç.�ñü�áóç.Ï ìÝóïò ÷ñüíïò �çò äõáäéêÞò áíáæÞ�çóçò ðáñåìâïëÞò åßíáé O(log log n).Áðüäåéîç.¸ó�ù ü�é üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá A åðéëÝãïí�áé éóïðßèáíá áðü �ï äéÜó�çìá[0,1℄. Åðßóçò, Ýó�ù ü�é C åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí óõãêñßóåùí ìÝ÷ñé íá âñåèåß �ïêá�Üëëçëï õðïäéÜó�çìá ìåãÝèïõò √n ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï key. ÔÝëïò, Ýó�ù Pi çðéèáíü�ç�á, ü�é èá ÷ñåéáóèïýí �ïõëÜ÷éó�ïí i óõãêñßóåéò ãéá íá ðñïóäéïñéóèåß�ï åðßìá÷ï õðïäéÜó�çìá. Ôü�å ï áñéèìüò óõãêñßóåùí èá åßíáé:C =

∑i≥1

i (Pi − Pi+1) =
∑i≥1

PiÅßíáé âÝâáéï ü�é èá ÷ñåéáóèïýí 2 óõãêñßóåéò �ïõëÜ÷éó�ïí êáé åðïìÝíùò éó÷ýåé:P1 = P2 = 1. �éá �ï Pi éó÷ýåé:Pi ≤ Prob [ |position of key− next| ≥ (i− 2)
√n ] ; i ≥ 3Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �çí áíéóï-éóü�ç�á �ïõ Chebys
hev:Prob [|X − �| ≥ �] ≤ �2�2



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 159ìå �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ X, ó�áèåñÜ �, ìÝóç �éìÞ � êáé äéáóðïñÜ �.¸ó�ù ëïéðüí X ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ, ðïõ ëáìâÜíåé �éìÝò �ï ðëÞèïò �ùíAi < key, üðïõ Ai åßíáé �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá A. Áí qj åßíáé ç ðéèáíü�ç�á�ï key íá éóïý�áé ìå j êáé �á A1; A2; :::; An åðéëÝãïí�áé éóïðßèáíá, �ü�å çðéèáíü�ç�á p þó�å Ýíá Ai íá åßíáé ìéêñü�åñï �ïõ key åßíáé:p =
key −A0An+1 −A1êáé qj =

(nj) pj (1− p)n−jÄçëáäÞ, åßíáé ìßá äõùíõìéêÞ êá�áíïìÞ ìå � = pn êáé �2 = p(1 − p)n ≤ n
4 .�áñá�çñïýìå ü�é � = next, äçëáäÞ ü�é ï äåßê�çò ðáñåìâïëÞò åßíáé ßóïò ìå �çìÝóç �éìÞ �çò X. ¢ñá, éó÷ýåé:Pi ≤ Prob [ |position of key− next| ≥ (i− 2)

√n ]
≤ p(1 − p)n

((i− 2)
√n)2

=
p(1− p)
(i− 2)2

≤ 1

4(i− 2)2Óõíåðþò, éó÷ýåé: C ≤ 2 +
∑i≥3

1

4(i− 2)2
= 2 +

�2

24
≈ 2:4Áí Ô(n) åßíáé �ï ìÝóï ðëÞèïò �ùí óõãêñßóåùí, �ü�å:Ô(n) ≤ C + Ô(

√n)ãéá n ≥ 3 êáé Ô(1) ≤ 1; Ô(2) ≤ 2. Óõíåðþò, �åëéêÜ éó÷ýåé:Ô(n) ≤ 2 + 2:4 log log n
2�ñü�áóç.Ó�çí ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ï ÷ñüíïò �çò äõáäéêÞò áíáæÞ�çóçò ðáñåìâïëÞò åßíáéO(

√n).Áðüäåéîç.Ó�çí ðñþ�ç åê�Ýëåóç �ïõ âñüã÷ïõ while �çò åí�ïëÞò 12 åê�åëïýí�áé �ï ðïëý
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√n óõãêñßóåéò, ó�ç äåý�åñç �ï ðïëý √√n, ó�çí �ñß�ç √√√n êïê. ÄçëáäÞéó÷ýåé: n 1

2 + n 1

4 + n 1

8 + : : : = O(
√n)

2Ï ÷ñüíïò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò ìðïñåß íá âåë�éùèåß áðü O(√n) óå O(log n)÷ùñßò íá ÷åéñï�åñåýåé ï ÷ñüíïò ìÝóçò ðåñßð�ùóçò. Áí�ß �ï i íá áõîÜíå�áéãñáììéêÜ (äçëáäÞ, ìå �çí åí�ïëÞ 13: i <-- i+1) ìÝóá ó�ï âñüã÷ï while,áõ�ü íá áõîÜíå�áé åêèå�éêÜ (äçëáäÞ, ìå ìßá åí�ïëÞ: i <-- 2*i). ¸�óé �áÜëìá�á ãßíïí�áé óõíå÷þò ìåãáëý�åñá êñá�þí�áò �ï áñéó�åñü Üêñï ó�áèåñü(üðùò ó�ï Ó÷Þìá 8.3), ìå áðï�Ýëåóìá �ï �åëåõ�áßï õðïäéÜó�çìá íá åßíáé ðïëýìåãáëý�åñï áðü √n. Ìüëéò âñåèåß áõ�ü �ï õðïäéÜó�çìá åöáñìüæïõìå äõáäéêÞáíáæÞ�çóç ó�á ó�ïé÷åßá ìÝóá óå áõ�ü ðïõ áðÝ÷ïõí êá�Ü √n êáé Ý�óé ðñïêýð�åé�ï æç�ïýìåíï õðïäéÜó�çìá ìåãÝèïõò √n. �éï óõãêåêñéìÝíá:1. Ìå ìåãÜëá åêèå�éêÜ âÞìá�á åîÝ�áóå �á äéáó�Þìá�á: [next; next +
√n],

[next; next + 2
√n]; [next; next + 22√n]; [next; next + 23√n]; : : :, [next;next+ 2i√n] ìÝ÷ñé íá âñåèåß j �Ý�ïéï þó�å:A[next+ 2j−1√n] < key ≤ A[next+ 2j√n]2. ÁíáæÞ�çóå äõáäéêÜ ó�á ó�ïé÷åßá �ùí èÝóåùí: next + 2j−1√n; next +

[2j−1+1]
√n; next+[2j−1+2]

√n; : : : ; next+2j√n. ÄçëáäÞ, øÜîå äõáäéêÜó�á ó�ïé÷åßá ðïõ áðÝ÷ïõí áðüó�áóç √n ó�ï äéÜó�çìá ðïõ âñÝèçêå áðü�ï åñþ�çìá 1. ¸�óé, ðñïêýð�åé �åëéêÜ Ýíá äéÜó�çìá ìåãÝèïõò √n.¸ó�ù ü�é ãéá �ï ðñþ�ï âÞìá åê�åëïýìå ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç i óõãêñßóåéò.Áõ�ü óçìáßíåé ü�é:
2i√n = n ⇒ i = log

√nÓõíåðþò, ãéá �ï ðñþ�ï âÞìá ÷ñåéÜæå�áé ÷ñüíï Ï(log√n), åíþ ãéá �ï äåý�åñïâÞìá ÷ñåéÜæå�áé ÷ñüíïò log 2i−1 = O(i − 1) = Ï(log
√n). ¸�óé ðñïêýð�åéü�é êÜèå åðáíÜëçøç �ïõ while èá ÷ñåéÜæå�áé O(log i) ÷ñüíï ó�ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç. ¢ñá, óõíïëéêÜ èá ÷ñåéáóèåß ÷ñüíïò:

log
√n+ log

√√n+ log

√

√√n+ : : : = log n 1

2 + log n 1

4 + log n 1

8 + : : :
=

1

2
log n+

1

4
log n+

1

8
log n+ : : :

= (
1

2
+

1

4
+

1

8
+ : : :) log n

= O(log n)
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Ó÷Þìá 8.3: Âåë�ßùóç ìå áíáæÞ�çóç Üëìá�ïò.Ï ÷ñüíïò ìÝóçò ðåñßð�ùóçò äåí áëëÜæåé, õðü �çí ðñïûðüèåóç ü�é üëá �áó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá A åðéëÝ÷èçêáí éóïðßèáíá áðü �ï äéÜó�çìá [0,1℄. Áõ�üóõìâáßíåé äéü�é óå êÜèå åðáíÜëçøç �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò �ï êüó�ïò åßíáéÏ(log i ≤ n), óõíåðþò óõíïëéêÜ �ï áíáìåíüìåíï êüó�ïò èá åßíáé Ï(log log n).Ç ðåñßð�ùóç �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá A íá ìçí åðéëÝ÷èçêáí éóïðßèáíá áðü �ïäéÜó�çìá [0,1℄ åîå�Üæå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá.ÊÜèå ìÝèïäïò áíáæÞ�çóçò (äõáäéêÞ Þ ðáñåìâïëÞò) ðñïóðáèåß íá åí�ïðßóåé �ïðñïò áíáæÞ�çóç ó�ïé÷åßï ðåñéïñßæïí�áò óå êÜèå åðáíÜëçøç �ï ó÷å�éêü äéÜó�çìá.Ï ðåñéïñéóìüò áõ�üò ãßíå�áé ìå åðéëïãÞ åíüò ó�ïé÷åßïõ ó�ï �ñÝ÷ïí äéÜó�çìáêáé ìå âÜóç áõ�ü �ï ó�ïé÷åßï ãßíå�áé ï äéá÷ùñéóìüò �ïõ äéáó�Þìá�ïò óå äýïõðïäéáó�Þìá�á. Ó�ç äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç ãßíå�áé äé÷ï�üìçóç åðéëÝãïí�áò �ïìåóáßï ó�ïé÷åßï �ïõ äéáó�Þìá�ïò óýìöùíá ìå �ïí �ýðï:nextBIN ← ⌊ left+ right
2

⌋åíþ ó�çí áíáæÞ�çóç ðáñåìâïëÞò åðéëÝãïí�áò �ï ó�ïé÷åßï óýìöùíá ìå �ïí �ýðï:nextÉÍÔ ← ⌊ key −A[left]A[right]−A[left] (right− left)⌋+ leftÓ�ç âéâëéïãñáößá Ý÷ïõí ðñï�áèåß óõíèå�ü�åñïé áëëÜ êáé áðï�åëåóìá�éêü�åñïé�ñüðïé, ìå óõíå÷åßò åíáëëáãÝò ó�ïí �ñüðï åðéëïãÞò �ïõ ó�ïé÷åßïõ next.



162 ÊåöÜëáéï 8. Áëãüñéèìïé ÁíáæÞ�çóçòÌÝèïäïò Alternate. Ôï ó�ïé÷åßï äéá÷ùñéóìïý õðïëïãßæå�áé ó�ç ìßá åðáíÜëçøçìå âÜóç �ç äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç, åíþ ó�çí åðüìåíç ìå âÜóç �çí áíáæÞ�çóçðáñåìâïëÞò êïê. ÄçëáäÞ:
• Áí i = 1 mod 2, �ü�å next← nextINT , åíþ
• Áí i = 0 mod 2, �ü�å next← nextBINÌÝèïäïò Retrieve. Óå êÜèå i-ïó�Þ åðáíÜëçøç �çò ìåèüäïõ �ï ó�ïé÷åßï äéá÷ùñéóìïýåðéëÝãå�áé ùò åîÞò:
• Áí i = 1 mod 3, �ü�å next← min{next+; right− 1}
• Áí i = 2 mod 3, �ü�å next← min{next−; left+ 1}
• Áí i = 0 mod 3, �ü�å next← nextBINüðïõ next+ ← ⌈nextINT + ∆⌉next− ← ⌈nextINT −∆⌉

∆← �(right− left)(Á[right]−Á[left])� + �√right− leftåíþ �á 0 < � ≤ 1 êáé �; � > 0 åßíáé ðáñÜìå�ñïé �çò ìåèüäïõ.�ñü�áóç.¼�áí �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá Á åðéëÝãïí�áé áðü �ï äéÜó�çìá [0,1℄ ìå ïìáëÞêá�áíïìÞ, �ü�å ï ìÝóïò ÷ñüíïò ãéá �çí Alternate åßíáé Ï(√log n), åíþ ãéá �çíRetrieve åßíáé Ï(log log n). 2Ïñéóìüò.Ìßá êá�áíïìÞ m(x) êáëåß�áé ïìáëÞ áí õðÜñ÷ïõí b1; b2; b3; b4 ãéá �á ïðïßáéó÷ýåé:1. m(x) ≥ b1 > 0 ü�áí b3 < x < b42. |m′(x)| ≤ b23. m(x) = 0 ü�áí x ≤ b3 êáé x ≥ b4üðùò ðáñïõóéÜæå�áé ó�ï ðáñÜäåéãìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 8.4. 2
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Ó÷Þìá 8.4: ÏìáëÞ êá�áíïìÞ.8.5 Êá�áêåñìá�éóìüòÌå �ïí üñï êá�áêåñìá�éóìüò (hashing) äçëþíå�áé Ýíá ðïëý åõñý áí�éêåßìåíï,�üóï óå èåùñç�éêü åðßðåäï üóï êáé óå ðñáê�éêü. Ôï ðñüâëçìá �ïõ ó÷åäéáóìïýáðï�åëåóìá�éêþí �å÷íéêþí êá�áêåñìá�éóìïý ðñïêýð�åé ëüãù �ùí ðïëëþí äéáöïñå�éêþíðåñéâáëëüí�ùí êáé åöáñìïãþí üðïõ ìðïñåß íá åöáñìïóèåß, üðùò óå ðåñéð�þóåéòìå�áãëù��éó�þí, âÜóåùí äåäïìÝíùí, áíÜê�çóçò ðëçñïöïñéþí êëð. Õðü ðñïûðïèÝóåéòïé ìÝèïäïé �ïõ êá�áêåñìá�éóìïý Ý÷ïõí ðïëý êáëÞ êáé ó�áèåñÞ åðßäïóç, ðïõõðåñ�åñåß �çò äõáäéêÞò áíáæÞ�çóçò ðïõ åîå�Üóáìå ðñïçãïõìÝíùò.Åíáëëáê�éêÞ ïíïìáóßá �ïõ êá�áêåñìá�éóìïý åßíáé ìå�áó÷çìá�éóìüò êëåéäéïýóå äéåýèõíóç (key to address transfrmation). Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò áõ�üòåðé�õã÷Üíå�áé ìå �ç âïÞèåéá �çò óõíÜñ�çóçò êá�áêåñìá�éóìïý (hashing fun
-tion), ç ïðïßá üìùò äåí åßíáé áìöéìïíïóÞìáí�ç. ÄçëáäÞ, åßíáé äõíá�üí äýïäéáöïñå�éêÜ êëåéäéÜ íá áí�éó�ïé÷ßæïí�áé ó�çí ßäéá äéåýèõíóç �ïõ ðßíáêá. Ôïöáéíüìåíï áõ�ü ïíïìÜæå�áé óýãêñïõóç (
ollision) êáé áðï�åëåß �ï ìåéïíÝê�çìá�çò ìåèüäïõ. Ïõóéáó�éêÜ, êÜèå ìÝèïäïò êá�áêåñìá�éóìïý ðñï�åßíåé êáé ìßáäéáöïñå�éêÞ �å÷íéêÞ åðßëõóçò �ùí óõãêñïýóåùí. Ôï åñþ�çìá ðïõ �ßèå�áé åßíáéðüóï óõ÷íÜ ìðïñåß íá åìöáíéóèåß ðåñßð�ùóç óýãêñïõóçò. Ó�ï åñþ�çìá áõ�üáðáí�Ü �ï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá �ïõ ðáñáäüîïõ �ùí ãåíåèëßùí (birthday para-dox).Ôï ðáñÜäïîï �ùí ãåíåèëßùí¸ó�ù ü�é åðéëÝãïí�áé �õ÷áßá Ü�ïìá áðü �ï ðëÞèïò. ÊÜèå öïñÜ åëÝã÷ïõìå áí�ï åðéëåãüìåíï Ü�ïìï Ý÷åé ãåíÝèëéá �çí ßäéá çìÝñá ìå �ïõò Þäç åðéëåãÝí�åò.Ç åñþ�çóç åßíáé ðüóá Ü�ïìá ðñÝðåé íá åðéëåãïýí þó�å ç ðéèáíü�ç�á äýï Þðåñéóóü�åñá Ü�ïìá íá Ý÷ïõí �çí ßäéá çìÝñá ãåíÝèëéá íá åßíáé ðåñéóóü�åñï áðü



164 ÊåöÜëáéï 8. Áëãüñéèìïé ÁíáæÞ�çóçò50%. Êá�'áñ÷Þí õðïèÝ�ïõìå ü�é üëåò ïé çìÝñåò �ïõ ÷ñüíïõ åßíáé éóïðßèáíïíá åßíáé çìÝñåò ãåíåèëßùí. Óå ìßá �Ý�ïéá ðåñßð�ùóç, ç ðéèáíü�ç�á äýï Ü�ïìáíá Ý÷ïõí �çí ßäéá çìÝñá ãåíÝèëéá åßíáé 1
365 , ïðü�å ç ðéèáíü�ç�á äýï Ü�ïìá íáìçí Ý÷ïõí �çí ßäéá çìÝñá ãåíÝèëéá åßíáé 1- 1

365 . Ïìïßùò, ç ðéèáíü�ç�á �ï �ñß�ïåðéëåãüìåíï Ü�ïìï íá ìçí Ý÷åé ãåíÝèëéá ìå �ïõò äýï ðñïçãïýìåíïõò åðéëåãÝí�åòåßíáé 1- 2
365 . Ìå �ç ëïãéêÞ áõ�Þ êá�áëÞãïõìå ü�é ðñÝðåé íá ðñïóäéïñßóïõìå �ï iåêåßíï ãéá �ï ïðïßï éó÷ýåé ç ó÷Ýóç:

(

1− 1

365

) (

1− 2

365

) : : : (1− i
365

)

≥ 1=2Áîéïðïéþí�áò �ç ó÷Ýóç 1 + x ≤ ex (ðïõ éó÷ýåé ãéá êÜèå x üðùò åßäáìå ó�ïÊåöÜëáéï 2), ðñïêýð�åé ç éóïäýíáìç ó÷Ýóç:e−1=365 e−2=365 : : : e−i=365 ≥ 1=2 ⇒e−1=365∑ij=1
j ≥ 1=2 ⇒

− 1

365

i
∑j=1

j ≥ ln
1

2
= − ln 2 ⇒

1

365

i(i+ 1)

2
≤ ln 2Ìå êá�Üëëçëç Üëãåâñá êáé ëýíïí�áò �çí ðáñáãüìåíç �å�ñáãùíéêÞ åîßóùóçöèÜíïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ç æç�ïýìåíç �éìÞ åßíáé i = 23. Ôï áðï�Ýëåóìááõ�ü èåùñåß�áé ðáñÜäïîï, êáèþò êÜðïéïò èá áíÝìåíå ü�é ç óõãêåêñéìÝíç ðéèáíü�ç�á(äçëáäÞ, äýï Þ ðåñéóóü�åñá Ü�ïìá íá Ý÷ïõí �çí ßäéá çìÝñá ãåíÝèëéá íá åßíáéðåñéóóü�åñï áðü 50%) èá óõíÝâáéíå ãéá Ýíá ìåãáëý�åñï óýíïëï á�üìùí. Áðü�ï ðáñÜäïîï áõ�ü ìðïñïýìå íá óêåö�ïýìå �çí áíáëïãßá óå ó÷Ýóç ìå �ïíêá�áêåñìá�éóìü, äçëáäÞ ü�é ïé 365 çìÝñåò áí�éó�ïé÷ïýí óå èÝóåéò åíüò ðßíáêá,åíþ �á Ü�ïìá áí�éó�ïé÷ïýí óå êëåéäéÜ ðïõ åéóÜãïí�áé ó�ïí ðßíáêá. Ìå âÜóç �çäõùíõìéêÞ êá�áíïìÞ ðñïêýð�åé ü�é ç ðéèáíü�ç�á êá�Ü �çí åéóáãùãÞ n êëåéäéþí,k áðü áõ�Ü íá óõìðÝóïõí ó�çí ßäéá èÝóç åßíáé:

(nk) (

1n)k (

1− 1n)n−k�éá n áñêå�Ü ìåãÜëï ç ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç ðñïóåããßæå�áé áðü 1/(ek!). Áðü�çí ðñïçãïýìåíç äõùíõìéêÞ êá�áíïìÞ óõíÜãå�áé ü�é áí óå ðßíáêá 1000 èÝóåùíåéóá÷èïýí n = 1000 êëåéäéÜ, �ü�å ç ðéèáíü�ç�á óå ìßá èÝóç �ïõ ðßíáêá íááí�éó�ïé÷çèïýí k êëåéäéÜ äßíå�áé áðü �ïí �ßíáêá 8.1. Óõíåðþò, ç ðéèáíü�ç�áíá ðáñïõóéáóèïýí óõãêñïýóåéò åßíáé óçìáí�éêü�á�ç êáé ãéá �ï ëüãï áõ�ü Ý÷ïõíðñï�áèåß �üóåò ðïëëÝò �å÷íéêÝò áí�éìå�þðéóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 165k ðéèáíü�ç�á kóõãêñïýóåùí0 37%1 37%2 18%3 6%4 1.5 %5 0.3%�ßíáêáò 8.1: �éèáíü�ç�á óýãêñïõóçò óå ðßíáêá 100 èÝóåùí.8.6 �ñáììéêÞ ÁíáæÞ�çóçÏ êëåéó�üò êá�áêåñìá�éóìüò (
losed hashing) åßíáé ìßá ïéêïãÝíåéá áëãïñßèìùíðïõ äåí ÷ñçóéìïðïéïýí äåßê�åò ãéá �ï ÷åéñéóìü �ùí ðéíÜêùí. Ó�çí ïéêïãÝíåéááõ�Þ áíÞêïõí áñêå�Ýò �å÷íéêÝò, ìå�áîý �ùí ïðïßùí ç ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç(linear probing), ç �å�ñáãùíéêÞ áíáæÞ�çóç (quadrati
 probing), êáé o äéðëüòêá�áêåñìá�éóìüò (double hashing). Ôçí áðëïýó�åñç �å÷íéêÞ �çò ãñáììéêÞòáíáæÞ�çóçò èá åîå�Üóïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá, åíþ ó�ï ÊåöÜëáéï 8.7 èá åîå�Üóïõìå�çí �å�ñáãùíéêÞ áíáæÞ�çóç.Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá insert ðáñéó�Ü �ïí áëãüñéèìï åéóáãùãÞò õðïèÝ�ïí�áòü�é ï ðßíáêáò A Ý÷åé m èÝóåéò. Óýìöùíá ìå �ç ìÝèïäï áõ�Þ, êá�Ü �çí åéóáãùãÞåíüò êëåéäéïý êáëåß�áé ç óõíÜñ�çóç êá�áêåñìá�éóìïý ðïõ äßíåé �ç äéåýèõíóç �ïõðßíáêá üðïõ èá ðñÝðåé íá åéóá÷èåß �ï êëåéäß. Áí ç èÝóç äåí åßíáé êá�åéëçììÝíç,�ü�å �ï êëåéäß åéóÜãå�áé êáé ç äéáäéêáóßá �åñìá�ßæåé. Áí ç èÝóç åßíáé êá�åéëçììÝíç,�ü�å äïêéìÜæå�áé ç åðüìåíç èÝóç äéáäï÷éêÜ ìÝ÷ñé íá �ïðïèå�çèåß �ï êëåéäß Þ íáãßíïõí m ðñïóðÜèåéåò, ãåãïíüò ðïõ äçëþíåé ü�é ï ðßíáêáò åßíáé ðëÞñçò.pro
edure insert(key);1. address <-- hash(key); 
ount <-- 0;2. while (A[address℄<>0) and (
ount<=m) do3. 
ount <-- 
ount+1;4. address <-- (address+1) mod m;5. if A[address℄=0 then6. A[address℄ <-- key; return true7. else return falseÔï åðüìåíï ó÷Þìá äåß÷íåé Ýíá ðáñÜäåéãìá �çò äïìÞò áõ�Þò ìå m = 11 êáén = 8. �éï óõãêåêñéìÝíá, åéóÜãïí�áé ìå �ç óåéñÜ �á êëåéäéÜ 52, 12, 71, 56,



166 ÊåöÜëáéï 8. Áëãüñéèìïé ÁíáæÞ�çóçò5, 10, 19 êáé 90, åíþ ç ÷ñçóéìïðïéïýìåíç óõíÜñ�çóç êá�áêåñìá�éóìïý åßíáé:hash(key) = key mod m.0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 105212 71 5212 7156 5212 7156 5 105212 7156 5 10195212 7156 5 101990
(á)(â)(ã)(ä)(å)Ó÷Þìá 8.5: Êá�áêåñìá�éóìüò ìå ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç.�áñüìïéï åßíáé êáé �ï óêåð�éêü �ïõ áëãïñßèìïõ áíáæÞ�çóçò, üðùò öáßíå�áéó�çí åðüìåíç äéáäéêáóßá sear
h, ðïõ åðéó�ñÝöåé �ç äéåýèõíóç �ïõ ðßíáêá üðïõ�ï êëåéäß åßíáé áðïèçêåõìÝíï Þ åðéó�ñÝöåé �çí �éìÞ -1 áí �ï êëåéäß äåí õðÜñ÷åéó�ïí ðßíáêá.pro
edure sear
h(key);1. address <-- hash(key); 
ount <-- 0;2. while (A[address℄<>key) and (
ount<=m) do3. 
ount <-- 
ount+1;4. address <-- (address+1) mod m5. if 
ount=m then return -1 else return addressÈá áíáëýóïõìå �çí åðßäïóç �çò ìåèüäïõ ãéá �çí ðåñßð�ùóç �çò åðé�õ÷ïýòêáé �çò áíåðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçò, Å êáé Á áí�ßó�ïé÷á, äçëáäÞ ü�áí áíáæç�ïýìåÝíá õðáñê�ü Þ áíýðáñê�ï êëåéäß ìÝóá ó�ïí ðßíáêá. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóçêá�áêåñìá�éóìïý ðáñÜãåé ìßá �õ÷áßá äéÜ�áîç �ùí êëåéäéþí, ïðü�å ïé èÝóåéò ó�ïíðßíáêá åîå�Üæïí�áé ìå �õ÷áßï �ñüðï. Áñ÷éêÜ èá áó÷ïëçèïýìå ìå �çí áíåðé�õ÷ÞáíáæÞ�çóç. Ïé ðáñÜìå�ñïé ðïõ õðåéóÝñ÷ïí�áé ó�çí áíÜëõóç �çò åðßäïóçò �çòìåèüäïõ åßíáé �ï ìÝãåèïò m �ïõ ðßíáêá, �ï ðëÞèïò �ùí êëåéäéþí n ≤ m êáé ïðáñÜãïí�áò öüñ�ùóçò (load fa
tor) � = n=m ≤ 1.�ñü�áóç.Ç ìÝóç �éìÞ �ïõ áñéèìïý �ùí óõãêñßóåùí êá�Ü �ç ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç, óåðåñßð�ùóç åðé�õ÷ïýò êáé áíåðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçò åßíáé áí�éó�ïß÷ùò:E ≈ 1� ln

1

1− �
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1− �Áðüäåéîç.Áò õðïèÝóïõìå ü�é ìßá áíåðé�õ÷Þò áíáæÞ�çóç áðáé�åß i ðñïóðåëÜóåéò (1 ≤i ≤ m) ó�ïí ðßíáêá. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ èá ãßíïõí i − 1 ðñïóðåëÜóåéò óåêá�åéëçììÝíåò èÝóåéò �ïõ ðßíáêá, åíþ ç i-ïó�Þ èá ðñïóðåëÜóåé ìßá êåíÞ èÝóç.ÅðïìÝíùò, áí åîáéñÝóïõìå áõ�Þí �çí ïìÜäá �ùí i óõíå÷üìåíùí èÝóåùí, ìÝíïõím− i èÝóåéò åê �ùí ïðïßùí êá�åéëçììÝíåò åßíáé ïé n− i+ 1 èÝóåéò. Ôï ðëÞèïò�ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñåß íá åìöáíéóèåß áõ�Þ ç ðåñßð�ùóç åßíáé ( m−in−i+1

), åíþ �ïóýíïëï �ùí ðåñéð�þóåùí åßíáé (mn). Óõíåðþò, ç ðéèáíü�ç�á íá áðáé�çèïýí iðñïóðåëÜóåéò åßíáé: Pi =

( m−in−i+1

)

(mn)¢ñá éó÷ýåé: A =
m
∑i=1

i Pi = (m+ 1)−
m
∑i=1

(m+ 1− i) Pi�éá �ï �åëåõ�áßï Üèñïéóìá éó÷ýåé:
(m+ 1− i) Pi = (m− i+ 1)

( m−in−i+1

)

(mn) = : : : =
m− n
(mn) (m− i+ 1m− n )ÅðïìÝíùò åðéó�ñÝöïí�áò ó�ï A Ý÷ïõìå:A = (m+ 1)− m− n

(mn) m
∑i=1

(m− i+ 1m− n )Ìå âÜóç �çí �áõ�ü�ç�á �ùí óõíäõáóìþí, �çí ïðïßá ãíùñßæïõìå áðü �ï ÊåöÜëáéï2, Ý÷ïõìå äéáäï÷éêÜ:A = (m+ 1)− (m− n)

(m+1n )
(mn) = : : : =

m+ 1m− n+ 1
≈ 1

1− �Ôï áðï�Ýëåóìá áõ�ü åîçãåß�áé êáé äéáéóèç�éêÜ. Ôï � äçëþíåé �ï ðïóïó�ü�ùí êá�åéëçììÝíùí èÝóåùí, ïðü�å �ï 1 − � äçëþíåé �ï ðïóïó�ü �ùí êåíþíèÝóåùí. ¢ñá áíáìÝíïõìå íá åê�åëÝóïõìå 1
1−� ðñïóðåëÜóåéò ðñéí íá åí�ïðßóïõìåìßá êåíÞ èÝóç.



168 ÊåöÜëáéï 8. Áëãüñéèìïé ÁíáæÞ�çóçò�éá íá öèÜóïõìå ó�çí áí�ßó�ïé÷ç Ýêöñáóç ãéá �çí åðé�õ÷Þ áíáæÞ�çóç áñêåßíá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é �ï ðëÞèïò �ùí ðñïóðåëÜóåùí ãéá �çí åýñåóç åíüò êëåéäéïýéóïý�áé ìå �ï ðëÞèïò �ùí ðñïóðåëÜóåùí ðïõ åßíáé áðáñáß�ç�åò ãéá �çí åéóáãùãÞ�ïõ (äçëáäÞ, i − 1 ðñïóðåëÜóåéò óå êá�åéëçììÝíåò èÝóåéò êáé ìßá ðñïóðÝëáóçóå êåíÞ èÝóç). Óõíåðþò êá�áëÞãïõìå ü�é:E =
1n n−1
∑i=0

A =
1n n−1
∑i=0

m+ 1m− i+ 1

=
m+ 1n (Hm+1 −Hm−n+1) ≈

m+ 1n (ln(m+ 1)− ln(m− n+ 1))

=
m+ 1n ln

m+ 1m− n+ 1
≈ 1� ln

1

1− �
2Ó�éò ßäéåò åêöñÜóåéò ãéá �á E êáé A ìðïñïýìå íá êá�áëÞîïõìå ó�çñéæüìåíïéóå Ýíá äéáöïñå�éêü óêåð�éêü. ¸ó�ù ü�é ìå Pi óõìâïëßæïõìå �çí ðéèáíü�ç�á íááðáé�çèïýí áêñéâþò i ðñïóðåëÜóåéò ãéá ìßá áíåðé�õ÷Þ áíáæÞ�çóç, ïðü�å éó÷ýåé:A = 1 +

∞
∑i=0

i Pi¸ó�ù åðßóçò ü�é ìåQi óõìâïëßæïõìå �çí ðéèáíü�ç�á íá áðáé�çèïýí �ïõëÜ÷éó�ïíi ðñïóðåëÜóåéò, ïðü�å éó÷ýåé ç ó÷Ýóç:
∞
∑i=0

i Pi =

∞
∑i=1

QiÔï ðñüâëçìá, ëïéðüí, áíÜãå�áé ó�ïí ðñïóäéïñéóìü �ïõ Qi. �ñïöáíþò, éó÷ýåéQ1 = �, Q2 = Q1
n−1m−1 , åíþ ãåíéêþò éó÷ýåé:Qi =

nm n− 1m− 1
: : : n− i+ 1m− i+ 1

≤
( nm)i = �iÅðáíåñ÷üìåíïé ó�ç ó÷Ýóç ãéá �ï E(n) Ý÷ïõìå:A =

∞
∑i=1

Qi ≤ 1 + �+ �2 + �3 + : : : =
1

1− �



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 1698.7 Ôå�ñáãùíéêÞ ÁíáæÞ�çóçÇ åðßäïóç �çò ãñáììéêÞò áíáæÞ�çóçò äåí åßíáé éäéáß�åñá åëêõó�éêÞ êáé ïöåßëå�áéó�ï öáéíüìåíï �çò ðñù�åýïõóáò óõãêÝí�ñùóçò (primary 
lustering), äçëáäÞ�çò óýãêñïõóçò óå äéÜöïñåò ðåñéï÷Ýò �ïõ ðßíáêá êëåéäéþí ðïõ ðñïÝñ÷ïí�áéáðü äéáöïñå�éêÝò áñ÷éêÝò äéåõèýíóåéò, äçëáäÞ äåí åßíáé óõíþíõìá. �éá �çìåßùóç �çò ðñù�åýïõóáò óõãêÝí�ñùóçò óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ìç ãñáììéêÝòìÝèïäïé áíáæÞ�çóçò �çò åðüìåíçò äéáèÝóéìçò èÝóçò. Ìßá �Ý�ïéá ìÝèïäïò åßíáéç �å�ñáãùíéêÞ áíáæÞ�çóç (quadrati
 sear
h), ðïõ óêïðü Ý÷åé �ç ãñÞãïñçáðïìÜêñõíóç �ùí êëåéäéþí áðü �çí áñ÷éêÞ ðåñéï÷Þ óýãêñïõóçò. Óýìöùíá ìå�ç ìÝèïäï áõ�Þ ïé åðüìåíåò èÝóåéò ðïõ èá åîå�áóèïýí ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýíìå âÜóç �ç ó÷Ýóç: (
1 i2 + 
2 i+ key mod m) mod müðïõ i åßíáé ï áýîùí áñéèìüò �çò áíáæÞ�çóçò (äçëáäÞ, i = 0; 1; 2; : : :), åíþ �á
1 êáé 
2 åßíáé áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ó�ï Ó÷Þìá 8.6 ðáñïõóéÜæå�áé ç åéóáãùãÞ �çò ðñïçãïýìåíçò ïìÜäáò êëåéäéþíó�ïí ðßíáêá �ùí 11 èÝóåùí èåùñþí�áò ü�é 
1=1 êáé 
2=2. Åßíáé åýêïëç ãéá�ïí áíáãíþó�ç ç êá�áíüçóç �ïõ �ñüðïõ ðïõ ðñïêýð�ïõí ïé äéáäï÷éêÝò ìïñöÝòðïõ ðáßñíåé ï ðßíáêáò ìå�Ü �çí áðïèÞêåõóç �ùí êëåéäéþí 71, 56, 10 êáé 90áí�ßó�ïé÷á. Óçìåéþíå�áé ü�é �á êëåéäéÜ 56, 5 êáé 19 åéóÜãïí�áé ìå�Ü áðü 2, 3,êáé 3 ðñïóðÜèåéåò, áí�ßó�ïé÷á.0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 105212 71 5212 71 5212 71 5212 71
(a)(b)(g)(d) 56565655 10101990Ó÷Þìá 8.6: Ôå�ñáãùíéêüò êá�áêåñìá�éóìüò.Åðßóçò óçìåéþíå�áé ü�é ç ðñïçãïýìåíç ãåíéêÞ ó÷Ýóç ìðïñåß íá áðëïðïéçèåßùò åîÞò:

(i2 + key mod m) mod m�éá �çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ Ý÷åé áðïäåé÷èåß ü�é äåí åßíáé áðáñáß�ç�ï íá õðïëïãßæå�áé�ï �å�ñÜãùíï ðïõ åßíáé ÷ñïíïâüñá ðñÜîç, áëëÜ ç èÝóç üðïõ èá ãßíåé ç i-ïó�Þ óýãêñéóç ìðïñåß íá ðñïêýøåé ðñïóèÝ�ïí�áò 2 ìïíÜäåò ó�ï Üëìá, ðïõ



170 ÊåöÜëáéï 8. Áëãüñéèìïé ÁíáæÞ�çóçò÷ñçóéìïðïéÞèçêå ó�çí (i − 1)-ïó�Þ óýãêñéóç. Áõ�ü öáßíå�áé áðü �çí åðüìåíç�áõ�ü�ç�á, ðïõ ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìå ìáèçìá�éêÞ åðáãùãÞ:
1 + 3 + 5 + :::+ (2i− 1) = i2Ó�ç óõíÝ÷åéá äßíå�áé ç äéáäéêáóßá åéóáãùãÞò ìå �çí �å�ñáãùíéêÞ åîÝ�áóç, ðïõó�çñßæå�áé ó�çí áí�ßó�ïé÷ç äéáäéêáóßá �çò ãñáììéêÞò åîÝ�áóçò. Åßíáé åýêïëïãéá �ïí áíáãíþó�ç íá ìå�á�ñÝøåé �ç äéáäéêáóßá sear
h �çò ãñáììéêÞò åîÝ�áóçòþó�å íá éó÷ýåé ãéá �çí �å�ñáãùíéêÞ åîÝ�áóç.pro
edure quadrati
_insert(key)1. lo
ation <-- Hash(key);2. if A[lo
ation℄=0 then3. A[lo
ation℄ <-- key; return true;4. else5. 
ount <-- 0; in
rement <-- 1;6. repeat7. 
ount <-- 
ount+1;8. lo
ation <-- (lo
ation+in
rement) mod m;9. in
rement <-- in
rement+2;10. until (A[lo
ation℄=0) or (
ount=m div 2);11. if A[lo
ation℄=0 then12. A[lo
ation℄ <-- key; return true;13. else return false;¸íá ìåéïíÝê�çìá �çò ìåèüäïõ áõ�Þò åßíáé ü�é ãéá ìåñéêÝò �éìÝò �ïõ ìåãÝèïõò�ïõ ðßíáêá õðÜñ÷åé ðéèáíü�ç�á íá êá�áó�åß áäýíá�ç ç åéóáãùãÞ åíüò êëåéäéïý.ÅéäéêÜ áí m = 2k, �ü�å ìðïñåß íá ðñïóðåëáóèïýí ðïëý ëßãåò èÝóåéò �ïõ ðßíáêá,åíþ äéáöïñå�éêÞ åßíáé ç ðåñßð�ùóç üðïõ �ï m åßíáé ðñþ�ïò áñéèìüò. Ó�çíðåñßð�ùóç áõ�Þ ìðïñåß ç i-ïó�Þ åîÝ�áóç íá óõìðßð�åé ìå �çí (m − i)-ïó�ÞåîÝ�áóç.�ñü�áóç.Áí �ï m åßíáé ðñþ�ïò áñéèìüò, �ü�å êá�Ü �çí �å�ñáãùíéêÞ åîÝ�áóç ìðïñåß íáðñïóðåëáóèïýí ìüíï ïé ìéóÝò èÝóåéò �ïõ ðßíáêá.Áðüäåéîç.¸ó�ù ü�é ç i-ïó�Þ êáé ç j-ïó�Þ ðñïóðÜèåéá, üðïõ �ï j åßíáé ï ìéêñü�åñïò�Ý�ïéïò áêÝñáéïò, óõìðßð�ïõí ó�çí ßäéá èÝóç �ïõ ðßíáêá. Ôü�å éó÷ýåé:

(h+ i2) mod m = (h+ j2) mod m
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(j − i)× (j + i) = 0 mod mÅðåéäÞ �á j êáé i åßíáé Üíéóá ðñÝðåé íá éó÷ýåé:

(j + i) = 0 mod m¢ñá ðñÝðåé Þ �ï i Þ �ï j åßíáé ìåãáëý�åñá áðü m/2. 2ÅðåéäÞ éó÷ýåé ç ðñïçãïýìåíç ðñü�áóç ï ðßíáêáò èåùñåß�áé ðëÞñçò ü�áíéó÷ýåé 2n = m. (üðùò öáßíå�áé ó�á üñéá �çò åí�ïëÞò åëÝã÷ïõ until �çòåí�ïëÞò 10.) Ôï ðñüâëçìá áõ�ü �çò �å�ñáãùíéêÞò åîÝ�áóçò åðéëýå�áé ìåñéêÜìå �çí ðñüóèåóç äéáäï÷éêÜ �ùí üñùí �çò áêïëïõèßáò +1, {1, +4, {4, +9, {9êëð. åðÜíù ó�çí áñ÷éêÞ ðïóü�ç�á �çò lo
ation (åí�ïëÞ 1) êáé ìå êá�ÜëëçëçáíáãùãÞ ó�ï ìÝãåèïò �ïõ ðßíáêá.8.8 Äéðëüò Êá�áêåñìá�éóìüòÇ �å�ñáãùíéêÞ áíáæÞ�çóç áí�éìå�ùðßæåé �ï ðñüâëçìá �çò ðñù�åýïõóáò óõãêÝí�ñùóçò,õðïöÝñïõí üìùò áðü �ç ëåãüìåíç äåõ�åñåýïõóá óõãêÝí�ñùóç (se
ondary
lustering). Ï ëüãïò åßíáé åß�å ï �ñüðïò åðéëïãÞò �çò åðüìåíçò èÝóçò, ï ïðïßïòåßíáé êïéíüò ãéá üëá �á êëåéäéÜ, åß�å ç åîÜñ�çóç áðü �çí áñ÷éêÞ äéåýèõíóç üðïõêá�åõèýíå�áé Ýíá êëåéäß ðñïò áðïèÞêåõóç. Ôï ðñüâëçìá áõ�ü áí�éìå�ùðßæå�áéìå �çí �å÷íéêÞ �ïõ äéðëïý êá�áêåñìá�éóìïý (double hashing), ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßìßá äåý�åñç óõíÜñ�çóç ìå�áó÷çìá�éóìïý ãéá íá åí�ïðßóåé �çí åðüìåíç äéáèÝóéìçèÝóç. ÄçëáäÞ, Ýó�ù ü�é ÷ñçóéìïðïéåß�áé ç óõíÜñ�çóç �çò äéáßñåóçò:h1(key) = key mod mãéá �çí åýñåóç �çò áñ÷éêÞò èÝóçò áðïèÞêåõóçò �ïõ êëåéäéïý. Óå ðåñßð�ùóçóýãêñïõóçò ÷ñçóéìïðïéåß�áé ìßá Üëëç óõíÜñ�çóç ãéá íá äþóåé �çí áðüó�áóçóå èÝóåéò áðü �çí áñ÷éêÞ èÝóç. Óå ðåñßð�ùóç íÝáò óýãêñïõóçò ãßíå�áé äïêéìÞóå èÝóç ðïõ áðÝ÷åé �çí ßäéá áðüó�áóç áðü �ç èÝóç �çò äåý�åñçò óýãêñïõóçò.¸íá óõíçèéóìÝíï ðáñÜäåéãìá óõíÜñ�çóçò åðáíá-êá�áêåñìá�éóìïý åßíáé:h2(key) = (key ÷m) mod mÄçëáäÞ, ó�ç äåý�åñç áõ�Þ óõíÜñ�çóç ðñþ�á õðïëïãßæå�áé �ï ðçëßêï �ïõ êëåéäéïýäéáéñïýìåíïõ ìå �ï ìÞêïò �ïõ ðßíáêá, êá�üðéí õðïëïãßæå�áé �ï õðüëïéðï (êá�Ü



172 ÊåöÜëáéï 8. Áëãüñéèìïé ÁíáæÞ�çóçò�á ãíùó�Ü) ðïõ ðñïó�ßèå�áé ó�ï áðï�Ýëåóìá �çò h1(key). Óçìåéþíå�áé ü�é áí�ï õðïëïãéæüìåíï ðçëßêï åßíáé ßóï ìå 0, �ü�å áõèáßñå�á åîéóþíå�áé ìå 1. ¸�óéìå �ïí �ñüðï áõ�ü �á óõíþíõìá ðïõ óõãêñïýïí�áé óå ìßá áñ÷éêÞ èÝóç äåíáêïëïõèïýí �çí ßäéá äéáäñïìÞ ó�ïí ðßíáêá ãéá �çí åýñåóç ìßáò äéáèÝóéìçò èÝóçò.�ñÝðåé åðßóçò íá ðñïóå÷èåß þó�å �ï ìÝãåèïò �ïõ ðßíáêá íá åßíáé ðñþ�ïò áñéèìüò,ãéá�ß áëëéþò ãéá ìåñéêÜ êëåéäéÜ õðÜñ÷åé ç äõíá�ü�ç�á íá ìçí ðñïóðåëáóèïýíüëåò ïé èÝóåéò �ïõ ðßíáêá ãéá åîÝ�áóç. Áðü �á ðñïçãïýìåíá ãßíå�áé áí�éëçð�üãéá�ß ç ìÝèïäïò áõ�Þ ëÝãå�áé êáé ìÝèïäïò ãñáììéêïý ðçëßêïõ (linear quo-tient).Áò åîå�áóèåß êáé ðÜëé �ï ðáñÜäåéãìá åéóáãùãÞò ìå �éò ãíùó�Ýò �éìÝò êëåéäéþí.Ó�ï Ó÷Þìá 8.7 öáßíå�áé äéáäï÷éêÜ ç ìïñöÞ �ïõ ðßíáêá ìå�Ü �çí åéóáãùãÞ �ùíêëåéäéþí 71, 56, 10 êáé 90 áí�ßó�ïé÷á.0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 105212 71 5212 71 5212 71 5212 71
(a)(b)(g)(d) 565656 55 10101990Ó÷Þìá 8.7: Äéðëüò êá�áêåñìá�éóìüò.Ó�ç óõíÝ÷åéá äßíå�áé ç äéáäéêáóßá double insert ãéá �çí åéóáãùãÞ ó�ïé÷åßùíóå ðßíáêá ìå �ç ìÝèïäï �ïõ äéðëïý êá�áêåñìá�éóìïý. Ìå hash1 êáé hash2óõìâïëßæïí�áé ïé äýï óõíáñ�Þóåéò êá�áêåñìá�éóìïý ðïõ ðåñéãñÜöçêáí ðñïçãïõìÝíùò.pro
edure double_insert(key);1. lo
ation <-- hash1(key);2. if A[lo
ation℄=0 then3. A[lo
ation℄ <-- key; retutn true;4. else5. in
rement <-- Hash2(key);6. last <-- (lo
ation+(n-1)*in
rement) MOD m;7. repeat lo
ation <-- (lo
ation+in
rement) mod m8. until (A[lo
ation℄=0) or (lo
ation=last);9. if A[lo
ation℄=0 then10. A[lo
ation℄ <-- key;11. retutn true;12. else retutn false;



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 173�ñü�áóç.Ç ìÝóç �éìÞ �ïõ áñéèìïý �ùí óõãêñßóåùí ãéá �çí åðé�õ÷Þ êáé �çí áíåðé�õ÷ÞáíáæÞ�çóç óýìöùíá ìå �ç ìÝèïäï �ïõ äéðëïý êá�áêåñìá�éóìïý åßíáé áí�ßó�ïé÷á:E ≈ − ln(1− a)aA ≈ 1

1− aÁðüäåéîç.Ç ðéèáíü�ç�á êÜðïéá èÝóç íá åßíáé êá�åéëçììÝíç åßíáé a. ÅðïìÝíùò ãéá �çíáíåðé�õ÷Þ áíáæÞ�çóç éó÷ýåé:A =

m
∑k=1

k ak−1 (1− a) =

m
∑k=1

k ak−1 −
m
∑k=1

k ak
=

m
∑k=1

ak−1 −m amÁí �ï m åßíáé ðïëý ìåãÜëï, �ü�å ï áöáéñå�Ýïò åßíáé ðïëý ìéêñüò, åíþ �ïÜèñïéóìá ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò Üèñïéóìá áðåßñùí üñùí öèßíïõóáò áêïëïõèßáò.¸�óé ðñïêýð�åé ç áëÞèåéá �çò ðñü�áóçò.Ï áñéèìüò �ùí óõãêñßóåùí ãéá ìßá åðé�õ÷Þ áíáæÞ�çóç éóïý�áé ìå �ïí áñéèìü�ùí óõãêñßóåùí ãéá �çí åéóáãùãÞ �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ êëåéäéïý. Áí èåùñçèåß ü�é ïðßíáêáò äçìéïõñãåß�áé åéóÜãïí�áò �á êëåéäéÜ Ýíá-ðñïò-Ýíá, �ü�å ï ðáñÜãïí�áòöüñ�ùóçò áõîÜíåé êá�Ü ìéêñÜ âÞìá�á. ¢ñá ç �éìÞ �ïõ E éóïý�áé ìå �ï ìÝóï üñï�ùí �éìþí �ïõ A, êáèþò ï ðáñÜãïí�áò öüñ�ùóçò áõîÜíåé áðü 0 ùò a. Óõíåðþò:E =
1a ∫ a

0
Á da =

1a ∫ a
0

1

1− a daáðü üðïõ ðñïêýð�åé ç áí�ßó�ïé÷ç áëÞèåéá �çò ðñü�áóçò. 28.9 Êá�áêåñìá�éóìüò ìå ÁëõóßäåòÁíáöÝñáìå ü�é ç ïéêïãÝíåéá �ùí ìåèüäùí �ïõ êëåéó�ïý êá�áêåñìá�éóìïý äåí÷ñçóéìïðïéåß åðéðëÝïí ÷þñï ðÝñáí �ïõ ÷þñïõ �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ ðßíáêá. ÌßáÜëëç ìåãÜëç ïéêïãÝíåéá ìåèüäùí êá�áêåñìá�éóìïý, ç ïéêïãÝíåéá �çò áíïéê�Þòäéåýèõíóçò (open addressing), ÷ñçóéìïðïéåß áëõóßäåò ðïõ îåêéíïýí áðü �éòm èÝóåéò �ïõ ðßíáêá êáé ìðïñïýí íá åðåê�áèïýí äõíáìéêÜ. Óå åðßðåäï �ýðùí



174 ÊåöÜëáéï 8. Áëãüñéèìïé ÁíáæÞ�çóçòõðïèÝ�ïõìå ü�é õðÜñ÷åé ìßá äïìÞ re
ord ìå äýï ðåäßá, üðïõ �ï ðñþ�ï ðåäßï dataáöïñÜ ó�á êáèáñÜ äåäïìÝíá, åíþ �ï äåý�åñï ðåäßï ptr ðáñéó�Ü �ï äåßê�ç ðñïò�ïí åðüìåíï êüìâï �çò áëõóßäáò. Ôï äéðëáíü ó÷Þìá äåß÷íåé Ýíá ðáñÜäåéãìá�çò äïìÞò áõ�Þò ìå m = 11 êáé n = 8 (�á ßäéá êëåéäéÜ ìå �ï ðñïçãïýìåíïðáñÜäåéãìá). �éï óõãêåêñéìÝíá, ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå õðüøç ü�é ç ðáñáëëáãÞ áõ�ÞëÝãå�áé ìÝèïäïò ìå îå÷ùñéó�Ýò áëõóßäåò (separate 
haining) êáèþò õðÜñ÷åéêáé ç ìÝèïäïò �ùí óýìöõ�ùí áëõóßäùí (
oales
ed 
haining), ç ïðïßá üìùòäåí èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé ó�ç óõíÝ÷åéá. Ï øåõäïêþäéêáò 
hainsear
h ðïõáêïëïõèåß äåß÷íåé �ç äéáäéêáóßá åðé�õ÷ïýò êáé áíåðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçò.0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101956 512 71 105290? ? ? ? ?

? ? ?Ó÷Þìá 8.8: Êá�áêåñìá�éóìüò ìå áëõóßäåò.pro
edure 
hainsear
h(key);1. address <-- hash(key); j <-- A[address℄;2. while (j<>nil) do3. if j.data=key then return true4. else j <-- j.ptr5. return false�ñü�áóç.Ç ìÝóç �éìÞ �ïõ áñéèìïý �ùí óõãêñßóåùí êá�Ü �çí áíáæÞ�çóç óå êá�ñáêåñìá�éóìüìå áëõóßäåò, óå ðåñßð�ùóç åðé�õ÷ïýò êáé áíåðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçò åßíáé áí�éó�ïß÷ùò:E = 1 +
�
2
− 1

2mêáé A ≈ 1 + �Áðüäåéîç.Èá åîå�Üóïõìå êá�'áñ÷Þí �çí ðåñßð�ùóç �çò áíåðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçò. ÕðïèÝ�ïí�áòìßá �õ÷áßá óõíÜñ�çóç êá�áêåñìá�éóìïý, áíáìÝíïõìå ü�é êÜèå êëåéäß èá êá�åõèõíèåß



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 175óå ïðïéáäÞðï�å èÝóç áðü �éò m èÝóåéò �ïõ ðßíáêá ìå �çí ßäéá ðéèáíü�ç�á 1=m(åí�ïëÞ 1). Ó�ç óõíÝ÷åéá ç áíáæÞ�çóç èá óõíå÷éóèåß ó�çí áí�ßó�ïé÷ç áëõóßäá(åí�ïëÝò 3-5), ðïõ èá �ç äéáó÷ßóåé ìÝ÷ñé �ï �Ýëïò �çò, þó�å íá åðéó�ñáöåß çÝíäåéîç false. ÅðïìÝíùò, ç åðßäïóç åîáñ�Ü�áé áðü �ï ìÞêïò �çò áëõóßäáò,êáé åö'üóïí óõíïëéêÜ Ý÷ïõí åéóá÷èåß n êëåéäéÜ óå üëåò �éò m áëõóßäåò, Ýðå�áéü�é �ï ìÝóïò ìÞêïò �çò áëõóßäáò åßíáé n=m = �. ¢ñá, ç ðïëõðëïêü�ç�á �çòáíåðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçò åßíáé È(1+�) ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç.�éá íá åîå�Üóïõìå �çí ðåñßð�ùóç �çò åðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçò èá õðïèÝóïõìåü�é êÜèå íÝï êëåéäß åéóÜãå�áé ó�ï �Ýëïò �çò áí�ßó�ïé÷çò áëõóßäáò. ÅðïìÝíùò �ïðëÞèïò �ùí ðñïóðåëÜóåùí ðïõ èá ðñáãìá�ïðïéçèïýí ãéá ìßá åðé�õ÷Þ áíáæÞ�çóçåßíáé ìßá ìïíÜäá ðåñéóóü�åñï áðü �ï ðëÞèïò ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá �çí åéóáãùãÞ�ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ êëåéäéïý. ¼�áí åéóÜãå�áé �ï i-ïó�ü êëåéäß, �ï ìÞêïò �çòáí�ßó�ïé÷çò áëõóßäáò åßíáé (i− 1)=m. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé:E =
1n n
∑i=1

(

1 +
i− 1m )

= 1 +
1nm n
∑i=1

(i− 1)

= 1 +
1nm (n− 1)n

2
= 1 +

�
2
− 1

2mÓõíåðþò êáé ðÜëé ðñïêýð�åé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé È(1 + �) ó�ç ìÝóçðåñßð�ùóç. 2Ó�ï óçìåßï áõ�ü ðñÝðåé íá ðñïóå÷èåß ü�é ó�çí ðåñßð�ùóç �çò áíïéê�Þòäéåýèõíóçò éó÷ýåé � ≤ 1, áëëÜ ó�çí ðåñßð�ùóç �ùí áëõóßäùí äåí éó÷ýåé áõ�üò ïðåñéïñéóìüò. ÅðïìÝíùò ç åðßäïóç �çò åðé�õ÷ïýò êáé �çò áíåðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçòåßíáé éêáíïðïéç�éêÞ ü�áí �ï n åßíáé �çò �Üîçò �ïõ m, åðïìÝíùò �ï � åßíáé �çò�Üîçò �çò ìïíÜäáò.8.10 ÂéâëéïãñáöéêÞ ÓõæÞ�çóçÇ äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç áðáó÷üëçóå �ïõò åñåõíç�Ýò �çò �ëçñïöïñéêÞò ó�éò áñ÷Ýò�çò äåêáå�ßáò �ïõ 1970. Ïé ðñþ�åò áíáëýóåéò �çò ìåèüäïõ áíáöÝñïí�áé ó�áÜñèñá [42, 74℄. Ôçí ðåñßïäï åêåßíç ç ìÝèïäïò Þ�áí äçìïöéëÞò êáé åêäï÷Ýò �çòäçìïóéåýïí�áí óå ðëÞèïò âéâëßùí êáé Üñèñùí. Ùó�üóï, �ü�å äåí Þ�áí ðñïöáíÝòáõ�ü ðïõ åßíáé óÞìåñá. Ó�ï Üñèñï [84℄ ðáñïõóéÜæïí�áé êáé áíáëýïí�áé �á ëÜèçðïõ åß÷áí ðáñåéóöñÞóåé óå 26 äçìïóéåýóåéò �çò åðï÷Þò ó÷å�éêÜ ìå �ï èÝìá. ÅîÜëëïõ ï Bentley éó÷õñßæå�áé ëßãïé ðñïãñáììá�éó�Ýò ìðïñïýí íá êùäéêïðïéÞóïõí�ç ìÝèïäï ÷ùñßò ëÜèç ìÝóá óå äýï þñåò [7℄. �åíéêåýóåéò �çò ìåèüäïõ ìðïñïýííá âñåèïýí ó�á Üñèñá [48, 83℄.



176 ÊåöÜëáéï 8. Áëãüñéèìïé ÁíáæÞ�çóçòÄçìïöéëÞò ìÝèïäïò áíáæÞ�çóçò õðÞñîå êáé ç áíáæÞ�çóç ìå ðáñåìâïëÞ.�ñï�Üèçêå �ï 1977 áðü �ïõò Perl-Reingold [126℄ êáé åí óõíå÷åßá ìåëå�Þèçêåó�á Üñèñá [19, 56, 86, 125℄, áõ�Þ êáèþò êáé ïé ðáñáëëáãÝò �çò ìå óåéñéáêÞáíáæÞ�çóç [55℄ êáé ìå äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç [136℄. Ïé ðáñáëëáãÝò Alternate êáéRetrieve äéáð�õðþèçêáí áðü �ïí Willard [172℄.�Ýñáí �ùí äýï áõ�þí ìåèüäùí, ó�ç âéâëéïãñáößá áíáöÝñïí�áé êáé ÜëëåòìÝèïäïé, ðïõ üìùò äåí Üí�åîáí ó�ï ÷ñüíï. �éá ðáñÜäåéãìá, áíáöÝñå�áé ç Fi-bona

ian ìÝèïäïò [40, 120℄, ç áíáæÞ�çóç Üëìá�ïò [150, 73℄ êáé ç ðïëõùíõìéêÞáíáæÞ�çóç [149℄.Ç ìÝèïäïò �ïõ êá�áêåñìá�éóìïý õðÞñîå åîßóïõ äçìïöéëÞò êáé åñåõíÞèçêåóå âÜèïò �éò äåêáå�ßåò �ïõ 1970 êáé 1980. Ïé ðñþ�åò âáóéêÝò åñãáóßåò ó÷å�éêÜìå �ïí êá�áêåñìá�éóìü Þ�áí �á Üñèñá [103, 127℄. Ó÷å�éêÜ ìå �çí åðéëïãÞ �çòêá�Üëëçëçò óõíÜñ�çóçò êá�áêåñìá�éóìïý åßíáé �á Üñèñá [75, 107℄. Èåìåëéù�Ýò�çò �å�ñáãùíéêÞò ìåèüäïõ Þ�áí ïé Bell êáé Radke [5, 129℄, åíþ áí�ßó�ïé÷áó�ï äéðëü êá�áêåñìá�éóìü áíáöÝñïí�áé �á Üñèñá [63, 94℄. Êá�Ü êáéñïýò Ý÷ïõíåìöáíéóèåß äéÜöïñåò åðéóêïðÞóåéò �çò ðåñéï÷Þò, üðùò �á Üñèñá [30, 89, 104,146℄. Ôï âéâëßï �ùí Gonnet-BeazaYates óõìðåñéëáìâÜíåé óå óõíïð�éêü �ñüðïðëÞèïò ìåèüäùí êá�áêåñìá�éóìïý êáé áí�ßó�ïé÷åò áíáëýóåéò [53℄. Ôç äåêáå�ßá�ïõ 1990 ç Ýñåõíá ó�ñÜöçêå ó�ç ó÷åäßáóç äõíáìéêþí ìåèüäùí êá�áêåñìá�éóìïýãéá ÷ñÞóç óå äåõ�åñåýïõóá ìíÞìç êáé ðñïÝêõøáí ðïëëÝò íÝåò ìÝèïäïé. ÏéìÝèïäïé áõ�Ýò äåí èá åîå�áóèïýí ó�á ðëáßóéá �ïõ âéâëßïõ áõ�ïý, êáèþò �áéñéÜæïõíðåñéóóü�åñï ó�ï áí�éêåßìåíï �ùí ÂÜóåùí ÄåäïìÝíùí (Data Bases). Ùó�üóï,ï åíäéáöåñüìåíïò áíáãíþó�çò ðáñáðÝìðå�áé ó�çí åðéóêüðçóç [34℄.Ç ¢óêçóç 4 âáóßæå�áé ó�ï Üñèñï [44℄, ç ¢óêçóç 7 ó�ï Üñèñï [12℄, ç ¢óêçóç9 ó�ï Üñèñï [49℄, ç ¢óêçóç 10 ó�á Üñèñá [98, 99℄, ç ¢óêçóç 11 ó�ï Üñèñï [91℄,åíþ ç ¢óêçóç 12 ó�ï Üñèñï [3℄.8.11 ÁóêÞóåéò1. Íá âñåèåß ç ìÝóç �éìÞ �ïõ áñéèìïý �ùí áíáæç�Þóåùí ãéá �çí ðåñßð�ùóç �çòáíåðé�õ÷ïýò óåéñéáêÞò áíáæÞ�çóçò óå �áîéíïìçìÝíï ðßíáêá. Íá èåùñçèåßü�é ç ðéèáíü�ç�á áíáæÞ�çóçò åíüò áíýðáñê�ïõ êëåéäéïý áðü �á äçìéïõñãïýìåíáäéáó�Þìá�á ìå�áîý �ùí êëåéäéþí åßíáé ßóç ãéá üëá �á äéáó�Þìá�á.2. Äßíå�áé �áîéíïìçìÝíïò ðßíáêáò ìå n ó�ïé÷åßá, üðïõ åðé�ñÝðå�áé ç ýðáñîçðïëëáðëþí �éìþí. Íá �ñïðïðïéçèåß ï áëãüñéèìïò �çò äõáäéêÞò áíáæÞ�çóçò,þó�å íá âñßóêåé �çí ðñþ�ç åìöÜíéóç �ïõ áíáæç�ïýìåíïõ êëåéäéïý óå ÷ñüíï�çò �Üîçò È(log n).



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 1773. Äßíå�áé �áîéíïìçìÝíïò ðßíáêáò ìå n ó�ïé÷åßá, üðïõ åðé�ñÝðå�áé ç ýðáñîçðïëëáðëþí �éìþí. Íá �ñïðïðïéçèåß ï áëãüñéèìïò �çò äõáäéêÞò áíáæÞ�çóçò,þó�å íá âñßóêåé �ï ìåãáëý�åñï êëåéäß ðïõ åßíáé ìéêñü�åñï áðü �ï áíáæç�ïýìåíïêëåéäß, �ï ïðïßï üìùò äåí õðÜñ÷åé (áíåðé�õ÷Þò áíáæÞ�çóç). Áí �ï áíáæç�ïýìåíïåßíáé �ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá, �ü�å íá åðéó�ñÝöå�áé ìÞíõìáëÜèïõò.4. Ç ìÝèïäïò �ùí ðáñáãåìéóìÝíùí ëéó�þí (padded lists) ðñïóðáèåß íáâåë�éþóåé �ç äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç ÷ñçóéìïðïéþí�áò äýï ðßíáêåò ßóïõ ìåãÝèïõò:Ýíá ðßíáêá ãéá äåäïìÝíá êáé Ýíá ðßíáêá ãéá ëïãéêÝò óçìáßåò. Áñ÷éêÜ ïðßíáêáò äåäïìÝíùí ðåñéÝ÷åé êáé êÜðïéåò êåíÝò èÝóåéò ïìïéüìïñöá äéáìïéñáóìÝíåòìå�áîý �ùí êá�åéëçììÝíùí èÝóåùí. Ó�éò êåíÝò áõ�Ýò èÝóåéò áðïèçêåýïí�áé�õ÷áßåò �éìÝò Ý�óé þó�å ï ðßíáêáò íá ðáñáìÝíåé �áîéíïìçìÝíïò, åíþ ïéáí�ßó�ïé÷åò èÝóåéò �ïõ ðßíáêá óçìáéþí ðáßñíïõí �éìÝò false. Ç áíáæÞ�çóçåíüò êëåéäéïý ãßíå�áé ó�ïí ðßíáêá äåäïìÝíùí êá�Ü �á ãíùó�Ü, áëëÜ ðáñÜëëçëáåëÝã÷å�áé áí ç áí�ßó�ïé÷ç ëïãéêÞ óçìáßá åßíáé true. Óå ðåñßð�ùóç äéáãñáöÞòç óçìáßá áðü true ãßíå�áé false. ÔÝëïò, áí óå ðåñßð�ùóç åéóáãùãÞò çèÝóç äåí åßíáé êá�åéëçììÝíç, �ü�å ç óçìáßá áðü false ãßíå�áé true, åíþáí ç èÝóç åßíáé êá�åéëçììÝíç, �ü�å áêïëïõèåß�áé ìßá äéáäéêáóßá ïëéóèÞóåùí.�éá ìåãáëý�åñç áðï�åëåóìá�éêü�ç�á ðåñéïäéêÜ áðáé�åß�áé ç áíáäéïñãÜíùóç�ùí ðéíÜêùí, Ý�óé þó�å ïé êåíÝò èÝóåéò íá ìïéñÜæïí�áé êáé ðÜëé ïìïéüìïñöáìå�áîý �ùí êá�åéëçììÝíùí èÝóåùí. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèïýíáëãüñéèìïé õëïðïßçóçò �ùí äéáöüñùí ëåé�ïõñãéþí �ùí ðáñáãåìéóìÝíùíëéó�þí (äçëáäÞ, åéóáãùãÞ, äéáãñáöÞ, áíáæÞ�çóç).5. Ìå âÜóç �çí äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß ìÝèïäïòáíáæÞ�çóçò óå �áîéíïìçìÝíï ðßíáêá ðïõ íá �ïí �ñé÷ï�ïìåß (áí�ß íá �ïíäé÷ï�ïìåß).6. �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á 3 Ü�ïìá ìå�áîý 100 �õ÷áßùí á�üìùí íá Ý÷ïõíãåíÝèëéá �çí ßäéá çìÝñá;7. ¸ó�ù Ýíáò ðßíáêáò ìå n �áîéíïìçìÝíá ó�ïé÷åßá, üðïõ n = i × j. ¸�óé÷ùñßæïõìå �ïí ðßíáêá óå i õðïðßíáêåò ìå j ó�ïé÷åßá ï êáèÝíáò. �ñïêåéìÝíïõíá øÜîïõìå Ýíá êëåéäß ðñþ�á �ï óõãêñßíïõìå ìå óåéñéáêü �ñüðï ìå �ï�åëåõ�áßï êëåéäß �ïõ êÜèå õðïðßíáêá. Ìå �ïí �ñüðï áõ�ü êá�áëáâáßíïõìåóå ðïéüí õðïðßíáêá ðñÝðåé íá óõíå÷éóèåß ç áíáæÞ�çóç. Óå ðåñßð�ùóçåðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçò, ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç èá åê�åëåóèïýí i + jóõãêñßóåéò, ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç èá åê�åëåóèïýí i+1
2 + j+1

2 óõãêñßóåéò.�éá ðïéÝò �éìÝò �ùí i; j ç åðßäïóç âåë�éó�ïðïéåß�áé;
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i. Õðï�ßèå�áéü�é áíáæç�åß�áé �ï key ó�ïí �áîéíïìçìÝíï ðßíáêá A[0..n-1℄. Áí �ïêëåéäß âñåèåß, �ü�å ç ìå�áâëç�Þ position åðéó�ñÝöåé �ç èÝóç �ïõ, áëëéþòåðéó�ñÝöåé 0. Óçìåéþíå�áé, åðßóçò, ü�é ç åí�ïëÞ while õðïëïãßæåé �ïíáñéèìü Fibona

i ðïõ åßíáé áìÝóùò ìåãáëý�åñïò �ïõ n. Íá áíáëõèåß çðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ.pro
edure Fibona

i(key,position)j<--1;while F(j)<n+1 do j<--j+1;done <-- false;mid <-- n-F(j-2)+1; f1 <-- F(j-2); f2 <-- F(j-3);while (not done) and (key<>A[mid℄) doif (mid<=0) or (key>A[mid℄) thenif f1=1 thendone <-- true;elsemid <-- mid+f2; f1 <-- f1-f2; f2 <-- f2-f1;else if f2=0 then done <-- true;elsemid <-- mid-f2; temp <-- f1-f2; f1 <-- f2; f2 <-- temp;if done then position <-- 0 else position <-- mid9. ¸ó�ù Ýíáò ðýñãïò ìå n ïñüöïõò, åíþ åðßóçò ìáò äßíå�áé ìßá ëÜìðá êáéðñÝðåé íá âñïýìå �ï ÷áìçëü�åñï üñïöï áðü �ïí ïðïßï èá óðÜóåé, áí�çí áöÞóïõìå óå åëåýèåñç ð�þóç. Ç ðñþ�ç ëýóç åßíáé íá áñ÷ßóïõìåáðü �ïí ðñþ�ï üñïöï êáé íá óõíå÷ßóïõìå ðñïò �ï äåý�åñï, �ñß�ï êëðìÝ÷ñé íá âñïýìå �çí áðÜí�çóç. �ñïöáíþò ç ëýóç áõ�Þ Ý÷åé ãñáììéêÞðïëõðëïêü�ç�á. Íá ó÷åäéáóèïýí äýï áëãüñéèìïé ìç ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áòãéá �çí åýñåóç �çò áí�ï÷Þò �çò ëÜìðáò, åíþ ìáò äéá�ßèåí�áé äýï ëÜìðåòãéá �çí åê�Ýëåóç �ïõ ðåéñÜìá�ïò. Íá áðïäåé÷èåß ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõêÜèå áëãïñßèìïõ.10. Óõ÷íÜ ðáñïõóéÜæå�áé ç áíÜãêç áíáæÞ�çóçò k êëåéäéþí óå Ýíá �áîéíïìçìÝíïðßíáêá n ó�ïé÷åßùí. Íá ó÷åäéáóèïýí êáé íá áíáëõèïýí �ñåéò áëãüñéèìïéìáæéêÞò áíáæÞ�çóçò, üðïõ äçëáäÞ �á êëåéäéÜ íá áíáæç�ïýí�áé ìå ìßáêëÞóç �ïõ áëãïñßèìïõ êáé ü÷é ìå äéáäï÷éêÝò k êëÞóåéò. Ïé �ñåéò áëãüñéèìïéíá ó�çñßæïí�áé ó�ç óåéñéáêÞ, �ç äõáäéêÞ êáé �çí áíáæÞ�çóç ðáñåìâïëÞò.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 17911. Ç ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç ìå äéá÷ùñéóìü �çò áêïëïõèßáò (split se-quen
e linear sear
h) ëåé�ïõñãåß ùò åîÞò. ¸ó�ù ü�é êá�Ü �çí åéóáãùãÞåíüò êëåéäéïý key åöáñìüæå�áé ç óõíÜñ�çóç êá�áêåñìá�éóìïý hash(key)êáé ðñïêýð�åé ìßá èÝóç i �ïõ ðßíáêá, ç ïðïßá üìùò åßíáé êá�åéëçììÝíç. Áí�ï êëåéäß ðïõ åßíáé áðïèçêåõìÝíï ó�ç èÝóç i åßíáé ìåãáëý�åñï (ìéêñü�åñï)áðü �ï áíáæç�ïýìåíï êëåéäß, �ü�å ç åðüìåíç èÝóç üðïõ èá óõíå÷éóèåß çóýãêñéóç äßíå�áé áí�ßó�ïé÷á áðü �éò ó÷Ýóåéò:
(hash(key) + 
1) mod m êáé (hash(key) + 
2) mod müðïõ �á 
1 êáé 
2 åßíáé äýï Üíéóåò áêÝñáéåò ó�áèåñÝò. ¸�óé äçìéïõñãïýí�áéäýï áêïëïõèßåò èÝóåùí, üðïõ èá êá�åõèõíèïýí �á óõíþíõìá êáé ç ðñù�åýïõóáóõãêÝí�ñùóç ðñÜãìá�é ìåéþíå�áé. Íá ó÷åäéáóèåß ç ìÝèïäïò ó�éò ëåð�ïìÝñåéÝò�çò (äçëáäÞ, åéóáãùãÞ, äéáãñáöÞ, áíáæÞ�çóç) êáé íá áíáëõèåß ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóÞ �çò.12. Ï �áîéíïìçìÝíïò êá�áêåñìá�éóìüò (ordered hashing) ìðïñåß íá åöáñìïóèåß�üóï ìå �ç ãñáììéêÞ êáé �ç ìç ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç, üóï êáé ìå �ï äéðëüêá�áêåñìá�éóìü. Óýìöùíá ìå �ç ìÝèïäï áõ�Þ ü�áí ðñïêýð�åé óýãêñïõóçêá�Ü �çí åéóáãùãÞ, �ü�å �ç óõãêåêñéìÝíç èÝóç êá�áëáìâÜíåé �ï êëåéäßìå �ç ìéêñü�åñç �éìÞ åê�ïðßæïí�áò �ï êëåéäß ìå �ç ìåãáëý�åñç �éìÞ, �ïïðïßï ðñÝðåé íá åðáíá-åéóá÷èåß. Íá ó÷åäéáóèïýí ïé áëãüñéèìïé åéóáãùãÞò,äéáãñáöÞò êáé áíáæÞ�çóçò. Íá áíáëõèåß ç åðé�õ÷Þò êáé ç áíåðé�õ÷ÞòáíáæÞ�çóç ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ïõ �áîéíïìçìÝíïõ äéðëïý êá�áêåñìá�éóìïý.13. Áí åßíáé ãíùó�Þ åê �ùí ðñï�Ýñùí ç ðéèáíü�ç�á áíáæÞ�çóçò êÜèå êëåéäéïý,�ü�å íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß ç äéáäéêáóßá åéóáãùãÞò, äéáãñáöÞòêáé áíáæÞ�çóçò ãéá ìßá ðáñáëëáãÞ ãéá �ç ìÝèïäï êá�áêåñìá�éóìïý ìåáëõóßäåò, ç ïðïßá íá åêìå�áëëåýå�áé áõ�ü �ï ãåãïíüò.
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182 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé ÔáîéíüìçóçòÇ �áîéíüìçóç (sorting) �ïðïèå�åß Ýíá óýíïëï êüìâùí Þ åããñáöþí óå ìßáéäéáß�åñç óåéñÜ (áýîïõóá Þ öèßíïõóá) ìå âÜóç �çí �éìÞ �ïõ (ðñù�åýïí�ïò)êëåéäéïý �çò åããñáöÞò. Óêïðüò �çò �áîéíüìçóçò åßíáé ó�ç óõíÝ÷åéá ç äéåõêüëõíóç�çò áíáæÞ�çóçò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ óõíüëïõ. �éá ðáñÜäåéãìá, åßíáéãíùó�ü ü�é ç áíáæÞ�çóç åíüò êëåéäéïý óå ìç �áîéíïìçìÝíï ðßíáêá ìå n åããñáöÝòãßíå�áé óåéñéáêÜ ìå óõãêñßóåéò �çò �Üîçò Ï(n), åíþ óå �áîéíïìçìÝíï ðßíáêá çäõáäéêÞ áíáæÞ�çóç áðáé�åß êüó�ïò �çò �Üîçò O(log n). Ç ÷ñçóéìü�ç�á �çò�áîéíüìçóçò áðïäåéêíýå�áé ó�çí ðñÜîç óå ðåñéð�þóåéò áíáæÞ�çóçò áñéèìç�éêþíÞ áëöáâç�éêþí äåäïìÝíùí, üðùò óå âéâëéïèçêïíïìéêÜ óõó�Þìá�á, ëåîéêÜ, �çëåöùíéêïýòêá�áëüãïõò, êá�áëüãïõò öüñïõ åéóïäÞìá�ïò êáé ãåíéêÜ ðáí�ïý üðïõ ãßíå�áéáíáæÞ�çóç áðïèçêåõìÝíùí áí�éêåßìåíùí. Ó�ç óõíÝ÷åéá äßíå�áé Ýíáò �õðéêüòïñéóìüò �çò �áîéíüìçóçò.Ïñéóìüò.ÄïèÝí�ùí �ùí ó�ïé÷åßùí a1; a2; : : : ; ; an ç �áîéíüìçóç óõíßó�á�áé ó�ç äéÜ�áîçò(permutation) �çò èÝóçò �ùí ó�ïé÷åßùí, þó�å íá �ïðïèå�çèïýí óå ìßá óåéñÜak1
; ak2

; : : :, akn Ý�óé þó�å, äïèåßóçò ìßáò óõíÜñ�çóçò äéÜ�áîçò (ordering fun
-tion), f , íá éó÷ýåé: f(ak1
) ≤ f(ak2

) ≤ : : : ≤ f(akn)

2Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é ç ðñïçãïýìåíç óõíÜñ�çóç äéÜ�áîçò ìðïñåß íá �ñïðïðïéçèåß,þó�å íá êáëýð�åé êáé �çí ðåñßð�ùóç üðïõ ç �áîéíüìçóç ãßíå�áé ìå öèßíïõóá�Üîç (des
ending sequen
e) ìåãÝèïõò �ïõ êëåéäéïý. Ó�ç ãåíéêü�åñç ðåñßð�ùóçìðïñåß íá èåùñçèåß ü�é ç �áîéíüìçóç ó�çñßæå�áé óå äýï Þ ðåñéóóü�åñá êëåéäéÜ�çò åããñáöÞò. �éá ðáñÜäåéãìá, óå ðïëëÜ ðáé÷íßäéá �çò �ñÜðïõëáò ïé ðáßê�åò�áîéíïìïýí �á ÷áñ�éÜ �ïõò ìå ðñþ�ï êëåéäß �ï ÷ñþìá �ïõ öýëëïõ (ð÷. ìðáó�ïýíéá,óðáèéÜ, êáñÜ êáé êïýðåò) êáé ìå äåý�åñï êëåéäß �çí áîßá �ïõ öýëëïõ (ð÷. ¢óóïò,ÑÞãáò, Í�Üìá, ÂáëÝò, 10, ..., 2).¼ðùò ãíùñßæïõìå áðü �ï ìÜèçìá �ùí Äïìþí ÄåäïìÝíùí, �ï áí�éêåßìåíï�çò �áîéíüìçóçò åßíáé ðïëý ðëïýóéï êáèþò ìðïñåß íá åöáñìïóèåß óå ðïëëÜðåñéâÜëëïí�á (üðùò, åóù�åñéêÞ (internal) �áîéíüìçóç ó�çí êýñéá ìÞíç Þ åîù�åñéêÞ(external) �áîéíüìçóç ó�ç äåõ�åñåýïõóá ìíÞìç), êáé õðü ðïëëÝò óõíèÞêåò (üðùò,åðé�ïðßùò (in situ, in pla
e) Þ ìå åðéðëÝïí ÷þñï, ùò ðñïò �ç ó�á�éó�éêÞêá�áíïìÞ �ùí êëåéäéþí ðñïò �áîéíüìçóç êëð.). Ó�ï êåöÜëáéï áõ�ü èá åîå�Üóïõìååê íÝïõ �ïõò ãíùó�ïýò áëãïñßèìïõò åóù�åñéêÞò �áîéíüìçóçò þó�å íá áðïäåßîïõìåêáé �õðéêÜ �éò (ãíùó�Ýò åî Üëëïõ) åêöñÜóåéò �ùí ðïëõðëïêï�Þ�ùí �ïõò. Áñ÷éêÜèá åîå�Üóïõìå ìåèüäïõò �áîéíüìçóçò ðïõ âáóßæïí�áé ó�ç óýãêñéóç, åíþ ó�çóõíÝ÷åéá èá ìåëå�Þóïõìå Üëëåò ìåèüäïõò. Åðßóçò, èá áðáí�Þóïõìå ó�ï åíäéáöÝñïí



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 183åñþ�çìá: \�üóï ãñÞãïñá ìðïñåß íá ãßíåé ç �áîéíüìçóç", ìå óêïðü íá áðïäåßîïõìå�ï èåùñç�éêü üñéï �çò ðïëõðëïêü�ç�áò �ùí áëãïñßèìùí �áîéíüìçóçò.9.1 Ôáîéíüìçóç ìå ÅéóáãùãÞÁñ÷éêÜ èá åîå�Üóïõìå �ïí áëãüñéèìï �çò �áîéíüìçóçò ìå åéóáãùãÞ êáé èáêá�áëÜâïõìå �ç óõìðåñéöïñÜ �ïõ óå äýï ðåñéð�þóåéò: äßíïí�áò ó�çí åßóïäï�ïõò ðßíáêåò Á1=[1,2,3,4,5,6℄ êáé Á2=[6,5,4,3,2,1℄, ìå ó�ïé÷åßá ðïõ åßíáé Þäç�áîéíïìçìÝíá Þ áí�ßó�ñïöç óåéñÜ �áîéíïìçìÝíá. �áñá�çñïýìå ü�é ïé ðåñéð�þóåéòáõ�Ýò åßíáé áêñáßåò êáé äåí ìðïñïýí íá ÷áñáê�çñéóèïýí ùò ç ìÝóç ðåñßð�ùóç,ç ðåñßð�ùóç äçëáäÞ üðïõ �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá åìöáíßæïí�áé ìå ìßá �õ÷áßáóåéñÜ. Ìå �çí ßäéá ðñïóÝããéóç èá áó÷ïëçèïýìå ìå �çí �áîéíüìçóç ìå åðéëïãÞó�ï áìÝóùò åðüìåíï ÊåöÜëáéï 9.2. Áêïëïõèåß ï øåõäïêþäéêáò ãéá �ïí áëãüñéèìüìáò. pro
edure insert1. for i <-- 2 to n do2. x <-- A[i℄;3. j <-- i-1;4. while j>0 and x<A[j℄ do5. A[j+1℄ <-- A[j℄6. j <-- j-17. A[j+1℄ <-- xÇ ìÝèïäïò áõ�Þ äéáêñßíåé �ïí ðßíáêá óå äýï �ìÞìá�á: �çí áêïëïõèßá ðçãÞò(sour
e sequen
e) êáé �çí áêïëïõèßá ðñïïñéóìïý (destimation sequen
e). ÄçëáäÞ,ëáìâÜíåé ó�ïé÷åßá áðü �çí áêïëïõèßá ðçãÞò êáé �á êá�åõèýíåé ó�ç óùó�Þ èÝóçó�çí áêïëïõèßá ðñïïñéóìïý. ¸�óé êÜèå öïñÜ �ï ìÝãåèïò �çò áêïëïõèßáò ðçãÞòìåéþíå�áé êá�Ü Ýíá, åíþ �ï ìÝãåèïò �çò áêïëïõèßáò ðñïïñéóìïý áõîÜíå�áé êá�ÜÝíá. Ôï êÜèå öïñÜ ëáìâáíüìåíï ó�ïé÷åßï åßíáé ðñþ�ï �çò áêïëïõèßáò ðçãÞò(äåò �çí åí�ïëÞ 3). Ôï ó�ïé÷åßï áõ�ü óõãêñßíå�áé ìå �á ó�ïé÷åßá �çò áêïëïõèßáòðñïïñéóìïý áñ÷ßæïí�áò áðü �ï �Ýëïò êáé óõíå÷ßæïí�áò ðñïò �çí áñ÷Þ ìÝ÷ñé íáåí�ïðßóåé �çí êá�Üëëçëç èÝóç.�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò �áîéíüìçóçò ìå åéóáãùãÞ ãéá �çí êáëý�åñç, �ç ìÝóç êáé�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç åßíáé È(n), È(n2) êáé È(n2), áí�éó�ïß÷ùò.



184 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé ÔáîéíüìçóçòÁðüäåéîçÁí ó�çí åßóïäï èåùñçèåß ï ðßíáêáò Á1, �ü�å ç �áîéíüìçóç óõìðåñéöÝñå�áéðïëý áðï�åëåóìá�éêÜ êáé äåí åéóÝñ÷å�áé ìÝóá ó�ï óþìá �çò åí�ïëÞò 4. ¸�óéïõóéáó�éêÜ �ï êÜèå öïñÜ ëáìâáíüìåíï ó�ïé÷åßï áðü �çí áêïëïõèßá ðçãÞò óõãêñßíå�áéìå Ýíá ìüíï ó�ïé÷åßï (üðùò ðñïêýð�åé áðü �ç óõíèÞêç åëÝã÷ïõ 4). Èåùñþí�áòáõ�Þ �ç óýãêñéóç ùò �çí ðñÜîç âáñüìå�ñï, êá�áëÞãïõìå ü�é ãéá Ýíá ðßíáêáìåãÝèïõò n ó�ïé÷åßùí, ï áí�ßó�ïé÷ïò áñéèìüò óõãêñßóåùí åßíáé n−1. ÅðïìÝíùòðñïêýð�åé ü�é ó�çí êáëý�åñç ðåñßð�ùóç ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé ãñáììéêÞ È(n).Ôþñá áò èåùñÞóïõìå �çí ðåñßð�ùóç üðïõ ó�çí åßóïäï äßíå�áé ï ðßíáêáò Á2.Ôï êÜèå öïñÜ åðéëåãüìåíï ó�ïé÷åßï åßíáé ìéêñü�åñï áðü �á Þäç �ïðïèå�çìÝíáó�çí áêïëïõèßá ðñïïñéóìïý. ¸�óé åê�åëåß�áé Ýíáò óõãêåêñéìÝíïò áñéèìüòóõãêñßóåùí ìÝ÷ñé íá �ïðïèå�çèåß �ï íÝï ó�ïé÷åßï ó�ç óùó�Þ èÝóç, äçëáäÞó�çí ðñþ�ç èÝóç �çò áêïëïõèßáò ðñïïñéóìïý. ¸�óé ç åí�ïëÞ 5 åê�åëåß�áé iöïñÝò, üðïõ �ï i ìå�áâÜëëå�áé áðü 1 ìÝ÷ñé n− 1. Óõíåðþò êáé ðÜëé èåùñþí�áò�çí ðñÜîç áõ�Þ ùò âáñüìå�ñï, êá�áëÞãïõìå ü�é ãéá Ýíá ðßíáêá ìåãÝèïõò nó�ïé÷åßùí, o áí�ßó�ïé÷ïò áñéèìüò óõãêñßóåùí åßíáé ∑n−1i=1 i = n(n − 1)=2.ÅðïìÝíùò ç ðïëõðëïêü�ç�á ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç åßíáé �å�ñáãùíéêÞ È(n2).Ôï óçìáí�éêü�åñï åñþ�çìá ðñïêýð�åé ó�çí ðåñßð�ùóç �áîéíüìçóçò �õ÷áßùíäåäïìÝíùí åéóüäïõ, äçëáäÞ ó�çí ðåñßð�ùóç üðïõ ïðïéáäÞðï�å áðü �éò n! äéá�Üîåéò�ùí äåäïìÝíùí åéóüäïõ ìðïñåß íá åìöáíéóèåß ìå ßóç ðéèáíü�ç�á 1=n!. Ç åðßäïóçáõ�Þ ìðïñåß íá ðñïêýøåé èåùñþí�áò ü�é �ï ó�ïé÷åßï ðïõ êÜèå öïñÜ ëáìâÜíå�áéáðü �çí áêïëïõèßá ðçãÞò èá äéáíýóåé �ï ìéóü äñüìï ìÝ÷ñé �çí áñ÷Þ �çò áêïëïõèßáòðñïïñéóìïý. ¼ðùò ðñïçãïõìÝíùò, êáé ðÜëé èá ðñïêýøåé ü�é ó�ç ìÝóç áõ�Þðåñßð�ùóç ç åðßäïóç ðåñéãñÜöå�áé áðü ìßá �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç, åðïìÝíùòêáé ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé È(n2). 29.2 Ôáîéíüìçóç ìå ÅðéëïãÞÁðü �ï ÊåöÜëáéï 1.5 áí�éãñÜöïõìå �ïí øåõäïêþäéêá �çò �áîéíüìçóçò ìå åðéëïãÞ.pro
edure sele
t1. for i <-- 1 to n-1 do2. minj <-- i; minx <-- A[i℄;3. for j <-- i+1 to n do4. if A[j℄<minx then5. minj <-- j6. minx <-- A[j℄7. A[minj℄ <-- A[i℄8. A[i℄ <-- minx



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 185�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò �áîéíüìçóçò ìå åðéëïãÞ åßíáé È(n2) óå êÜèå ðåñßð�ùóç.Áðüäåéîç¼ðùò öáßíå�áé ó�ïí øåõäïêþäéêá, ïõóéáó�éêÜ ï áëãüñéèìïò �çò �áîéíüìçóçòìå åðéëïãÞ óáñþíåé �ïí ðßíáêá þó�å íá åí�ïðßóåé �ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï êáéíá �ï �ïðïèå�Þóåé ó�çí ðñþ�ç èÝóç. Ó�ç óõíÝ÷åéá ðåñéïñßæåé �çí áíáæÞ�çóçó�á õðüëïéðá n− 1 ó�ïé÷åßá þó�å íá åí�ïðßóåé �ï ìéêñü�åñï ìå�áîý áõ�þí êáéíá �ï �ïðïèå�Þóåé ó�ç äåý�åñç èÝóç êïê. ÅðïìÝíùò, åýêïëá ðñïêýð�åé ü�é çåí�ïëÞ 4 (äçëáäÞ, if A[j℄<minx) èá åê�åëåóèåß �ïí ßäéï áñéèìü åðáíáëÞøåùíáíåîáñ�Þ�ùò �ïõ ðåñéå÷ïìÝíïõ �ïõ ðßíáêá åéóüäïõ. Åß�å, ëïéðüí, ó�çí åßóïäïäïèåß ï ðßíáêáò Á1 åß�å ï Á2, �ï áí�ßó�ïé÷ï ðëÞèïò óõãêñßóåùí èá åßíáé:
∑n−1i=1 i = n(n − 1)=2. ÅðïìÝíùò óå êÜèå ðåñßð�ùóç ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé�å�ñáãùíéêÞ È(n2). 2Áðü �ï ðáñÜäåéãìá áõ�ü åîÜãå�áé �ï óõìðÝñáóìá ü�é ç �áîéíüìçóç ìååðéëïãÞ Ý÷åé �çí ßäéá åðßäïóç (äçëáäÞ, �å�ñáãùíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á) áíåîáñ�Þ�ùò�ùí äåäïìÝíùí åéóüäïõ. ¸�óé åðéâåâáéþíïõìå êÜ�é ðïõ áíáöÝñáìå ó�ï ÊåöÜëáéï2, äçëáäÞ ü�é ï áëãüñéèìïò áõ�üò åßíáé ó�áèåñüò (robust), åðåéäÞ Ý÷åé �áõ�üóçìåòêáëý�åñç, ÷åéñü�åñç êáé ìÝóç ðåñßð�ùóç. Áí�ßèå�á, äåí óõìâáßíåé �ï ßäéï ìå �ïíáëãüñéèìï �áîéíüìçóçò ìå åéóáãùãÞ.Êáèþò ç åîÝ�áóç �ïõ ðëÞèïõò �ùí óõãêñßóåùí Þ�áí åýêïëç õðüèåóç, ó�çóõíÝ÷åéá èá åîå�Üóïõìå �ïí áëãüñéèìï áõ�ü þó�å íá ðñïóäéïñßóïõìå �ï ðëÞèïò�ùí êá�á÷ùñÞóåùí. Êáèþò õðÜñ÷ïõí áñêå�Ýò êá�á÷ùñÞóåéò ó�ïí áëãüñéèìï,åðéëÝãïõìå ùò óçìáí�éêü�åñç �çí êá�á÷þñçóç minx <-- A[j℄ �çò åí�ïëÞò 6åí�üò �ïõ åóù�åñéêïý âñü÷ïõ ðáñÜ �éò êá�á÷ùñÞóåéò ðïõ åê�åëïýí�áé åê�üò�ïõ åóù�åñéêïý áëëÜ åí�üò �ïõ åîù�åñéêïý âñü÷ïõ. Åî Üëëïõ åßíáé åýêïëï íáäéáðéó�ùèåß ü�é ïé êá�á÷ùñÞóåéò ó�éò åí�ïëÝò minj <-- i; minx <-- A[i℄;A[minj℄ <-- A[i℄, êáé A[i℄ <-- minx (åí�ïëÝò 2, 7, 8) èá åê�åëåóèïýí óõíïëéêÜ
4(n− 1) öïñÝò.�ñü�áóç.Ç ìÝóç �éìÞ �ïõ ðëÞèïõò �ùí êá�á÷ùñÞóåùí êá�Ü �çí �áîéíüìçóç ìå åðéëïãÞåßíáé È(n log n).ÁðüäåéîçÁò õðïèÝóïõìå ü�é �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá åßíáé äéáêñé�Ü êáé ü�é êÜèå ìßá áðü �éòn! äéá�Üîåéò åßíáé éóïðßèáíï íá óõìâåß. Ó�çí i-ïó�Þ åðáíÜëçøç ï áëãüñéèìïò



186 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçòáíáæç�Ü �ï ìéêñü�åñï ìå�áîý �ùí n − i + 1 ó�ïé÷åßùí �ïõ ðßíáêá ó�á äåîéÜ�çò èÝóçò i (óõìðåñéëáìâáíïìÝíçò �çò èÝóçò áõ�Þò). ¸ó�ù ü�é ìå R(m)óõìâïëßæïõìå �ï ðëÞèïò �ùí êá�á÷ùñÞóåùí ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá �çí åðéëïãÞ�ïõ åëÜ÷éó�ïõ ìå�áîý �ùí m ó�ïé÷åßùí, ïðü�å ãéá �ç ìÝóç �éìÞ �ïõ R(m)éó÷ýåé: R(m) = S(m)=m!üðïõ S(m) åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êá�á÷ùñÞóåùí ðïõ áèñïßæïí�áé êá�Ü �çí åê�Ýëåóç�ùí m! äéáöïñå�éêþí äéá�Üîåùí �ùí m ó�ïé÷åßùí.Áò èåùñÞóïõìå �éò (m−1)! ðåñéð�þóåéò üðïõ �ï åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï åí�ïðßæå�áéó�çí �åëåõ�áßá èÝóç �ïõ ðßíáêá. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ �ï ðëÞèïò �ùí êá�á÷ùñÞóåùíåßíáé S(m− 1) + (m− 1)!êáèþò ï áëãüñéèìïò óõìðåñéöÝñå�áé óáí íá õðÞñ÷áí êá�'áñ÷Þí (m − 1) ìçåðáíáëáìâáíüìåíá ó�ïé÷åßá, ïðü�å ó�ç óõíÝ÷åéá èá åê�åëïýí�áí Üëëç ìßá êá�á÷þñçóçãéá êÜèå ìßá áðü �éò (m− 1)! äéáöïñå�éêÝò äéá�Üîåéò. Áí åîáéñåèåß ç �åëåõ�áßáðåñßð�ùóç (äçëáäÞ, �ï åëÜ÷éó�ï âñßóêå�áé ó�çí �åëåõ�áßá èÝóç), �ü�å áðïìÝíïõíðñïò åîÝ�áóç (m− 1)(m− 1)! ðåñéð�þóåéò. Ó�éò ðåñéð�þóåéò áõ�Ýò �ï åëÜ÷éó�ïó�ïé÷åßï âñßóêå�áé áðü �çí ðñþ�ç ìÝ÷ñé �çí (m− 1)-ïó�Þ èÝóç, ïðü�å ãéá êÜèåïìÜäá (m− 1)! äéá�Üîåùí áðáé�ïýí�áé S(m− 1) êá�á÷ùñÞóåéò. Áõ�ü óõíïëéêÜäßíåé Üëëåò
(m− 1)S(m − 1)êá�á÷ùñÞóåéò. ¸�óé ðñïêýð�åé ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:S(m) = mS(m − 1) + (m− 1)!ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç S(1) = 0. ¢ñá, ãéá �ç ìÝóç �éìÞ �ïõ R(m) éó÷ýåé:R(m) = R(m− 1) + 1=m m > 1ðïõ åðéëýå�áé åýêïëá êáé äßíåé �ç ëýóç:R(m) =

m
∑k=2

1k = Hm − 1



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 187ËáìâÜíïí�áò õðüøç �ï óýíïëï �ùí n− 1 åðáíáëÞøåùí �ïõ åîù�åñéêïý âñü÷ïõ(åí�ïëÞ 1) ðñïêýð�åé ü�é ç ìÝóç �éìÞ �ïõ ðëÞèïõò �ùí êá�á÷ùñÞóåùí åßíáé:T (n) =

n−1
∑i=1

(Hn−i+1 − 1) =

n
∑i=2

(Hi − 1)

=
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)
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1
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+ : : :+ 1n)

=
n
∑k=2

(n− k + 1)
1k = : : : = (n+ 1)Hn − 2n¢ñá ðñïêýð�åé ü�é ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç �ï ðëÞèïò �ùí êá�á÷ùñÞóåùí åßíáé�çò �Üîçò È(n log n). Áêüìç êáé áí ðñïóèÝ�áìå �éò 4(n − 1) êá�á÷ùñÞóåéòðïõ åê�åëïýí�áé åê�üò �ïõ åóù�åñéêïý âñü÷ïõ, êáé ðÜëé �ï áðï�Ýëåóìá äåí èáÜëëáæå. 2¸íá �åëéêü ó÷üëéï. Ìßá ìÝèïäïò �áîéíüìçóçò ëÝãå�áé åõó�áèÞò (stable),áí äéá�çñåß �ç ó÷å�éêÞ èÝóç ðñéí êáé ìå�Ü �ç äéÜ�áîç ãéá �á ó�ïé÷åßá ìå �çí ßäéá�éìÞ. Óå áí�ßèå�ç ðåñßð�ùóç ëÝãå�áé áó�áèÞò. Ó�ï Ó÷Þìá 9.1 ðáñïõóéÜæå�áéìßá ðåñßð�ùóç åõó�áèïýò êáé ìßá ðåñßð�ùóç áó�áèïýò áëãïñßèìïõ. Ç �áîéíüìçóçìå åéóáãùãÞ åßíáé åõó�áèÞò áí êáé ç ìÝèïäïò áõ�Þ Ý÷åé êáêÞ ó�áèåñÞ ðïëõðëïêü�ç�áÈ(n2). �éá �çí ðåñßð�ùóç �çò ãñÞãïñçò �áîéíüìçóçò ðïõ èá ìåëå�Þóïõìå ó�çóõíÝ÷åéá, èá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é ç �åëåõ�áßá áõ�Þ ìÝèïäïò äåí åßíáé åõó�áèÞòêáèþò åê�åëåß ðåñé��Ýò ìå�áêéíÞóåéò ßóùí êëåéäéþí. �áñ'üëá áõ�Ü äåí ðáýåé íáèåùñåß�áé ìßá ðïëý áðï�åëåóìá�éêÞ ìÝèïäïò.

2, 2, 5, 7, 7, 9, 14


5, 7, 2, 14, 7, 9, 2
5, 7, 2, 14, 7, 9, 2


2, 2, 5, 7, 7, 9, 14


i)
 ii)
Ó÷Þìá 9.1: (i) Åõó�áèÞò êáé (ii) Áó�áèÞò Ôáîéíüìçóç



188 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçò9.3 �ñÞãïñç ÔáîéíüìçóçÇ ãñÞãïñç �áîéíüìçóç (qui
ksort), ðïõ áëëéþò ïíïìÜæå�áé êáé �áîéíüìçóçìå äéáìåñéóìü êáé áí�áëëáãÞ (partition ex
hange sort), èåùñåß�áé Ýíáò áðü�ïõò top-10 áëãïñßèìïõò ùò ðñïò �çí ðñáê�éêÞ ÷ñçóéìü�ç�Ü êáé �ï åíäéáöÝñïíðïõ ðñïêÜëåóáí áðü �ç èåùñç�éêÞ óêïðéÜ. Ç ãñÞãïñç �áîéíüìçóç áðï�åëåß Ýíáêëáóéêü ðáñÜäåéãìá áëãïñßèìïõ �çò ïéêïãåíåßáò Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå. ¼ðùòäçëþíåé �ï ðñþ�ï üíïìá �ïõ áëãïñßèìïõ, ðñüêåé�áé ãéá ìßá ðïëý áðï�åëåóìá�éêÞìÝèïäï �áîéíüìçóçò (ðëçí åëá÷ßó�ùí åîáéñÝóåùí). ¼ðùò äçëþíåé �ï äåý�åñïüíïìÜ �ïõ, �á âáóéêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ �ïõ åßíáé äýï: ç áí�áëëáãÞ êáé ï äéáìåñéóìüò.�ñþ�ïí, äçëáäÞ, åê�åëïýí�áé áí�áëëáãÝò ìå�áîý �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ ðßíáêá Ý�óéþó�å �á ó�ïé÷åßá ìå ìéêñü�åñåò �éìÝò íá ìå�áêéíçèïýí ðñïò �ç ìßá ðëåõñÜ, åíþ�á ó�ïé÷åßá ìå ìåãáëý�åñåò �éìÝò íá ìå�áêéíçèïýí ðñïò �çí Üëëç ðëåõñÜ �ïõðßíáêá. ¸�óé, åðáêïëïõèåß ç åöáñìïãÞ �ïõ äåý�åñïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý, äçëáäÞ�ïõ äéáìåñéóìïý �ïõ ðßíáêá óå äýï ìéêñü�åñïõò ðïõ �áîéíïìïýí�áé áíåîÜñ�ç�áìå�áîý �ïõò. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ó�ïõò äýï õðïðßíáêåò åðéöõëÜóóå�áé ç ßäéááí�éìå�þðéóç: áí�áëëáãÞ êáé äéáìåñéóìüò.pro
edure qui
ksort(left,right);1. if left<right then2. i <-- left; j <-- right+1; pivot <-- A[left℄;3. repeat4. repeat i <-- i+1 until A[i℄>=pivot;5. repeat j <-- j-1 until A[j℄<=pivot;6. if i<j then swap(A[i℄,A[j℄);7. until j<=i;8. swap(A[left℄,A[j℄);9. qui
ksort(left,j-1);10. qui
ksort(j+1,right)Ç ðñïçãïýìåíç äéáäéêáóßá qui
ksort õðïèÝ�åé ü�é äßíå�áé ðñïò �áîéíüìçóçÝíáò ðßíáêáò A[1..n℄, ðïõ ðåñéÝ÷åé áêåñáßïõò áñéèìïýò. Ï pivot åßíáé Ýíáó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá, �ï ïðïßï ðáßñíåé �çí �åëéêÞ �ïõ èÝóç ó�ïí ðßíáêá, þó�åêá�üðéí íá ãßíåé ï äéáìåñéóìüò (äçëáäÞ, íá ãßíïõí ïé êëÞóåéò �çò partition) óåäýï õðïðßíáêåò ìå ìéêñü�åñá êáé ìåãáëý�åñá ó�ïé÷åßá áðü �ïí pivot áí�ßó�ïé÷á.Ç åðéëïãÞ �ïõ pivot ìðïñåß íá ãßíåé êá�Ü ðïëëïýò �ñüðïõò. Ó�ï óçìåßï áõ�üäå÷üìáó�å ü�é ùò pivot ëáìâÜíå�áé �ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá. ¸�óé,ï ðßíáêáò óáñþíå�áé áðü �á áñéó�åñÜ ðñïò �á äåîéÜ áíáæç�þí�áò �ï ðñþ�ïó�ïé÷åßï ìå �éìÞ ìåãáëý�åñç Þ ßóç ìå �çí �éìÞ �ïõ pivot. ¾ó�åñá, ï ðßíáêáò



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 189óáñþíå�áé áðü �á äåîéÜ ðñïò �á áñéó�åñÜ áíáæç�þí�áò �ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï ìå �éìÞìéêñü�åñç Þ ßóç ìå �çí �éìÞ �ïõ pivot. ¼�áí åí�ïðéóèïýí äýï �Ý�ïéá ó�ïé÷åßá,�ü�å áõ�Ü áí�áëëÜóóïí�áé þó�å êá�Ü �ï äõíá�üí íá �åßíïõí íá ðëçóéÜóïõíðñïò �çí �åëéêÞ �ïõò èÝóç. Êá�üðéí óõíå÷ßæïõìå �éò óáñþóåéò ðñïóðáèþí�áòíá åí�ïðßóïõìå Üëëá ðáñüìïéá æåýãç êáé íá �á áí�áëëÜîïõìå. ÊÜðïéá ó�éãìÞïé äýï äåßê�åò óÜñùóçò äéáó�áõñþíïí�áé. Ôü�å ç óÜñùóç ó�áìá�Ü êáé ï pivotëáìâÜíåé �çí �åëéêÞ �ïõ èÝóç åê�åëþí�áò Üëëç ìßá áí�áëëáãÞ ìå�áîý �ïõ pivotêáé �ïõ ó�ïé÷åßïõ üðïõ ó�áìÜ�çóå ï äåßê�çò �çò óÜñùóçò áðü äåîéÜ. ¸�óé, çäéáäéêáóßá ìðïñåß íá óõíå÷ßóåé ó�ïõò äýï õðïðßíáêåò êá�Ü �á ãíùó�Ü. Ôïåðüìåíï ó÷Þìá äåß÷íåé �á âÞìá�á �ïõ êþäéêá ìÝ÷ñé �ïí ðñþ�ï äéáìåñéóìü.Áñ÷éêÜ êëåéäéÜ 52 12 71 56 5 10 19 90 45i ↑ j ↑1ç áí�áëëáãÞ 52 12 45 56 5 10 19 90 71i ↑ j ↑2ç áí�áëëáãÞ 52 12 45 19 5 10 56 90 71Äéáó�áýñùóç äåéê�þí j ↑ i ↑Áí�áëëáãÞ êáé [10 12 45 19 5℄ 52 [56 90 71℄äéáìåñéóìüòÓ÷Þìá 9.2: Äéáäéêáóßá äéáìåñéóìïý.Ôþñá áò ðñï÷ùñÞóïõìå ó�çí åýñåóç �çò ðïëõðëïêü�ç�áò �ïõ áëãïñßèìïõ.Êá�'áñ÷Þí èá åîå�Üóïõìå �ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ðïõ åßíáé åõêïëü�åñç, êáé ó�çóõíÝ÷åéá �çí êáëý�åñç êáé �ç ìÝóç ðåñéð�ùóç.�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ãñÞãïñçò �áîéíüìçóçò åßíáé È(n2) ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç.ÁðüäåéîçÇ ðåñßð�ùóç áõ�Þ óõìâáßíåé ü�áí óå ðßíáêá ìåãÝèïõò n, �ï åðéëåãüìåíï ó�ïé÷åßïùò pivot åßíáé �ï ìéêñü�åñï Þ �ï ìåãáëý�åñï, þó�å �á ìåãÝèç �ùí äýï õðïðéíÜêùíðïõ èá ðñïêýøïõí íá åßíáé 0 êáé n − 1 (áöïý ç ìßá èÝóç �ïõ óõãêåêñéìÝíïõðßíáêá èá êá�áëçöèåß áðü �ïí ßäéï �ïí pivot). ¸�óé åýêïëá ðñïêýð�åé çáêüëïõèç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:T (n) = T (n− 1) + n



190 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé ÔáîéíüìçóçòÏ üñïò n �ïõ äåîéïý óêÝëïõò áí�éó�ïé÷åß ó�éò óõãêñßóåéò ðïõ èá åê�åëåóèïýíêá�Ü �ç óÜñùóç �ïõ ðßíáêá (åí�ïëÝò 4-5)1. Ç áíù�Ýñù áíáäñïìéêÞ åîßóùóçåßíáé åýêïëç õðüèåóç êáèþò äéáäï÷éêÜ éó÷ýåé:T (n− 1) = T (n− 2) + (n− 1)T (n− 2) = T (n− 3) + (n− 2)...T (2) = T (1) + 2Áèñïßæïí�áò �á áñéó�åñÜ êáé äåîéÜ óêÝëç áõ�þí �ùí åîéóþóåùí êáé èåùñþí�áòü�é Ô(0) = Ô(1) = 0 ðñïêýð�åé ü�é:T (n) = T (1) +
n
∑i=2

i = n(n+ 1)=2− 1 = �(n2)

2�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ãñÞãïñçò �áîéíüìçóçò åßíáé È(n log n) ó�çí êáëý�åñçðåñßð�ùóç.Áðüäåéîç�éá íá áíáëýóïõìå �çí êáëý�åñç ðåñßð�ùóç áñêåß íá äéáðéó�þóïõìå ü�é áõ�Þóõìâáßíåé ü�áí êÜèå öïñÜ ùò pivot åðéëÝãå�áé Ýíá ó�ïé÷åßï ðïõ ëáìâÜíïí�áò�çí �åëéêÞ �ïõ èÝóç õðïäéáéñåß �ïí ðßíáêá óå äýï õðïðßíáêåò ßóïõ ìåãÝèïõò.ÅðïìÝíùò éó÷ýåé ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:T (n) = T (⌊n=2⌋) + T (⌈n=2⌉) + nìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò T (0) = T (1) = 0. �éá �çí åõêïëßá �çò áíÜëõóçò õðïèÝ�ïõìåü�é n = 2k, ïðü�å:T (n) = 2T (n=2) + n ⇒ T (n)n =
T (n=2)n=2 + 1Ç �åëåõ�áßá áíáäñïìéêÞ åîßóùóç åßíáé ðëÝïí åýêïëç õðüèåóç êáèþò éó÷ýåéäéáäï÷éêÜ: T (n=2)n=2 =

T (n=4)n=4 + 11Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á ìðïñåß íá åê�åëåóèïýí ðåñéóóü�åñåò áðü n óõãêñßóåéò, áëëÜ óåêÜèå ðåñßð�ùóç ï áñéèìüò �ùí óõãêñßóåùí åßíáé ìéêñü�åñïò áðü 2n, ãåãïíüò ðïõ äåí áëëÜæåé�ï �åëéêü óõìðÝñáóìá.
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2
=

T (1)

1
+ 1Áèñïßæïí�áò �á áñéó�åñÜ êáé äåîéÜ óêÝëç áõ�þí �ùí åîéóþóåùí ðñïêýð�åé ü�é:T (n)n =

T (1)

1
+ log n ⇒ T (n) = n+ n log n = �(n log n)

2�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ãñÞãïñçò �áîéíüìçóçò åßíáé È(n log n) ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç.Áðüäåéîç�éá íá åîå�Üóïõìå �ç ìÝóç ðåñßð�ùóç èá õðïèÝóïõìå ü�é ãéá n ó�ïé÷åßá, êÜèåäéÜ�áîç �ùí ó�ïé÷åßùí áõ�þí (üðïõ n! åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí äéá�Üîåùí) åßíáééóïðßèáíç. ÅðïìÝíùò, ï êÜèå öïñÜ åðéëåãüìåíïò pivot �åëéêÜ åðéëÝãå�áé ìå�õ÷áßï �ñüðï. Èá ÷åéñéóèïýìå �ç ìÝóç ðåñßð�ùóç ìå �ç âïÞèåéá �çò åðüìåíçòáíáäñïìéêÞò åîßóùóçò ãéá n ≥ 2:T (n) = n+
1n n−1
∑k=0

(T (k) + T (n− k − 1))ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò T (0) = T (1) = 0. Ëüãù óõììå�ñßáò êáé �ùí áñ÷éêþíóõíèçêþí, ç ðñïçãïýìåíç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ìå�áó÷çìá�ßæå�áé óå:T (n) = n+
2n n−1
∑k=2

T (k)Ôþñá, �ç ó÷Ýóç áõ�Þ ðïëëáðëáóéÜæïõìå åðß n êáé ðñïêýð�åé:n T (n) = n2 + 2

n−1
∑k=2

T (k)Åðßóçò, ó�çí ßäéá ó÷Ýóç áí�éêáèéó�ïýìå �ï n ìå n − 1 êáé ðïëëáðëáóéÜæïõìåìå n− 1, ïðü�å ðñïêýð�åé
(n− 1) T (n− 1) = (n− 1)2 + 2

n−2
∑k=2

T (k)



192 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé ÔáîéíüìçóçòÁöáéñþí�áò �á áí�ßó�ïé÷á óêÝëç �ùí äýï �åëåõ�áßùí åêöñÜóåùí êáé åê�åëþí�áòáðëÞ Üëãåâñá, ðñïêýð�åé:n T (n)− (n− 1) T (n− 1) = 2n− 1 + 2T (n− 1) ⇒T (n)n+ 1
=

T (n− 1)n +
2n− 1n(n+ 1)Ìå äéáäï÷éêÝò áí�éêá�áó�Üóåéò �ïõ n ìå n− 1 ðñïêýð�åé:T (n− 1)n =

T (n− 2)n− 1
+

2n− 3

(n− 1)nT (n− 2)n− 1
=

T (n− 3)n− 2
+

2n− 5

(n− 2)(n − 1)...T (2)

3
=

T (1)

2
+

3

2× 3Áèñïßæïí�áò áí�ßó�ïé÷á �á áñéó�åñÜ êáé �á äåîéÜ óêÝëç êáé áðëïðïéþí�áò ðñïêýð�åé:T (n)n+ 1
=

2n− 1n(n+ 1)
+

2n− 3

(n− 1)n + : : :+ 3

2× 3
= : : : =

n
∑i=2

(

3i+ 1
− 1i)ÅðïìÝíùò ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå �ï Üèñïéóìá �ïõ äåîéïý óêÝëïõò:n

∑i=2

(

3i+ 1
− 1i) = 3

(Hn+1 − 1− 1

2

)

−(Hn−1) = : : : = 2Hn− 7

2
+

2n+ 1Ôåëéêþò Ý÷ïõìå: T (n)n+ 1
= 2Hn − 7

2
+

2n+ 1
⇒T (n) = 2(n+ 1)Hn − 7

2
(n+ 1) + 2 = �(n log n)

2Ç ãñÞãïñç �áîéíüìçóç äåí åßíáé åðé�üðéïò áëãüñéèìïò, äçëáäÞ äåí áñêåß�áéó�ï ÷þñï �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ ðßíáêá áëëÜ ÷ñåéÜæå�áé åðéðëÝïí ÷þñï. Ï ÷þñïòáõ�üò äåí öáßíå�áé êáèáñÜ ó�ïí áíù�Ýñù êþäéêá áëëÜ áðáé�åß�áé áðü �ï ìå�áãëù��éó�Þêá�Ü �çí áíáäñïìÞ. Åýëïãá ðñïêýð�åé ç åñþ�çóç ó÷å�éêÜ ìå �ï ìÝãåèïòáõ�ïý �ïõ áðáé�ïýìåíïõ ÷þñïõ. Ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç �ï ìÝãéó�ï âÜèïò�çò áíáäñïìÞò èá åßíáé n− 1 êëÞóåéò, áñéèìüò õðåñâïëéêüò. �éá �ï ëüãï áõ�üÝ÷åé ó÷åäéáóèåß ìßá åðáíáëçð�éêÞ åêäï÷Þ �çò ãñÞãïñçò �áîéíüìçóçò, äçëáäÞìßá åêäï÷Þ ðïõ õëïðïéåß �çí áðáñáß�ç�ç ó�ïßâá, üðïõ �ïðïèå�ïýí�áé �á üñéá �ïõìéêñü�åñïõ õðïðßíáêá, üðùò öáßíå�áé ó�çí åðüìåíç äéáäéêáóßá iterative qui
ksort.
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edure iterative_qui
ksort(left,right);1. repeat2. while (left<right) do3. i <-- left; j <-- r+1; pivot <-- A[left℄;4. repeat5. repeat i <-- i+1 until A[i℄>=pivot;6. repeat j <-- j-1 until A[j℄<=pivot;7. if i<j then swap(A[i℄,A[j℄);8. until j<=i;9. swap(A[left℄,A[j℄);10. if ((j-p)<(q-j)) then11. push(j+1); push(q); q <-- j-112. else13. push(p); push(j-1); p <-- j+114. if sta
k is empry then return15. pop(q); pop(p)16. until (false)�ñü�áóç.Ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò ãñÞãïñçò �áîéíüìçóçò åßíáé È(n log n), ó�ç ìÝóçðåñßð�ùóç.ÁðüäåéîçÏ áðáé�ïýìåíïò ÷þñïò åêöñÜæå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:S(n) ≤
{

2 + S(⌊n− 1⌋=2) n > 1
0 n ≤ 1ÅðïìÝíùò õðïèÝ�ïí�áò ü�é n = 2k, áñêåß íá åðéëýóïõìå �çí åîßóùóç:S(n) = S(n=2) + 2 = (S(n=4) + 2) + 2 = S(n=4) + 4 = : : : =

= S(1) + 2k = 2 log n = �(log n)

29.4 Ó�á�éó�éêÜ ÄéÜ�áîçòÌå �ïí üñï ó�á�éó�éêÜ äéÜ�áîçò (order statisti
s) åííïïýìå �çí ðåñßð�ùóçüðïõ, äåäïìÝíïõ åíüò ðßíáêá A ìå n á�áîéíüìç�á ó�ïé÷åßá, ðñÝðåé íá áíáæç�Þóïõìå



194 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçò�ï ìéêñü�åñï, �ï ìåãáëý�åñï, �ï ìåóáßï Þ ãåíéêÜ �ï k-ïó�ü ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêáìå âÜóç �çí �éìÞ �ïõ êëåéäéïý �ïõ. �áñÜ �ï ãåãïíüò ü�é �ï áí�éêåßìåíï åßíáéðñüâëçìá áíáæÞ�çóçò êáé ü÷é �áîéíüìçóçò, èá �ï åîå�Üóïõìå ó�ï óçìåßï áõ�üãéá ëüãïõò ðïõ èá öáíïýí ó�ç óõíÝ÷åéá.Áò áñ÷ßóïõìå áðü �á åýêïëá, äçëáäÞ Ýó�ù ü�é èÝëïõìå íá âñïýìå �áõ�ü÷ñïíá�ï ìéêñü�åñï êáé �ï ìåãáëý�åñï ó�ïé÷åßï åíüò ðßíáêá. Ç ðñïöáíÞò ëýóç åßíáéíá åê�åëÝóïõìå äýï óáñþóåéò, ìßá óÜñùóç ãéá �çí åýñåóç �ïõ ìéêñü�åñïõ êáéó�ç óõíÝ÷åéá ìßá óÜñùóç ãéá �çí åýñåóç �ïõ ìåãáëý�åñïõ. Åßíáé åõíüç�ï ü�éç ðïëõðëïêü�ç�á áõ�Þò �çò ðñþ�çò ðñïóÝããéóçò åßíáé È(n). Ìå �ç äéáäéêáóßáðïõ áêïëïõèåß ðñïóðáèïýìå ìå ìßá ìüíï óÜñùóç íá åðé�ý÷ïõìå �çí �áõ�ü÷ñïíçåýñåóç �ùí äýï ó�ïé÷åßùí ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí.pro
edure maxmin11. max <-- A[1℄; min <-- A[1℄;2. for i <-- 2 to n do3. if A[i℄>max then max <-- A[i℄4. if A[i℄<min then min <-- A[i℄5. return max, minÇ äéáäéêáóßá áõ�Þ äåí ðáýåé íá åßíáé ìßá áðëïúêÞ ðñïóÝããéóç. Áí êáé ãßíå�áéìßá óÜñùóç �ïõ ðßíáêá, êÜèå ó�ïé÷åßï õðïâÜëëå�áé óå äýï óõãêñßóåéò, ðïõ üðùòåßðáìå åßíáé Ýíá óýíçèåò âáñüìå�ñï. Ç êá�Üó�áóç èá ìðïñïýóå íá âåë�éùèåßáí áí�éêáèéó�ïýóáìå �éò åí�ïëÝò 3-4 ìå �éò åí�ïëÝò:3. if A[i℄>max then max <-- A[i℄4. else if A[i℄<min then min <-- A[i℄Ùó�üóï, êáé áõ�Þ ç åêäï÷Þ ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ü�é äåí âïçèÜ ó�ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç. Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá, ðïõ ðñïóðáèåß íá åêìå�áëëåõèåß �çí �å÷íéêÞ�ïõ Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå, õðïèÝ�åé ü�é ìå �á ïñßóìá�á i,j äßíïõìå �á üñéá�ïõ ðßíáêá êáé ìå �á ïñßóìá�á fmax,fmin ìáò åðéó�ñÝöïí�áé ïé �éìÝò ðïõ ìáòåíäéáöÝñïõí. Åðßóçò õðïèÝ�ïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç max åðéó�ñÝöåé �ï ìÝãéó�ïìå�áîý äýï ó�ïé÷åßùí, åíþ ç óõíÜñ�çóç min åðéó�ñÝöåé �ï åëÜ÷éó�ï ìå�áîý �ùíäýï ó�ïé÷åßùí.pro
edure maxmin2(i,j,fmax,fmin)1. if i=j then2. max <-- A[i℄; min <-- A[i℄;3. else if i=j-1 then4. if A[i℄<A[j℄ then



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 1955. fmax <-- A[j℄; fmin <-- A[i℄;6. else7. fmax <-- A[i℄; fmin <-- A[j℄;8. else9. middle <-- (i+j)/2;10. maxmin2(i,mid,gmax,gmin);11. maxmin2(mid+1,j,hmax,hmin);11. fmax <-- max(gmax,hmax);12. fmin <-- min(gmin,hmin);
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@@Ó÷Þìá 9.3: ÊëÞóåéò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ åëÜ÷éó�ïõ êáé �ïõ ìÝãéó�ïõ.¸ó�ù ü�é �ï ðåñéå÷üìåíï �ïõ ðßíáêá A åßíáé �á 9 ó�ïé÷åßá 52, 12, 71, 56,5, 10, 19, 90, 45. Ó�ï åðüìåíï ó÷Þìá áðåéêïíßæå�áé Ýíá äÝíäñï ìå êüìâïõò ðïõðåñéÝ÷ïõí �á ïñßóìá�á �ùí êëÞóåùí. Äéáó÷ßæïí�áò �ï äÝíäñï ìå ðñï�åñáéü�ç�áêá�Ü âÜèïò (dfs) ìðïñïýìå íá áðï�õðþóïõìå �çí åðáêñéâÞ óåéñÜ �ùí äéáöüñùíêëÞóåùí.�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò maxmin2 åßíáé È(n) ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç.ÁðüäåéîçÇ ðïëõðëïêü�ç�á �çò äéáäéêáóßáò áõ�Þò ìðïñåß íá åõñåèåß åðéëýïí�áò �çí áíáäñïìéêÞ
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





0 áí n = 1
1 áí n = 2T (⌊n=2⌋) + T (⌈n=2⌉) + 2 áí n > 2üðïõ ïé ó�áèåñïß üñïé åêöñÜæïõí �ï êüó�ïò �ùí óõãêñßóåùí ó�éò åí�ïëÝò 4 êáé11-12. Èåùñþí�áò �ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç êáé ü�é n = 2k äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå:T (n) = 2T (n=2) + 2

= 2(2T (n=4) + 2) + 2 = 4T (n=4) + 4 + 2...
= 2k + 2k−1 + : : :+ 21

= 2n− 2ÅðïìÝíùò, ðáñü�é ï �åëåõ�áßïò áëãüñéèìïò åßíáé âåë�éùìÝíïò äåí ìðïñåß íáõðåñâåß �ï üñéï �çò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò È(n). 29.4.1 Ó�á�éó�éêÜ óå ÌÝóï �ñáììéêü ×ñüíï¸ó�ù ü�é åðéèõìïýìå íá âñïýìå �ï k-ïó�ü ó�ïé÷åßï åíüò á�áîéíüìç�ïõ ðßíáêá.Áõ�ü ìðïñåß íá åðé�åõ÷èåß �áîéíïìþí�áò �ïí ðßíáêá êáé ëáìâÜíïí�áò �ï ðåñéå÷üìåíï�çò áí�ßó�ïé÷çò èÝóçò �ïõ ðßíáêá. �íùñßæïõìå Þäç áðü �ï áí�éêåßìåíï �ùíÄïìþí ÄåäïìÝíùí ü�é �ï êÜ�ù üñéï (ðïõ èá áðïäåé÷èåß ó�ç óõíÝ÷åéá) �ùíáëãïñßèìùí �áîéíüìçóçò ðïõ ó�çñßæïí�áé óå óõãêñßóåéò åßíáé Ï(n log n). ÅðïìÝíùò�ï üñéï áõ�ü ðñïóäéïñßæåé êáé �çí ðïëõðëïêü�ç�á �çò ìåèüäïõ ðïõ áíÜãåé �ïðñüâëçìá �çò åðéëïãÞò óå ðñüâëçìá �áîéíüìçóçò. Ó�ç óõíÝ÷åéá èá åðéëýóïõìå�ï ðñüâëçìá �çò åðéëïãÞò �ïõ k-ïó�ïý ó�ïé÷åßïõ ìå ìßá ìÝèïäï ðïõ ó�çñßæå�áéó�ç ãñÞãïñç �áîéíüìçóç, üðùò öáßíå�áé áðü �ïí åðüìåíï áëãüñéèìï. Ï áëãüñéèìïòáõ�üò ó÷åäéÜó�çêå áðü �ïí C.A.R. Hoare [67℄. Óçìåéþíå�áé ü�é ðñÝðåé íá éó÷ýåé:left ≤ k ≤ right.pro
edure find(left,right,k);1. if left=right then return A[left℄2. else3. i <-- left; j <-- right+1; pivot <-- A[left℄;4. repeat5. repeat i <-- i+1 until A[i℄>=pivot;6. repeat j <-- j-1 until A[j℄<=pivot;



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 1977. if i<j then swap(A[i℄,A[j℄);8. until j<=i;9. swap(A[left℄,A[j℄);10. if k=j then return A[j℄11. else if (k<j) then find(left,j-1,k)12. else find(j+1,right,k-j);�áñá�çñïýìå ü�é ç äéáäéêáóßá find åßíáé ó÷åäüí �áõ�üóçìç ìå �ç äéáäéêáóßáqui
ksort. �éï óõãêåêñéìÝíá, ïé åí�ïëÝò 3-9 �áõ�ßæïí�áé ìå áí�ßó�ïé÷åò åí�ïëÝò�çò qui
ksort, êáèþò áöïñïýí ó�éò äéáäéêáóßåò åðéëïãÞò �ïõ pivot êáé �ïõäéáìåñéóìïý. Ó�ç óõíÝ÷åéá äéáöïñïðïéïýí�áé ïé åí�ïëÝò 10-12. Ç ïõóßá åßíáéü�é êáèþò ï pivot �ïðïèå�åß�áé ïñéó�éêÜ ó�ç èÝóç j �ïõ ðßíáêá, áðïöáóßæïõìåáí èá �åñìá�ßóïõìå Þ áí èá óõíå÷ßóïõìå �çí áíáæÞ�çóç �ïõ k-ïó�ïý ó�ïé÷åßïõó�ïí áñéó�åñü Þ ó�ï äåîéü õðïðßíáêá ìå áíáäñïìéêü �ñüðï. Ç áíÜëõóç �ïõáëãïñßèìïõ åßíáé ðëÝïí áñêå�Ü ðñïöáíÞò ìå âÜóç üëá �á ðñïçãïýìåíá.�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò find åßíáé È(n2), È(n) êáé È(n), ó�ç ÷åéñü�åñç, �ç ìÝóçêáé �çí êáëý�åñç ðåñßð�ùóç, áí�éó�ïß÷ùò.ÁðüäåéîçÊá�'áñ÷Þí ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç åßíáé È(n2) êáé áõ�ü èá óõìâåß ü�áí óõíå÷þòï åðéëåãüìåíïò pivot åßíáé �ï ìéêñü�åñï Þ �ï ìåãáëý�åñï ó�ïé÷åßï. Èá ìåëå�Þóïõìå�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé:T (n) = n+

n−1
∑k=0

1n T (k)ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò T (0) = T (1) = 0. ÅðïìÝíùò:T (n) = n+
1n n−1
∑k=2

T (k)Ôþñá, �ç ó÷Ýóç áõ�Þ ðïëëáðëáóéÜæïõìå åðß n êáé ðñïêýð�åé:n T (n) = n2 +
n−1
∑k=2

T (k)



198 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé ÔáîéíüìçóçòÅðßóçò, ó�çí ßäéá ó÷Ýóç áí�éêáèéó�ïýìå �ï n ìå n − 1 êáé ðïëëáðëáóéÜæïõìåìå n− 1, ïðü�å ðñïêýð�åé
(n− 1) T (n− 1) = (n− 1)2 +

n−2
∑k=2

T (k)Áöáéñþí�áò �á áí�ßó�ïé÷á óêÝëç �ùí äýï �åëåõ�áßùí åêöñÜóåùí êáé åê�åëþí�áòáðëÞ Üëãåâñá, ðñïêýð�åé:n T (n)− (n− 1) T (n− 1) = 2n− 1 + T (n− 1) ⇒T (n)− T (n− 1) = 2− 1n ⇒T (n− 1)− T (n− 2) = 2− 1n− 1
⇒...T (2)− T (1) = 2− 1

2Áèñïßæïí�áò áí�ßó�ïé÷á �á áñéó�åñÜ êáé �á äåîéÜ óêÝëç êáé áðëïðïéþí�áò ðñïêýð�åé:T (n) = 2(n− 1)−
(

1

2
+

1

3
+ : : :+ 1n)

= 2(n− 1) + 1−
(

1 +
1

2
+

1

3
+ : : :+ 1n)

= 2n− 1−HnÊáèþò ãéá �ïí áñìïíéêü áñéèìü éó÷ýåé Hn ≈ lnn, Ýðå�áé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á�çò ìÝóçò ðåñßð�ùóçò �çò äéáäéêáóßáò find åßíáé È(n). Ïìïßùò, ãñáììéêÞ åßíáéêáé ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò êáëý�åñçò ðåñßð�ùóçò. 29.4.2 Ó�á�éó�éêÜ óå �ñáììéêü ×ñüíï ×åéñü�åñçò �åñßð�ùóçòÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á èá ìåëå�Þóïõìå �ïí ãñáììéêü áëãüñéèìï Sele
t, ãéá�çí åýñåóç �ïõ k−oó�ïý ìåãáëý�åñïõ ó�ïé÷åßïõ ï ïðïßïò áíáð�ý÷èçêå áðü�ïõò Blum et. al. [10℄. Ôï ðñüâëçìá ðïõ åß÷å ï áëãüñéèìïò find Þ�áí ü�é ïäéá÷ùñéóìüò �çò áñ÷éêÞò áêïëïõèßáò äåí Þ�áí êá�' áíÜãêçí êáëüò êáé ìðïñïýóåíá ïäçãÞóåé óå ìåãÜëá ìåãÝèç õðïðñïâëçìÜ�ùí.Ï áëãüñéèìïò Sele
t, âáóßæå�áé ó�çí åîÞò éäÝá ãéá �ïí êáëý�åñï äéá÷ùñéóìü:



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 199Áõ�ü ðïõ ÷ñåéÜæå�áé åßíáé íá åðéëÝîïõìå �ï ó�ïé÷åßï äéá÷ùñéóìïý,âÜóåé åíüò êáëý�åñïõ äåßãìá�ïò. Áõ�ü �ï äåßãìá ìðïñïýìå íá�ï ÷�ßóïõìå ÷ùñßæïí�áò �ï Ì óå ïìÜäåò ð.÷. �ùí 5 ó�ïé÷åßùí,íá ëÜâïõìå �ïõò ìÝóïõò ãéá êÜèå ïìÜäá êáé ìå �ïõò ìÝóïõò íáêá�áóêåõÜóïõìå ìéá ìåãáëý�åñç ïìÜäá, ç ïðïßá áðï�åëåß äåéãìá�éóìü�ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ Ì . Ï ìÝóïò áõ�Þò �çò ïìÜäáò (ìÝóïò �ùíìÝóùí) åßíáé åããõçìÝíá êáëü ó�ïé÷åßï äéá÷ùñéóìïý.Ç éäÝá áõ�Þ ðáñÜãåé óùó�ü äéá÷ùñéóìü, ðÝñáí áõ�ïý �ïõ âÞìá�ïò üìùò,ï áëãüñéèìïò ëåé�ïõñãåß áêñéâþò üðùò ï find. O ðáñáêÜ�ù øåõäïêþäéêáò,õëïðïéåß �ïí áëãüñéèìï Sele
t.Sele
t(M; i)(* Åýñåóç �ïõ i−oó�ïý ìåãáëý�åñïõ ó�ïé÷åßïõ �ïõ Ì *)1. n← |M |;2. if n ≤ 100 then3. Ôáîéíüìçóç �ïõ Ì êáé áðåõèåßáò åýñåóç �ïõ i−ïó�ïý ìåãáëý�åñïõ;4. else5. Äéá÷ùñéóìüò �ïõ Ì óå õðïóýíïëá Ì1;Ì2; : : : ;M⌈n
5
⌉ 5 ó�ïé÷åßùí �ï êáèÝíá(�ï M⌈n

5
⌉, åíäÝ÷å�áé íá ðåñéÝ÷åé ≤ 5 ó�ïé÷åßá);6. Ôáîéíüìçóç Mj ; 1 ≤ j ≤ ⌈n5⌉;7. Áðåõèåßáò åýñåóç �ïõ ìÝóïõ mj óå êáèÝíá Ìj;8. m←Sele
t((m1 ;m2; : : : ;m⌈n

5
⌉); ⌈ n

10

⌉

);(* Åýñåóç �ïõ ìÝóïõ �ùí ìÝóùí, Ýó�ù m *)9. M1 ← {m ∈M ;m < s}; (* Ôá ìéêñü�åñá �ïõ m ó�ïé÷åßá *)10. M2 ← {m ∈M ;m > s}; (* Ôá ìåãáëý�åñá �ïõ m ó�ïé÷åßá *)11. if i ≤ |M1| then12. Sele
t(M1 ; i);13. else14. Sele
t(M2 ; i− |M1|);15. �16. �H äéáäéêáóßá ðïõ åê�åëåß�áé ó�éò ãñáììÝò 5-8 ìðïñåß íá öáíåß ó�ï Ó÷Þìá 9.4.Ó�ç ãñáììÞ 5, ÷ùñßæïõìå �ïÌ óå ïìÜäåò �ùí 5 ó�ïé÷åßùí �éòÌ1;Ì2; : : : ;M⌈n
5
⌉,�éò ïðïßåò �áîéíïìïýìå (ãñáììÞ 6) êáé âñßóêïõìå �ïí ìÝóï êÜèå ïìÜäáò, Ýó�ù
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Ó÷Þìá 9.4: Äéáßñåóç óå ðåí�Üäåò. Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ M1 åßíáé ìéêñü�åñá �ïõ mêáé �á ó�ïé÷åßá Ì2 ìåãáëý�åñá ßóá �ïõ mmj ï ìÝóïò �çò Mj . ÊÜèå ïìÜäá áðåéêïíßæå�áé ìå ìéá ó�Þëç êáé ç �ïðïèÝ�çóç�ùí ó�ïé÷åßùí ó�ç ó�Þëç åßíáé �Ý�ïéá þó�å ïé �éìÝò íá áõîÜíïõí êáèþò êéíïýìáó�åðñïò �á ðÜíù óå êÜèå ó�Þëç. Ó�ç ãñáììÞ 8, âñßóêïõìå �ï ó�ïé÷åßï m, �ï ïðïßïåßíáé ï ìÝóïò üëùí �ùí mj; 1 ≤ j ≤ ⌈n5 ⌉, äçëáäÞ ï ìÝóïò �ùí ìÝóùí, m, �ïó�ïé÷åßï ðïõ åßíáé åããõçìÝíá êáëüò äéá÷ùñéó�Þò. Áðü �ï óçìåßï áõ�ü êáé Ýðåé�áï áëãüñéèìïò ðñï÷ùñÜ, üðùò áêñéâþò êáé ó�ï find.Ôá ó�ïé÷åßá ðïõ ðåñéêëåßïí�áé áðü �ï ãêñß ïñèïãþíéï ó�ï Ó÷Þìá 9.4 åßíáéáõ�Ü �á ïðïßá óßãïõñá Ý÷ïõí �éìÞ ìéêñü�åñç ßóç áðü �ï m êáé Üñá óßãïõñááíÞêïõí ó�ï Ì1. Áõ�ü ìðïñåß íá öáíåß, äåäïìÝíïõ ü�é �á ó�ïé÷åßá �ïõ ãêñßæïõïñèïãùíßïõ åßíáé ìéêñü�åñá áðü �ïí ìÝóï �çò ó�Þëçò ó�çí ïðïßá áíÞêïõí êáé ïìÝóïò êáèåìßáò áðü �çò ó�Þëåò åßíáé ìéêñü�åñïò áðü �ïí ìÝóï �ùí ìÝóùí, m.Ìå åí�åëþò üìïéï óõëëïãéóìü, �á ó�ïé÷åßá �ïõ äéáöáíïýò ïñèïãùíßïõ, åßíáé üëáìåãáëý�åñá ßóá �ïõ m êáé áíÞêïõí ó�ï Ì2. Ôá äå Ì1; Ì2, ðåñéÝ÷ïõí ðéèáíþòêáé Üëëá ó�ïé÷åßá, áëëÜ áõ�Ü ðïõ ðåñéâÜëëïí�áé áðü ïñèïãþíéá, ðåñéÝ÷ïí�áéóßãïõñá óå áõ�Ü �á óýíïëá.ÖñÜóóïí�áò �ïí ìÝãéó�ï áñéèìü ó�ïé÷åßùí ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé Ýíá �Ý�ïéïóýíïëï, äßíåé �çí äõíá�ü�ç�á öñáãÞò �ïõ ìÝãéó�ïõ êüó�ïõò ìéáò áíáäñïìéêÞòêëÞóçò �çò Sele
t, êÜ�é ðïõ èá âïçèÞóåé ó�çí áðüäåéîç �çò ãñáììéêü�ç�Üò�çò. Ôï ðáñáêÜ�ù ËÞììá ðñïêýð�åé åýêïëá.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 201ËÞììá 9.1. To åëÜ÷éó�ï ìÝãåèïò �ïõ Ì1 Þ �ïõ Ì2 åßíáé 3n
10 − 6Áðüäåéîç. Áðü �çí ðáñá�Þñçóç �ïõ Ó÷Þìá�ïò 9.4, ðñïêýð�åé ü�é êáèÝíá áðü�á ïñèïãþíéá ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí 3

(⌈

1
2

⌈n
5

⌉⌉

− 2
)

≥ 3n
10 − 6 ó�ïé÷åßá. Áõ�üáöïý äåí ìå�ñÜìå �çí �åëåõ�áßá ðåí�Üäá ðïõ ìðïñåß íá ìçí åßíáé ãåìÜ�ç êáèþòêáé �çí ðåí�Üäá ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï m.Áðü �ï ËÞììá 9.1 ðñïêýð�åé ü�é �ï ìÝãéó�ï õðïðñüâëçìá áí ëÜâïõìå óáíó�ïé÷åßï äéá÷ùñéóìïý �ï m ðåñéÝ÷åé 7n

10 + 6 ó�ïé÷åßá. ¸ó�ù T (n), ï ìÝãéó�ïò÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ, ãéá êÜèå óýíïëï M ðïõ ðåñéÝ÷åé n ó�ïé÷åßáêáé êÜèå i.ËÞììá 9.2. Ç ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðåñéãñÜöåé �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõáëãïñßèìïõ Sele
t.T (n) ≤
{

Θ(1) , ãéá n ≤ 80T (⌈n=5⌉) + T (7n=10 + 6) + g(n) , ãéá n > 80Áðüäåéîç. O áëãüñéèìïò èá åê�åëåó�åß ìéá öïñÜ ãéá �ïí ìÝóï �ùí ìÝóùí(ãñáììÞ 8), äçëáäÞ ãéá ⌈n=5⌉ ó�ïé÷åßá, ïðü�å ðñïêýð�åé ï üñïò Ô(⌈n=5⌉) êáéìéá öïñÜ áíáäñïìéêÜ, åß�å ãéá �ï Ì1 (ãñáììÞ 12) åß�å ãéá �ï Ì2 (ãñáììÞ14), üðïõ ï ÷ñüíïò ðïõ îïäåýå�áé åßíáé �ï ðïëý Ô(7n=10 + 6), ëüãù �ïõËÞììá�ïò 9.1. Åðßóçò èá ðñÝðåé 7n=10 + 6 < n ⇒ n > 20. Ï üñïò g(n) =O(n) áöïý ïé õðüëïéðåò ãñáììÝò �ïõ ðñïãñÜììá�ïò áðáé�ïýí ãñáììéêü ðëÞèïòâçìÜ�ùí. ¸ó�ù ëïéðüí ó�áèåñÜ b Ý�óé þó�å g(n) ≤ bn, ãéá êÜèå n ìåãáëý�åñïáðü ìßá ó�áèåñÜ.Èåþñçìá 9.1. O áëãüñéèìïò Sele
t �ñÝ÷åé óå ÷ñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò �ïðëÞèïò �çò åéóüäïõÁðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå ìå åðáãùãÞ ü�é Ô(n) ≤ 
n, üðïõ 
 ìßá ó�áèåñÜåîáñ�þìåíç áðü �ç ó�áèåñÜ ó�ïí üñï O(n) �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò.�éá n ≤ 80: �ñïöáíÝò.�éá n > 80: ÕðïèÝ�ïõìå ü�é éó÷ýåé Ô(`) ≤ 
`; ` < n. Èá äåßîïõìå ü�é éó÷ýåéêáé ãéá ` = n. ¸÷ïõìå



202 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé ÔáîéíüìçóçòT (n) ≤ T (⌈n=5⌉) + T (7n=10 + 6) + bn
≤ 
 ⌈n=5⌉+

7
n
10

+ 6
+ bn
≤ 
n

5
+ 
+

7
n
10

+ 6
+ bn
=

9
n
10

+ 7
+ bn ≤ 
n (9.1)üðïõ ç 9.1 éó÷ýåé ãéá bnn+ 7 + 9n
10

≤ 
Áõ�Þ ç áíéóü�ç�á éó÷ýåé ãéá êÜèå n > 80 áí êáèïñßæïõìå åðáêñéâþò �ï b.ÓõíïëéêÜ Ý÷ïõìå T (n) ≤
{

Θ(1); n ≤ 80
n n > 80

9.5 Ôáîéíüìçóç ìå Óõã÷þíåõóçÌå �ïí üñï óõã÷þíåõóç (merging) åííïïýìå �çí ðñÜîç �çò äçìéïõñãßáò åíüòíÝïõ �áîéíïìçìÝíïõ ðßíáêá ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá �á ó�ïé÷åßá äýï (Þ êáé ðåñéóóï�Ýñùí)ðéíÜêùí, ðïõ åßíáé Þäç �áîéíïìçìÝíïé. Ç äéáäéêáóßá Merge ðïõ áêïëïõèåßõëïðïéåß �ç óõã÷þíåõóç äýï �áîéíïìçìÝíùí ðéíÜêùí A êáé B (ìå n êáé máêåñáßïõò áí�ßó�ïé÷á) ó�ïí ðßíáêá C. Èåùñåß�áé ü�é ïé äýï ðßíáêåò Ý÷ïõí êáéìßá åðéðëÝïí èÝóç ðïõ ÷ñçóéìåýåé ãéá �çí áðïèÞêåõóç åíüò öñïõñïý (sentinel).pro
edure merge;1. i <-- 1; j <-- 1;2. A[n+1℄ <-- maxint; B[m+1℄ <-- maxint;2. for k <-- 1 to n+m do3. if A[i℄<B[j℄ then4. C[k℄ <-- A[i℄; i <-- i+15. else6. C[k℄ <-- B[j℄; j <-- j+1



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 203Ó�çí ïõóßá ç óõã÷þíåõóç ãßíå�áé ìå �ç âïÞèåéá äýï äåéê�þí i êáé j ðïõóáñþíïõí �ïõò äýï ðßíáêåò êáé äéáäï÷éêÜ óõãêñßíïõí ó�ïé÷åßá áðü �ïõò ðßíáêåòA êáé B. ¸�óé, êÜèå öïñÜ �ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï ìå�áöÝñå�áé ó�ïí ðßíáêáåîüäïõ C. Ï áíáãíþó�çò ìðïñåß ðïëý åýêïëá íá êá�áëÜâåé �ç ëåé�ïõñãßá �çòäéáäéêáóßáò Merge êáé äåí ÷ñåéÜæïí�áé ðåñéóóü�åñåò åðåîçãÞóåéò. Áðü �ï âñü÷ï�çò åí�ïëÞò 2, åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò óõã÷þíåõóçò åßíáéÈ(n+m), èåùñþí�áò öñáãìÝíï áðü åðÜíù �ï êüó�ïò �çò åñþ�çóçò �çò åí�ïëÞò3-6.Ó�ç öéëïóïößá �çò äéáäéêáóßáò áõ�Þò âáóßæå�áé ìßá óçìáí�éêü�á�ç ìÝèïäïò�áîéíüìçóçò, ç ïíïìáæüìåíç �áîéíüìçóç ìå åõèåßá óõã÷þíåõóç (straight mergesort). Êá�Ü êáéñïýò ç ìÝèïäïò áõ�Þ Ý÷åé õëïðïéçèåß ìå ðëÞèïò �ñüðùí, üðùòåðáíáëçð�éêÜ Þ áíáäñïìéêÜ, ãéá ëßó�åò Þ ðßíáêåò êïê. Ó�ç óõíÝ÷åéá áêïëïõèåßìßá åêäï÷Þ �çò ãéá ðßíáêåò, ç ïðïßá áðï�åëåß�áé áðü äýï �ìÞìá�á: �çí áíáäñïìéêÞmerge sort êáé �ç merge. Ó�éò åí�ïëÝò 16-18 �çò merge sort âñßóêå�áé �ïìåóáßï ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá êáé åê�åëïýí�áé 2 êëÞóåéò ó�ïõò äýï õðïðßíáêåòðïõ ðñïêýð�ïõí. Áðü åäþ ðñïêýð�åé ü�é ç ìÝèïäïò áíÞêåé ó�çí ïéêïãÝíåéá�ùí áëãïñßèìùí Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå. Ç äéáäéêáóßá merge ðïõ êáëåß�áé ü�áíðñïêýøïõí ó�ïé÷åéþäåéò õðï-...-õðï-ðßíáêåò áíáëáìâÜíåé �éò óõãêñßóåéò �ùíó�ïé÷åßùí êáé �á �áê�ïðïéåß ìå �ç âïÞèåéá åíüò âïçèç�éêïý ðßíáêá B.pro
edure merge(left,middle,right);1. first <-- left; se
ond <-- middle+1; temp <-- left;2. while (first<=middle) and (se
ond<=right) do3. if A[first℄<=A[se
ond℄ then4. B[temp℄ <-- A[first℄; first <-- first+1;5. else6. B[temp℄ <-- A[se
ond℄; se
ond <-- se
ond+1;7. temp <-- temp+18. if first<=middle then9. for k <-- first to middle do10. B[temp℄ <-- A[k℄; temp <-- temp+111. else12. for k <-- se
ond to right do13. B[temp℄ <-- A[k℄; temp <-- temp+114. for k <-- left to right do A[k℄ <-- B[k℄pro
edure merge_sort(left,right);15. if left<right then



204 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçò16. middle <-- (left+right) div 2;17. merge_sort(left,middle);18. merge_sort(middle+1,right);19. merge(left,middle,right)
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12 1189 10 1213 14 1516 1734 75 6 Ó÷Þìá 9.5: ÓåéñÜ êëÞóåùí �çò merge sort.Áí åöáñìüóïõìå �éò áíù�Ýñù äéáäéêáóßåò óå ðßíáêá ìå �á 9 ãíùó�Ü êëåéäéÜ,�ü�å ç mergesort èá êëçèåß 17 ìå �ç óåéñÜ ðïõ áðåéêïíßæå�áé åðÜíù áðü êÜèåêüìâï �ïõ åðïìÝíïõ ó÷Þìá�ïò, åíþ ìÝóá óå êÜèå êüìâï öáßíïí�áé �á ïñßóìá�á�çò áí�ßó�ïé÷çò êëÞóçò. Ó�ï Ó÷Þìá 9.6 öáßíïí�áé 8 êëÞóåéò �çò merge, ìå �çíáí�ßó�ïé÷ç �Üîç åê�üò �ïõ êüìâïõ êáé �á ïñßóìá�á åí�üò �ïõ êüìâïõ. Êáé ó�éòäýï ðåñéð�þóåéò ç äéÜó÷éóç �ïõ äÝíäñïõ áêïëïõèåß �ç ëïãéêÞ �çò áíáæÞ�çóçòìå ðñï�åñáéü�ç�á âÜèïõò (dfs).�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò merge sort åßíáé È(n log n) ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç.
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8 75 642 31Ó÷Þìá 9.6: ÓåéñÜ êëÞóåùí �çò merge.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 205Áðüäåéîç�áñá�çñþí�áò �ç äéáäéêáóßá merge sort åîÜãïõìå �çí åðüìåíç áíáäñïìéêÞåîßóùóç: T (n) = T (⌊n=2⌋) + T (⌈n=2⌉) + nìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (1) = 1, åíþ ïé �ñåéò üñïé �ïõ äåîéïý óêÝëïõò áí�éó�ïé÷ïýíó�éò åí�ïëÝò 17-19. ÓõãêåêñéìÝíá �ï êüó�ïò óå óõãêñßóåéò �çò åí�ïëÞò 19ðñïêýð�åé áðü üóá áíáöÝñèçêáí ðñïçãïõìÝíùò ãéá �ç äéáäéêáóßá óõã÷þíåõóçò2 ðéíÜêùí. �éá �çí åõêïëßá �çò áíÜëõóçò õðïèÝ�ïõìå ü�é n = 2k, ïðü�å çáíù�Ýñù áíáäñïìéêÞ åîßóùóç åßíáé ðëÝïí åýêïëç õðüèåóç êáèþò éó÷ýåé äéáäï÷éêÜ:T (n) = 2T (n=2) + n = 2(2T (n=4) + n=2) + n = 4T (n=4) + 2n = : : :
= 8T (n=8) + 3n = 2kT (n=2k) + kn = n+ n log n = �(n log n)

2Ç ìÝèïäïò �áîéíüìçóçò ìå åõèåßá óõã÷þíåõóç áîßæåé �çí ðñïóï÷Þ ìáò ãéá�ßåßíáé ðïëý åõó�áèÞò (stable) ìÝèïäïò, äçëáäÞ áíåîÜñ�ç�á áðü �ç öýóç �ùíäåäïìÝíùí èá åê�åëÝóåé �ïí ßäéï áñéèìü óõãêñßóåùí ó�ç ìÝóç êáé �ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç. Ôï ÷áñáê�çñéó�éêü áõ�ü Ýñ÷å�áé óå áí�ßèåóç ìå �ï ìåéïíÝê�çìá�çò ãñÞãïñçò �áîéíüìçóçò, ðïõ äéáêñßíå�áé áðü ðïëõðëïêü�ç�á O(n2) ãéá �ç÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç. Ùó�üóï, �ï óõìðÝñáóìá áõ�ü ðñïêýð�åé ãéá�ß ó�çí áíÜëõóçëÜâáìå õðüøç ìáò ìüíï �ï ðëÞèïò �ùí åê�åëïýìåíùí óõãêñßóåùí. Óå ìßáðñáãìá�éêÞ õëïðïßçóç, ç ÷ñÞóç �ïõ âïçèç�éêïý ðßíáêá B êáé ïé åê�åëïýìåíåòêá�á÷ùñÞóåéò åßíáé åðßóçò ðñÜîåéò ìç áìåëç�Ýïõ ÷ñïíéêïý êüó�ïõò, ïé ïðïßåòåðéâáñýíïõí �ç óõíïëéêÞ åðßäïóç. Ôåëéêþò, áí êáé ç �áîéíüìçóç ìå óõã÷þíåõóçäåí åßíáé ßóùò ç êáëý�åñç ìÝèïäïò �áîéíüìçóçò ó�çí êýñéá ìíÞìç, åí �ïý�ïéòáðï�åëåß �ç âÜóç ãéá ìåèüäïõò åîù�åñéêÞò �áîéíüìçóçò.9.6 Ôáîéíüìçóç �ïõ ShellÇ ìÝèïäïò ðïõ ðñï�Üèçêå áðü �ïí Shell Ý÷åé âáóéêü ü�é ÷ñçóéìïðïéåß ìßá áêïëïõèßááêåñáßùí h1; h2; : : : ; hk, üðïõ éó÷ýåé: h1 > h2 > : : : > hk−1 > hk = 1 êáéãé'áõ�ü öÝñåé êáé �çí ïíïìáóßá �áîéíüìçóç ìå ìåéïýìåíåò áõîÞóåéò (dimin-ishing in
rement). Ó�çí ðñÜîç ç ìÝèïäïò ëåé�ïõñãåß ãéá ïðïéåóäÞðï�å �éìÝò �çòáêïëïõèßáò h1; h2; : : : ; hk−1 áëëÜ èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé hk = 1.Èá ìðïñïýóå íá õðïó�çñé÷èåß ü�é ç �áîéíüìçóç �ïõ Shell åßíáé ìßá ðáñáëëáãÞ�çò �áîéíüìçóçò ìå åéóáãùãÞ. Ïõóéáó�éêÜ, ç ìÝèïäïò áðï�åëåß�áé áðü k öÜóåéò,üðïõ ó�çí i-ïó�Þ öÜóç (ãéá 1 ≤ i ≤ k) èåùñåß�áé �ï âÞìá hi, ïðü�å áêïëïõèþí�áò�ç ëïãéêÞ �çò �áîéíüìçóçò ìå åéóáãùãÞ �ßèåí�áé óå óùó�Þ äéÜ�áîç ìå�áîý



206 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçò�ïõò �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá ðïõ áðÝ÷ïõí hi èÝóåéò. �ñïöáíþò ç k-ïó�Þ êáé�åëåõ�áßá öÜóç åßíáé Ýíá êëáóéêü ðÝñáóìá �çò �áîéíüìçóçò ìå åéóáãùãÞ ðïõïëïêëçñþíåé �ç äéáäéêáóßá. �ñÝðåé íá �ïíéóèåß ü�é áðïäåäåéãìÝíá, áí ï ðßíáêáòåßíáé �áîéíïìçìÝíïò ìå âÜóç êÜðïéï âÞìá, �ü�å ðáñáìÝíåé �áîéíïìçìÝíïò ìåâÜóç �ï ßäéï âÞìá áêüìç êáé áí åöáñìïóèïýí Ýíá ç ðåñéóóü�åñá åðüìåíá âÞìá�áó�ç óõíÝ÷åéá. Åðßóçò, êáèþò ç ìÝèïäïò áõ�Þ ó�çñßæå�áé ó�çí �áîéíüìçóç ìååéóáãùãÞ, åßíáé êáé áõ�Þ åõó�áèÞò, äçëáäÞ äåí áí�áëëÜóóåé áìïéâáßá ó�ïé÷åßáìå ßóá êëåéäéÜ.Ôï ðáñÜäåéãìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 9.7 äåß÷íåé �ï ðåñéå÷üìåíï �ïõ ðßíáêá ìå �áãíùó�Ü 9 êëåéäéÜ êáé �ïí �ñüðï áí�áëëáãÞò �ïõò êáèþò ï ðßíáêáò �áîéíïìåß�áéó�áäéáêÜ ìå 3 âÞìá�á ìåãÝèïõò 4, 2 êáé 1. Ìå�áîý �ùí ãñáììþí ðïõ äåß÷íïõí�ï ðÝñáò êÜèå öÜóçò, ðáñïõóéÜæïí�áé ïé åê�åëïýìåíåò áí�áëëáãÝò ó�ïé÷åßùí�ïõ ðßíáêá. Ó�ï ðáñÜäåéãìá áõ�ü, åðßóçò, ðáñá�çñïýìå ÷áñáê�çñéó�éêÜ ðùò ïðßíáêáò ðáñáìÝíåé �áîéíïìçìÝíïò ìå âÞìá 4 áêüìç êáé ìå�Ü �ï ðÝñáò �çò öÜóçòìå âÞìá 2. Áñ÷éêÜÊëåéäéÜ 52 12 71 56 5 10 19 90 455 5245 5210 1219 71ÂÞìá 4 5 10 19 56 45 12 71 90 5252 7112 56ÂÞìá 2 5 10 19 12 45 56 52 90 7112 19 52 56 71 90ÂÞìá 1 5 10 12 19 45 52 56 71 90Ó÷Þìá 9.7: Ôáîéíüìçóç ìå ìåéïýìåíåò áõîÞóåéò.Ï øåõäïêþäéêáò ðïõ áêïëïõèåß ðáñïõóéÜæåé áëãïñéèìéêÜ �ï ðñïçãïýìåíïóêåð�éêü. Ï øåõäïêþäéêáò äåí åßíáé áñêå�Ü ãåíéêüò êáèþò èåùñåß ìßá áðëÞáêïëïõèßá ìå 3 âÞìá�á ìåãÝèïõò 4, 2 êáé 1, þó�å íá óõìöùíåß ìå �ï ðáñÜäåéãìá.Ç äåý�åñç ðáñá�Þñçóç åßíáé ü�é ãéá åðéðëÝïí ëüãïõò åõêïëßáò èåùñåß ü�é ó�ááñéó�åñÜ �ïõ ðßíáêá õðÜñ÷ïõí �ñåéò åðéðëÝïí èÝóåéò, üðïõ �ïðïèå�ïýí�áé êüìâïéöñïõñïß ìå �éìÝò ßóåò ðñïò �á âÞìá�á áí�ßó�ïé÷á.pro
edure shellsort;



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 2071. h[1℄ <-- 4; h[2℄ <-- 2; h[3℄ <-- 1;2. for m <-- 1 to 3 do3. k <-- h[m℄; s <-- -k4. for i <-- k+1 to n do5. x <-- A[i℄; j <-- i-k;6. if s=0 then s <-- -k;7. s <-- s+1; A[s℄ <-- x;8. while x<Á[j℄ do9. A[j+k℄ <-- A[j℄; j <-- j-k10. A[j+k℄ <-- xÇ áðëÞ áõ�Þ ëïãéêÞ �çò ìåèüäïõ �ïõ Shell ðÜó÷åé êá�Ü �ï ü�é ç áêïëïõèßá�ùí áêåñáßùí ðáñáìÝíåé ìßá ðáñÜìå�ñïò ðñïò âåë�éó�ïðïßçóç. ÄçëáäÞ, Ý÷ïõíðñï�áèåß êáé Ý÷ïõí áíáëõèåß ìå ðåñéóóü�åñç Þ ëéãü�åñç äõóêïëßá áñêå�Ýò áêïëïõèßåò,áëëÜ èá ìðïñïýóå íá ðñï�áèåß ìßá íÝá áêïëïõèßá êáé íá áðïäåé÷èåß ü�é áõ�Þåßíáé êáëý�åñç áðü êÜèå ðñïçãïýìåíç êáé ðéèáíþò ç âÝë�éó�ç. Ó�ç óõíÝ÷åéá èáðáñïõóéÜóïõìå �çí áíÜëõóç �çò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò ãéá �çí áêïëïõèßá ðïõðñï�Üèçêå áðü �ïí ßäéï �ïí Shell êáé äßíå�áé áðü �éò ó÷Ýóåéò: h1 = ⌊n=2⌋ êáéhi+1 = ⌊hi=2⌋.�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò shellsort åßíáé È(n2) ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç, ãéá �çíáêïëïõèßá �ïõ Shell, üðïõ h1 = ⌊n=2⌋ êáé hi+1 = ⌊hi=2⌋.Áðüäåéîç�éá íá áðïäåßîïõìå ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò ãéá �çíáêïëïõèßá �ïõ Shell åßíáé È(n2), ðñþ�á èá áðïäåßîïõìå ü�é éó÷ýåé �ï Ù(n2)êáé ìå�Ü �ï Ï(n2). ¸ó�ù ü�é n = 2k, ïðü�å êÜèå âÞìá åßíáé Üñ�éïò áñéèìüòåê�üò áðü �ï �åëåõ�áßï âÞìá ðïõ éóïý�áé ìå �ç ìïíÜäá. ¸ó�ù, åðßóçò, ü�éáñ÷éêÜ �á n=2 ìåãáëý�åñá ó�ïé÷åßá �ïðïèå�ïýí�áé ó�éò Üñ�éåò èÝóåéò, åíþ �án=2 ìéêñü�åñá ó�ïé÷åßá �ïðïèå�ïýí�áé ó�éò ðåñé��Ýò èÝóåéò. ÌÝ÷ñé íá öèÜóïõìåó�ï �åëåõ�áßï âÞìá, üëá �á n=2 ìåãáëý�åñá ó�ïé÷åßá åßíáé áêüìç ó�éò Üñ�éåòèÝóåéò êáé üëá �á n=2 ó�ïé÷åßá åßíáé ó�éò ìéêñü�åñåò èÝóåéò. ÅðïìÝíùò �ï i-ïó�ü ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï (ãéá i ≤ n=2) âñßóêå�áé ó�çí (2i − 1)-ïó�Þ èÝóç ðñéíáñ÷ßóåé �ï �åëéêü ðÝñáóìá êáé ðñÝðåé íá åê�åëåóèïýí i − 1 áí�áëëáãÝò ìÝ÷ñéíá öèÜóåé ó�çí �åëéêÞ �ïõ èÝóç. ¢ñá, ãéá üëá �á n=2 ìéêñü�åñá ó�ïé÷åßá èááðáé�çèïýí∑n=2i=1(i−1) = n2−n
8 = 
(n2) áí�áëëáãÝò. Ôï Ó÷Þìá 9.8 áðåéêïíßæåé�ï ðáñÜäåéãìá ðïõ ðåñéãñÜöçêå ðñéí.�éá íá áðïäåßîïõìå �ï äåý�åñï óêÝëïò, áñêåß íá èåùñÞóïõìå ü�é êá�Ü �ï



208 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé ÔáîéíüìçóçòÁñ÷éêÜ 1 5 2 6 3 7 4 8ÂÞìá 4 1 5 2 6 3 7 4 8ÂÞìá 2 1 5 2 6 3 7 4 8ÂÞìá 1 1 2 3 4 5 6 7 8Ó÷Þìá 9.8: Ôáîéíüìçóç ìå ìåéïýìåíåò áõîÞóåéò.ðÝñáóìá ìå âÞìá hk, ïõóéáó�éêÜ åê�åëåß�áé ìßá �áîéíüìçóç ìå åéóáãùãÞ (�å�ñáãùíéêÞòðïëõðëïêü�ç�áò) ãéá Ýíá óýíïëï n=hk ó�ïé÷åßùí. ÅðïìÝíùò, ãéá �ï óýíïëï�ùí ðåñáóìÜ�ùí ìå áõ�ü �ï âÞìá ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé Ï(hk(n=hk)2) =O(n2=hk). ÅðïìÝíùò ãéá �ï óýíïëï �ùí âçìÜ�ùí ðñïêýð�åé ç ðïëõðëïêü�ç�áO(
∑ti+1 n2=ht) = O(n2

∑ti+1 1=ht). Êáèþò ç áêïëïõèßá �ùí âçìÜ�ùí åßíáéãåùìå�ñéêÞ, Ýðå�áé ü�é ∑ti+1 1=ht < 2. ¸�óé ðñïêýð�åé �ï æç�ïýìåíï, äçëáäÞü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò �áîéíüìçóçò �ïõ Shell ãéá �ç äåäïìÝíç áêïëïõèßá åßíáéÏ(n2). 2Ó�ç âéâëéïãñáößá Ý÷ïõí ðáñïõóéáóèåß ðïëëÝò åíáëëáê�éêÝò ðñï�Üóåéò ãéá�çí áêïëïõèßá �ùí âçìÜ�ùí êáé Ý÷ïõí áíáëõèåß. �éá ðáñÜäåéãìá, ãéá �çíáêïëïõèßá 1; 3; 7; : : : ; 2k − 1 �ïõ Hibbard, áí êáé åéêÜæå�áé áðü ðåéñáìá�éêÜáðï�åëÝóìá�á ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé Ï(n5=4), �ï üñéï ðïõ Ý÷åé áðïäåé÷èåßåßíáé È(n3=2).9.7 ¼ñéá Áëãïñßèìùí ÔáîéíüìçóçòÌÝ÷ñé ó�éãìÞò åîå�Üóèçêáí ìÝèïäïé �áîéíüìçóçò ìå ðïëõðëïêü�ç�á �çò �ÜîçòO(n2) Þ Ï(n log n). Ôé åêöñÜæåé ç êÜèå ìßá áðü áõ�Ýò �éò �Üîåéò ðïëõðëïêü�ç�áò;Ï ìÝèïäïò �çò �áîéíüìçóçò ìå åéóáãùãÞ, �çò �áîéíüìçóçò ìå åðéëïãÞ êáé �çò�áîéíüìçóçò ìå áí�áëëáãÞ (bubblesort) åßíáé ïé ëåãüìåíåò åõèåßåò (straight)ìÝèïäïé ðïõ åßíáé áðëÝò ó�çí êá�áíüçóç, �çí êùäéêïðïßçóç êáé �çí áíÜëõóçáëëÜ áðï�åëïýí ìßá ïéêïãÝíåéá áñãþí áëãïñßèìùí �áîéíüìçóçò. �éá �éò ìåèüäïõòáõ�Ýò éó÷ýåé ç åðüìåíç èåþñçóç.ÄïèÝí�ïò åíüò ðßíáêá Á ìå n äéáêñé�Ü ó�ïé÷åßá ëÝãå�áé ü�é õðÜñ÷åé ìßááí�éó�ñïöÞ (inversion) áí éó÷ýåé A[i] > A[j] ãéá êÜðïéá i < j. Ìå áðëÜëüãéá, ó�çí áêïëïõèßá S = 3; 14; 1; 5; 9 ïé áí�éó�ñïöÝò åßíáé (3,1), (14,1), (14,5)êáé(14,9).�ñü�áóç.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 209ÊÜèå áëãüñéèìïò ðïõ óå êÜèå âÞìá áðïìáêñýíåé �ï ðïëý ìßá áí�éó�ñïöÞ áðáé�åßn(n − 1)=2 âÞìá�á ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç êáé n(n − 1)=4 âÞìá�á ó�ç ìÝóçðåñßð�ùóç.Áðüäåéîç.Áí õðïèÝóïõìå ü�é ï ðßíáêáò Á ðåñéÝ÷åé ìßá �õ÷áßá äéÜ�áîç �ùí �éìþí 1; 2; : : : ; náðü �ï óýíïëï �ùí n! äéá�Üîåùí. Ïñßæïõìå ùò áíåó�ñáììÝíï (reverse) �ïõðßíáêá Á, �ïí ðßíáêá AR = (A[n];A[n−1]; : : : ;A[1]). Óçìåéþíå�áé ü�é (AR)R =A, åíþ ãéá n > 1 äåí õðÜñ÷åé ðåñßð�ùóç êÜðïéïò ðßíáêáò íá áðï�åëåß áí�ßó�ñïöï�ïõ åáõ�ïý �ïõ. ¸�óé ïé n! äéá�Üîåéò ìðïñïýí íá ÷ùñéóèïýí óå n!=2 æåýãç,üðïõ êÜèå æåýãïò áðï�åëåß�áé áðü ìßá äéÜ�áîç êáé �çí áí�åó�ñáììÝíç �çò.ÕðÜñ÷ïõí n(n − 1)=2 æåýãç �éìþí i; j üðïõ 1 ≤ j < i ≤ n. �éá êÜèå �Ý�ïéïæåýãïò �éìþí (i; j) êáé ãéá êÜèå æåýãïò äéÜ�áîçò êáé �çò áí�åó�ñáììÝíçò �çò(A;AR), èá õðÜñ÷åé ìüíï ìßá áí�éó�ñïöÞ ó�ç ìßá äéÜ�áîç áðü �éò äýï �ïõ êÜèåæåýãïõò. ÅðïìÝíùò ï óõíïëéêüò áñéèìüò áí�éó�ñïöþí óå üëåò �éò äéá�Üîåéòåßíáé n(n− 1)=2, åíþ ç ìÝóç �éìÞ �ùí áí�éó�ñïöþí åßíáé n(n− 1)=4. 2�ñü�áóç.ÄåäïìÝíïõ åíüò ðßíáêá ðïõ ðåñéÝ÷åé ìßá �õ÷áßá äéÜ�áîç ìå n ó�ïé÷åßá, �ïÜèñïéóìá �ùí áðïó�Üóåùí ðïõ äéáíýïí�áé áðü �á ó�ïé÷åßá êá�Ü �çí �áîéíüìçóÞ�ïõò åßíáé (n2 − 1)=3.Áðüäåéîç.Áí õðïèÝóïõìå ü�é ï ðßíáêáò Á ðåñéÝ÷åé ìßá �õ÷áßá äéÜ�áîç �ùí �éìþí 1; 2; : : : ; n.ÄïèÝí�ïò åíüò �õ÷áßïõ ó�ïé÷åßïõ Á[j℄, ç áðüó�áóç ðïõ èá äéáíýóåé åßíáé A[j]−j. ÅðïìÝíùò èåùñþí�áò �ï óýíïëï �ùí ó�ïé÷åßùí éó÷ýåé ü�é ç ìÝóç �éìÞ �çòáðüó�áóçò éóïý�áé ìå:E[A[j] − j] =
|1− j|+ |2− j|+ : : :+ |j − j|+ : : :+ |n− j|n

=
1n (j−1

∑i=1

i+ n−j
∑i=1

i) =
1n (j(j − 1)

2
+

(n− j)(n − j + 1)

2

)Óõíåðþò ç ìÝóç äéáíõüìåíç áðüó�áóç åßíáé:n
∑j=1

(E[A[j] − j]) =
1n n
∑j=1

(j(j − 1)

2
+

(n− j)(n− j + 1)

2

)Ïé üñïé åí�üò �ïõ áèñïßóìá�ïò åßíáé ßäéïé ãéá óõìðëçñùìá�éêÝò �éìÝò �ïõ j êáé



210 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé ÔáîéíüìçóçòåðïìÝíùò éó÷ýåé:n
∑j=1

(E[A[j]− j]) =
1n n
∑j=1

j(j − 1) = : : : =
n2 − 1

3Óõíåðþò Ýíáò áëãüñéèìïò �áîéíüìçóçò ðïõ ìå�áêéíåß �á ó�ïé÷åßá êá�Ü Ýíáó�áèåñü áñéèìü èÝóåùí óå êÜèå âÞìá áðáé�åß Ï(n2) âÞìá�á. 2ÔåëéêÜ �ßèå�áé �ï åñþ�çìá \�üóï ãñÞãïñá ìðïñåß ìßá ìÝèïäïò íá �áîéíïìÞóåéÝíáí ðßíáêá;". Èá áðïäåé÷èåß ü�é ü�áí ìßá ìÝèïäïò �áîéíüìçóçò ó�çñßæå�áéìüíï óå óõãêñßóåéò êáé áí�áëëáãÝò êëåéäéþí, �ü�å ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç äåíìðïñåß íá �áîéíïìÞóåé óå ÷ñüíï êá�þ�åñï �ïõ Ï(n log n).�ñéí �çí áðüäåéîç �çò ó÷å�éêÞ ðñü�áóçò åßíáé áíáãêáßï íá ðåñéãñáöåß çäéáäéêáóßá �áîéíüìçóçò ìå Ýíá äÝíäñï áðïöÜóåùí (de
ision tree). ¸íá ìïíïðÜ�é�ïõ äÝíäñïõ äåß÷íåé ìßá ðéèáíÞ äéáäï÷Þ áðü õðïëïãéóìïýò ðïõ ï áëãüñéèìïòðéèáíþò íá áêïëïõèÞóåé. �éá ðáñÜäåéãìá, áò õðï�åèåß ü�é ðñÝðåé íá �áîéíïìçèïýí�ñßá êëåéäéÜ: �á k1; k2 êáé k3 áí�ßó�ïé÷á. Ç óåéñÜ åéóüäïõ �ùí êëåéäéþí åßíáék1; k2 êáé k3 ðïõ öáßíå�áé ó�ï äÝíäñï áðïöÜóåùí ùò (1,2,3). Áñ÷éêÜ óõãêñßíïí�áé�á êëåéäéÜ k1 êáé k2. Áí k1 < k2 �ü�å ç óåéñÜ (1,2,3) äåí áëëÜæåé, áëëéþò ãßíå�áé(2,1,3).Ó�ï åðüìåíï ó÷Þìá öáßíïí�áé üëá �á ðéèáíÜ åíäå÷üìåíá ðïõ ìðïñïýí íáóõìâïýí óå Ýíáí áëãüñéèìï �áîéíüìçóçò áíÜëïãá ìå �ç óåéñÜ óýãêñéóçò �ùíêëåéäéþí ó�ï äÝíäñï. Áðü �ï ó÷Þìá áõ�ü öáßíå�áé ü�é �ï äÝíäñï áðïöÜóåùíåßíáé Ýíá äõáäéêü äÝíäñï. Ôá öýëëá �ïõ äÝíäñïõ åßíáé áñéèìçìÝíá áðü É ùò VIêáé áðï�åëïýí �á ìïíáäéêÜ óçìåßá �åñìá�éóìïý êÜèå áëãïñßèìïõ �áîéíüìçóçò.Ôï äÝíäñï áõ�ü Ý÷åé 3!=6 öýëëá ðïõ åîáóöáëßæåé ü�é ï áëãüñéèìïò âñßóêåéðÜí�ï�å �ç äéÜ�áîç åêåßíç ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çí �áîéíïìçìÝíç óåéñÜ.�ñü�áóç.ÊÜèå äÝíäñï áðïöÜóåùí ðïõ �áîéíïìåß n äéáêåêñéìÝíá êëåéäéÜ Ý÷åé ýøïò �ïõëÜ÷éó�ïí
log n!.Áðüäåéîç.¸íá äÝíäñï áðïöÜóåùí Ý÷åé n! öýëëá ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå êÜèå ìßá áðü �éòn! äéá�Üîåéò �ùí n êëåéäéþí. Áò õðï�åèåß ü�é �ï äÝíäñï åßíáé ðëÞñåò êáé ü�é �ïýøïò �ïõ åßíáé h. Ôü�å ï áñéèìüò �ùí öýëëùí åßíáé 2h−1, ïðü�å óõíåðÜãå�áéü�é n! = 2h−1. Ëïãáñéèìþí�áò êáé �á äýï ìÝëç �çò ó÷Ýóçò ðñïêýð�åé:

log n! = log 2h−1 = h− 1
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íáé ü÷éíáé ü÷é íáé ü÷éíáé ü÷éíáé ü÷éI={1,2,3}II={1,3,2} III={3,1,2}IV={2,1,3}V={2,3,1} VI={3,2,1}Ó÷Þìá 9.9: ÄÝíäñï áðïöÜóåùí.Ôï äÝíäñï äåí åßíáé ðëÞñåò êáé Üñá ç ðñü�áóç éó÷ýåé. 2�ñü�áóç.ÊÜèå áëãüñéèìïò ðïõ �áîéíïìåß êÜíïí�áò ìüíï óõãêñßóåéò êáé áí�áëëáãÝò êëåéäéþíÝ÷åé ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ÷ñüíï �Üîçò Ï(n log n).Áðüäåéîç.�ñÝðåé íá áðïäåé÷èåß ü�é óå êÜèå äÝíäñï áðïöÜóåùí ìå n! öýëëá õðÜñ÷åé ÝíáìïíïðÜ�é ìÞêïõò 
 · n log n, üðïõ 
 åßíáé ìßá ó�áèåñÜ. Áðü �çí ðñïçãïýìåíçðñü�áóç ðñïêýð�åé ü�é êÜèå ìïíïðÜ�é åßíáé ìÞêïõò log n!. Áí�éêáèéó�þí�áò ìåâÜóç �ïí �ýðï �ïõ Stirling ðñïêýð�åé:h = log n! = log
√

2�n+ n log n− n log e = O(n log n)

29.8 Ôáîéíüìçóç ìå ÌÝ�ñçìáÁò õðïèÝóïõìå ü�é äßíå�áé Ýíáò ðßíáêáò Á ìå n ó�ïé÷åßá, ðïõ ëáìâÜíïõí �éìÝòáðü 1 ìÝ÷ñé k, üðïõ k < n. Èá åê�åëÝóïõìå ìßá �áîéíüìçóç ìå �ç âïÞèåéáåíüò âïçèç�éêïý ðßíáêá C ìåãÝèïõò k, åíþ �ï áðï�Ýëåóìá èá áðïèçêåõèåß ó�ïíðßíáêá B. Ìå áðëÜ ëüãéá ç �áîéíüìçóç áõ�Þ äåí åßíáé åðé�üðéá. Äßíå�áé ïåðüìåíïò øåõäïêþäéêáò êáé èá ó÷ïëéáóèåß ó�ç óõíÝ÷åéá ìå �ç âïÞèåéá åíüòðáñáäåßãìá�ïò.pro
edure 
ountsort1. for i <-- 1 to k do C[i℄ <-- 0;



212 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçò2. for i <-- 1 to n do C[A[i℄℄ <-- C[A[i℄℄+1;3. for i <-- 2 to k do C[i℄ <-- C[i℄+C[i-1℄4. for i <-- n downto 1 do5. B[C[A[i℄℄℄ <-- A[i℄; C[A[i℄℄ <-- C[A[i℄℄-15 7 3 5 2 1 4 3�ßíáêáò 9.1: Ôáîéíüìçóç ìå ìÝ�ñçìá (áñ÷éêüò ðßíáêáò).¸ó�ù n = 8; k = 7 êáé ï ðßíáêáò Á ìå �ï ðåñéå÷üìåíï �ïõ �ßíáêá 9.1.Ìå �çí åí�ïëÞ 2 êá�áìå�ñþí�áé ïé åìöáíßóåéò �çò êÜèå �éìÞò (áðü �éò k) êáé�ïðïèå�ïýí�áé óå áí�ßó�ïé÷åò èÝóåéò �ïõ ðßíáêá C. Ìå �çí åí�ïëÞ 3 óáñþíå�áéï ðßíáêáò C êáé ðñïêýð�åé ç íÝá ìïñöÞ �ïõ C, üðïõ êÜèå èÝóç ðñïêýð�åé ùò �ïÜèñïéóìá �ùí �éìþí �ùí äýï ðñïçãïýìåíùí èÝóåùí. Ôï ðåñéå÷üìåíï �ïõ ðßíáêáC ìå�Ü �ï ðÝñáò �ùí åí�ïëþí 2-3 äßíïí�áé ó�oí �ßíáêá 9.2. Ìå �ï âñü÷ï �çòåí�ïëÞò 4, ó�ïí ðßíáêá Â �ïðïèå�åß�áé ç æç�ïýìåíç �áîéíïìçìÝíç áêïëïõèßáêáé �åñìá�ßæåé ï áëãüñéèìïò.1 1 2 1 2 0 11 2 4 5 7 7 8�ßíáêáò 9.2: Ôáîéíüìçóç ìå ìÝ�ñçìá (âïçèç�éêüò ðßíáêáò).�áñá�çñïýìå ü�é ï øåõäïêþäéêáò áðï�åëåß�áé áðü �Ýóóåñéò äéáäï÷éêïýòâñü÷ïõò. Åî áõ�þí ïé äýï åê�åëïýí n åðáíáëÞøåéò, åíþ Üëëïé äýï åê�åëïýík åðáíáëÞøåéò. Åõíüç�ï åßíáé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ È(n + k).Ìå �çí ðáñáäï÷Þ ü�é k < n, Ýðå�áé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé È(n). Åðé�ý÷áìåäçëáäÞ Ýíá ãñáììéêü áëãüñéèìï �áîéíüìçóçò óå áí�ßèåóç ìå �á ðñïçãïýìåíá;Ç åñþ�çóç åßíáé ðáãßäá ãéá�ß ó�çí ðáñïýóá ðåñßð�ùóç (á) ï áëãüñéèìïò äåíó�çñßæå�áé ó�éò óõãêñßóåéò, êáé (â) áí k >> n �ü�å ðñïöáíþò äåí éó÷ýåé �ï�åëéêü óõìðÝñáóìá.Ôþñá áò ðñïóÝîïõìå �ïí åðüìåíï êþäéêá. Ïé ðñþ�åò äýï åí�ïëÝò åßíáéðáíïìïéü�õðåò ìå �éò ðñþ�åò äýï åí�ïëÝò �çò äéáäéêáóßáò 
ountsort áëëÜ ó�çóõíÝ÷åéá õðÜñ÷åé äéáöïñÜ. �éï óõãêåêñéìÝíá, äåí õðÜñ÷åé ï âïçèç�éêüò ðßíáêáòÂ, êáé åðßóçò ðáñá�çñïýìå Ýíá äéðëü âñü÷ï ó�éò åí�ïëÝò 4-6. Áí åê�åëÝóïõìå



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 213�ïí áëãüñéèìï, Ýó�ù êáé ìå ÷áñ�ß êáé ìïëýâé, èá äéáðéó�þóïõìå ü�é ïõóéáó�éêÜåê�åëåß �çí ßäéá ëåé�ïõñãßá ìå �çí ðñïçãïýìåíç äéáäéêáóßá.pro
edure 
ountsort21. for i <-- 1 to k do C[i℄ <-- 0;2. for i <-- 1 to n do C[A[i℄℄ <-- C[A[i℄℄+1;3. i <-- 0;4. for j <-- 1 to k do5. for m <-- C[j℄ down to 1 do6. i <-- i+1; A[i℄ <-- j�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò 
ountsort2 åßíáé È(n+ k) ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç.Áðüäåéîç.Ç ðåñßð�ùóç èõìßæåé �ï ðáñÜäåéãìá ðïõ åß÷áìå åðéëýóåé ó�ï ÊåöÜëáéï 1.5 (üðïõ�ï Üíù üñéï �ïõ âñü÷ïõ äåí Þ�áí Ýíáò êëáóéêüò äåßê�çò áëëÜ �ï ðåñéå÷üìåíïìßáò èÝóçò �ïõ ðßíáêá). Óýìöùíá, ëïéðüí, ìå ìßá ðñþ�ç ðñïóÝããéóç, ìå âÜóç �áüñéá �ùí âñü÷ùí for ìðïñïýìå íá öèÜóïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�áåßíáé Ï(kn), åðåéäÞ n åßíáé ç �éìÞ �ïõ C[i℄ ó�çí åí�ïëÞ 5 ó�ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç. Ùó�üóï, ç áíÜëõóç áõ�Þ äåí åßíáé óöéê�Þ.Ï åîù�åñéêüò âñü÷ïò for �çò åí�ïëÞò 4 åßíáé óõãêåêñéìÝíïò, äçëáäÞ Ý÷ïõìåk åðáíáëÞøåéò. Ç åí�ïëÞ 6 èá åê�åëåóèåß áêñéâþò n öïñÝò êáé ü÷é kn. Áõ�üðñïêýð�åé ìå âÜóç �çí åîÞò ðáñá�Þñçóç. Áò èåùñÞóïõìå �çí j-ïó�Þ åðáíÜëçøç�ïõ åîù�åñéêïý âñü÷ïõ. Ï Ýëåã÷ïò �ïõ åóù�åñéêïý âñü÷ïõ for èá åê�åëåóèåßC[j℄+1 öïñÝò. ÅðïìÝíùò, ï óõíïëéêüò áñéèìüò åëÝã÷ùí ó�ï óçìåßï áõ�ü åßíáé:k
∑i=1

(C[i] + 1) =

k
∑i=1

C[i] +

k
∑i=1

1 = n+ kÓõíåðþò êáé ðÜëé êá�áëÞãïõìå ó�ï ßäéï óõìðÝñáóìá ùò ðñïò �çí ðïëõðëïêü�ç�á�çò äéáäéêáóßáò. 29.9 Ôáîéíüìçóç ìå ÂÜóç �ç ÑßæáÇ �áîéíüìçóç ìå âÜóç �ç ñßæá (radix sort) åßíáé ìßá ãåíßêåõóç �çò �áîéíüìçóçòìå ìÝ�ñçìá. Ìå áðëÜ ëüãéá, Ýó�ù ü�é äßíïí�áé ðñïò �áîéíüìçóç Ýíáò ðßíáêáòìå n áêåñáßïõò ìÝãåèïõò d øçößùí. Åê�åëïýìå ìßá �áîéíüìçóç ìå ìÝ�ñçìá ùòðñïò �ï �åëåõ�áßï, äçëáäÞ �ï ëéãü�åñï óçìáí�éêü øçößï (least signi�
ant digit).



214 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçò¸�óé ðñïêýð�åé ìßá íÝá ìïñöÞ �ïõ ðßíáêá, ðïõ êáé ðÜëé �áîéíïìïýìå ìå ìÝ�ñçìááëëÜ áõ�Þ �ç öïñÜ ùò ðñïò �ï äåý�åñï øçößï áðü �ï �Ýëïò. Ç äéáäéêáóßá áõ�Þóõíå÷ßæå�áé êáé �åëåéþíåé ü�áí ï ðñïêýð�ùí ðßíáêáò �áîéíïìåß�áé ùò ðñïò �ïðñþ�ï, äçëáäÞ �ï ðåñéóóü�åñï óçìáí�éêü øçößï (most signi�
ant digit).Óçìåéþíå�áé ü�é ó�çí �áîéíüìçóç ìå âÜóç �ç ñßæá äåí õðÜñ÷åé ðåñéïñéóìüò ùòðñïò �ï åýñïò �éìþí �ùí êëåéäéþí, üðùò õðÜñ÷åé ó�çí �áîéíüìçóç ìå ìÝ�ñçìá (çãíùó�Þ ðáñÜìå�ñïò k). ¼ìùò ü�áí ëáìâÜíå�áé óå êÜèå êëÞóç �ï áí�ßó�ïé÷ïøçößï, �ü�å åêåß ðñïöáíþò �á øçößá ëáìâÜíïõí �éìÝò åí�üò �ïõ äéáó�Þìá�ïò1-9, êáé Ý�óé óõíéó�Ü�áé ç ÷ñÞóç �çò �áîéíüìçóçò ìå ìÝ�ñçìá. Ç ìÝèïäïòèá ìðïñïýóå íá åöáñìïóèåß êáé óå óõìâïëïóåéñÝò, üðïõ êÜèå ÷áñáê�Þñáò èáëÜìâáíå �éìÝò ó�ï äéÜó�çìá a-z Þ á-ù (äçëáäÞ, 26 Þ 24 äéáöïñå�éêÝò �éìÝòáí�ßó�ïé÷á). Áðü �ï ÷ñçóéìïðïéïýìåíï, ëïéðüí, áñéèìç�éêü óýó�çìá (äçëáäÞ�ï äåêáäéêü, äõáäéêü êëð. óå ðåñßð�ùóç áñéèìþí Þ �ï äéÜó�çìá 1-24/26 óåðåñßð�ùóç ÷áñáê�Þñùí) ðñïêýð�åé ç ïíïìáóßá �çò ìåèüäïõ (radix). Ç åðüìåíçóõíïð�éêü�á�ç äéáäéêáóßá êá�áãñÜöåé áõ�Þí �çí ðåñéãñáöÞ.pro
edure radixsort1. for i <-- 1 to d do2. 
ountsort(d)¸ó�ù ü�é äßíïí�áé ðñïò �áîéíüìçóç ï ðßíáêáò A ìå �á ãíùó�Ü 9 êëåéäéÜ 52,12, 71, 56, 5, 10, 19, 90 êáé 45, üðùò öáßíå�áé ó�ïn �ßíáêá 9.3. Áí êáëÝóïõìå�çí 
ountsort �çò åí�ïëÞò 2 ìå üñéóìá d=1 (èåùñïýìå ü�é ç áñßèìçóç �ùíøçößùí áñ÷ßæåé áðü �ï ëéãü�åñï óçìáí�éêü), �ü�å èá ðñïêýð�åé ç äåý�åñç ìïñöÞ�ïõ ðßíáêá, åíþ ìå �ç äåý�åñç êëÞóç �çò 
ountsort êáé üñéóìá d=2 èá ðñïêýøåéç �åëéêÞ ìïñöÞ �ïõ ðßíáêá.52 12 71 56 5 10 19 90 4510 90 71 52 12 5 45 56 195 10 12 19 45 52 56 71 90�ßíáêáò 9.3: Ôáîéíüìçóç ìå âÜóç �ç ñßæá.Ç áíÜëõóç �çò ðïëõðëïêü�ç�áò �çò �áîéíüìçóçò ìå âÜóç �çò ñßæá åßíáéåýêïëç õðüèåóç. Åö'üóïí ç �áîéíüìçóç ìå ìÝ�ñçìá Ý÷åé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�áÈ(n + k), Ýðå�áé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò �áîéíüìçóç ìå âÜóç �ç ñßæá åßíáéÈ(dn+dk). Èåùñþí�áò �ï d ó�áèåñÜ, ðñïêýð�åé êáé ðÜëé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 2159.10 Ôáîéíüìçóç ìå ÊÜäïõòÇ �áîéíüìçóç ìå êÜäïõò (bu
ket sort) ó�çñßæå�áé ó�çí õðüèåóç ü�é äßíïí�áéðñïò �áîéíüìçóç n áñéèìïß ðïõ áíÞêïõí ó�ï äéÜó�çìá [0,1). Ôï äéÜó�çìááõ�ü õðïäéáéñåß�áé óå n ßóá õðïäéáó�Þìá�á (�ïõò ëåãüìåíïõò êÜäïõò), üðïõêá�áíÝìïí�áé �á éóÜñéèìá ó�ïé÷åßá ðñïò �áîéíüìçóç. ÅðåéäÞ èåùñïýìå ü�é �áó�ïé÷åßá õðáêïýïõí óå ìßá ïìïéüìïñöç êá�áíïìÞ, äåí áíáìÝíïõìå íá áíÞêïõíðÜñá ðïëëÜ ó�ïé÷åßá óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï õðïäéÜó�çìá. Ç �åëéêÞ �áîéíïìçìÝíçáêïëïõèßá ðñïêýð�åé �áîéíïìþí�áò �á ó�ïé÷åßá �ïõ êÜèå êÜäïõ êáé êá�üðéíëáìâÜíïí�áò �ïõò êÜäïõò ó�ç óåéñÜ. Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá ðåñéãñÜöåé üóááíáöÝñáìå. Åê�üò �ïõ ðßíáêá Á ìå �á n ó�ïé÷åßá, ÷ñçóéìïðïéåß�áé êáé Ýíáòâïçèç�éêüò ðßíáêáò Â ìå åðßóçò n èÝóåéò ãéá �ç äçìéïõñãßá óõíäåäåìÝíùíëéó�þí.pro
edure bu
ketsort1. for i <-- 1 to n do insert(A[i℄,B[floor(n*A[i℄)℄)2. for i <-- 1 to n do insertsort(B[i℄)3. return (B[1℄, B[2℄, ..., B[n℄)�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é äßíå�áé ï ðßíáêáò Á ìå �á ãíùó�Ü n = 9 ó�ïé÷åßááðü �á ðñïçãïýìåíá ðáñáäåßãìá�á, äéáéñåìÝíá äéá 100. Èåùñïýìå Ýíáí ðßíáêáÂ ìå 9 èÝóåéò, üðï�å �á õðïäéáó�Þìá�á ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò èÝóåéò �ïõ ðßíáêáÂ åßíáé [0-0,11), [0,11-0,22), [0,22-0,33), ..., [0,88-1). Ôï Ó÷Þìá 9.10 áðåéêïíßæåé�çí êá�Üó�áóç ìå�Ü �ï ðÝñáò �çò åí�ïëÞò 1, ïðü�å Ý÷ïõí åéóá÷èåß üëá �áó�ïé÷åßá ó�éò áí�ßó�ïé÷åò óõíäåäåìÝíåò ëßó�åò. Åííïåß�áé ü�é ó�ç óõíÝ÷åéá �áó�ïé÷åßá êÜèå ëßó�áò ðñÝðåé íá �áîéíïìçèïýí, þó�å íá äïèïýí ó�çí Ýîïäï.1 2 3 4 5 6 7 8 90.710.05 0.520.10 0.45 0.56 0.900.12? ? ? ??

? ?

?0.19?Ó÷Þìá 9.10: Ôáîéíüìçóç ìå êÜäïõò.



216 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçò�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò bu
ketsort åßíáé ãñáììéêÞ ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç.Áðüäåéîç.�ñïêåéìÝíïõ íá âñïýìå �çí ðïëõðëïêü�ç�á �çò ìåèüäïõ ðñÝðåé íá åó�éÜóïõìåó�çí åí�ïëÞ 2, ãéá�ß ðñïöáíþò ç åí�ïëÞ 1 Ý÷åé ãñáììéêü êüó�ïò. Ó�çí åí�ïëÞ 2ïõóéáó�éêÜ åê�åëïýìå n áíåîÜñ�ç�åò �áîéíïìÞóåéò ìå åéóáãùãÞ ìå ni ó�ïé÷åßáç êÜèå ìßá, üðïõ �ï ni åßíáé ìßá �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ. ÅðïìÝíùò, �ï óõíïëéêüêüó�ïò �ùí åí�ïëþí 1-2 åßíáé:E[T (n)] = E[�(n) +

n
∑i=1

O (n2i )]
= �(n) +

n
∑i=1

E [O(n2i )] = �(n) +

n
∑i=1

O (E[n2i ])Ïñßæïõìå ìßá �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ Xij ðïõ éóïý�áé ìå 1 áí �ï ó�ïé÷åßï A[j]êá�áíÝìå�áé ó�ïí i-ïó�ü êÜäï, åíþ áëëéþò éóïý�áé ìå 0 (üðïõ 1 ≤ i; j ≤ n).¢ñá éó÷ýåé ni =
∑nj=1Xij êáé óõíåðþò:E[n2i ] = E n

∑j=1

Xij2

 = E n
∑j=1

n
∑k=1

XijXik
= E







n
∑j=1

X2ij +
n
∑j=1

n
∑k = 1k 6= j XijXik





Èá åðéëýóïõìå �á äýï áèñïßóìá�á îå÷ùñéó�Ü. Ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ Xij éóïý�áéìå 1 ìå ðéèáíü�ç�á 1=n. ÅðïìÝíùò:E[X2ij ] = 1× 1n + 0× (1− 1n) =
1nÓå ó÷Ýóç ìå �ï äåý�åñï Üèñïéóìá éó÷ýåé ü�é k 6= j êáé åðïìÝíùò ïé äýï �õ÷áßåòìå�áâëç�Ýò åßíáé áíåîÜñ�ç�åò. Áðü �ï ÊåöÜëáéï 2.1 ãíùñßæïõìå ü�é: E[XY ] =E[X]× E[Y ]. Óõíåðþò:E[XijXik] = E[Xij ] E[Xik] =

1n 1n =
1n2



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 217¢ñá áí�éêáèéó�þí�áò ðñïêýð�åé:E[n2i ] =

n
∑j=1

E[X2ij ] +

n
∑j=1

n
∑k = 1k 6= j E[Xij Xik]

=

n
∑j=1

1n +

n
∑j=1

n
∑k = 1k 6= j 1n2

= n 1n + n(n− 1)
1n2

= 2− 1nÅðéó�ñÝöïí�áò ó�çí áñ÷éêÞ ó÷Ýóç Ý÷ïõìå:E[T (n)] = �(n) +
n
∑i=1

(2− 1n) = �(n) +�(n) = �(n)

2Ó�ç óõíÝ÷åéá áêïëïõèåß ìßá êïìøü�åñç áðüäåéîç �ïõ ðñïçãïýìåíïõ áðï�åëÝóìá�ïò.�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò bu
ketsort åßíáé ãñáììéêÞ ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç.Áðüäåéîç.Ç ðéèáíü�ç�á Ýíá óõãêåêñéìÝíï ó�ïé÷åßï íá êá�áíåìçèåß ó�ïí i-ïó�ü êÜäï åßíáép = 1=n. Ç ðéèáíü�ç�á õðáêïýåé ìßá äõùíõìéêÞ êá�áíïìÞ ìå ðñïóäïêç�Þ �éìÞE[ni] = np = 1 êáé áðüêëéóç Var[ni] = np(1− p) = 1− 1=n. Áðü �ï ÊåöÜëáéï2.1 ãíùñßæïõìå ü�é ãéá ïðïéáäÞðï�å �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ éó÷ýåé:E[n2i ] = Var[ni] + E2[ni]Óõíåðþò éó÷ýåé: E[n2i ] = 1− 1n + 12 = 2− 1n = �(1)¢ñá, áí�éêáèéó�þí�áò �çí �åëåõ�áßá Ýêöñáóç ó�ïí áñ÷éêü �ýðï �ïõ E[T (n)],�åëéêþò ðñïêýð�åé ü�é ç �áîéíüìçóç ìå êÜäïõò Ý÷åé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�áÈ(n) ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç. Ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé�å�ñáãùíéêÞ È(n2). 2



218 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçò9.11 ÂéâëéïãñáöéêÞ ÓõæÞ�çóçÇ �áîéíüìçóç åßíáé Ýíá åîáéñå�éêÜ �éìçìÝíï áí�éêåßìåíï �çò �ëçñïöïñéêÞò,êáèþò Ý÷åé áðáó÷ïëÞóåé ó�ï ðáñåëèüí ðëÞèïò åñåõíç�þí ëüãù �çò èåùñç�éêÞòêáé ðñáê�éêÞò óðïõäáéü�ç�Üò �ïõ. Ïé áëãüñéèìïé �áîéíüìçóçò ðïõ ðáñïõóéÜóèçêáíðñïçãïõìÝíùò ìðïñïýí íá âñåèïýí óå ïðïéïäÞðï�å äéäáê�éêü åã÷åéñßäéï ãéáäïìÝò äåäïìÝíùí êáé áëãïñßèìïõò. Ï 3ïò �üìïò �ïõ âéâëßïõ �ïõ Knuth åßíáéßóùò �ï ðëçñÝó�åñï êáé âáèý�åñï êåßìåíï [77℄. Óýìöùíá ìå �ïí Knuth, êÜèåáëãüñéèìïò �áîéíüìçóçò êá�á�Üóóå�áé óå ìßá áðü ðÝí�å êá�çãïñßåò áíáëüãùòìå �ç âáóéêÞ ëåé�ïõñãßá �ïõ. Ïé êá�çãïñßåò åßíáé: ìå åéóáãùãÞ, ìå áí�áëëáãÞ,ìå åðéëïãÞ, ìå óõã÷þíåõóç êáé ìå êá�áíïìÞ. �ëïýóéï óå õëéêü åßíáé åðßóçòêáé �ï âéâëßï �ùí Gonnet-BaezaYates [53℄.ÊáëÝò åðéóêïðÞóåéò ìðïñïýí íá âñåèïýí ó�á âéâëßá êáé Üñèñá [38, 93, 100,101, 110, 112℄. Éäéáé�Ýñùò, ó�ï Üñèñï [112℄ ïé áëãüñéèìïé �áîéíüìçóçò êá�á�Üóóïí�áéóå äýï êá�çãïñßåò: áõ�ïýò ðïõ Ý÷ïõí åýêïëï äéá÷ùñéóìü êáé äýóêïëç óýíäåóç(üðùò, �áîéíüìçóç ìå åéóáãùãÞ, �áîéíüìçóç ìå óõã÷þíåõóç, �áîéíüìçóç ìåìåéïýìåíåò áõîÞóåéò), êáé óå áõ�ïýò ðïõ Ý÷ïõí äýóêïëï äéá÷ùñéóìü êáé åýêïëçóýíäåóç (üðùò, �áîéíüìçóç öõóáëßäáò, �áîéíüìçóç åðéëïãÞò, ãñÞãïñç �áîéíüìçóç).Ç ëåãüìåíç �áîéíüìçóç öõóáëßäáò Þ �áîéíüìçóç ìå áí�éêá�Üó�áóç Ý÷åéõðåñ-ðáñïõóéáóèåß óå äéäáê�éêÜ åã÷åéñßäéá áí êáé åßíáé ç ÷åéñü�åñç �å�ñáãùíéêÞìÝèïäïò. �áñü�é äåí åîå�Üóèçêå ó�á ðëáßóéá �ïõ ðáñüí�ïò âéâëßïõ ðáñÜ ìüíïó�éò ÁóêÞóåéò 8-9, ó÷å�éêü õëéêü ìðïñåß íá âñåèåß ó�á Üñèñá [31, 32, 166℄. Áðü�éò �å�ñáãùíéêÝò ìåèüäïõò îå÷ùñßæåé ç ìÝèïäïò �çò �áîéíüìçóçò ìå åéóáãùãÞ,ç ïðïßá Ý÷åé ìåëå�çèåß ðåñéóóü�åñï áðü �éò Üëëåò áí�ßó�ïé÷åò ìåèüäïõò [95,159℄, èåùñåß�áé ìÜëéó�á ü�é åßíáé ç ðñïóöïñü�åñç ü�áí ï ðßíáêáò åßíáé ðåñßðïõ�áîéíïìçìÝíïò [26℄. Ç áíÜëõóç ãéá �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ùí ìå�áêéíÞóåùí ó�çí�áîéíüìçóç ìå åðéëïãÞ áíáöÝññå�áé ó�ï Üñèñï [41℄.Ç ãñÞãïñç �áîéíüìçóç ðñï�Üèçêå áðü �ïí Hoare [68℄, êáé õðÞñîå ðïëýäçìïöéëÞò êáèþò áðï�Ýëåóå áöïñìÞ ãéá ðëÞèïò ðáñáëëáãþí êáé áíáëýóåùí[22, 72, 92, 95, 115, 116, 117, 132, 138, 139, 140, 141, 161, 162, 164℄. ÂáóéêÞáíáöïñÜ ãéá �ç ìÝèïäï �áîéíüìçóçò ìå óõã÷þíåõóç áðï�åëåß �ï Üñèñï [16℄,åíþ ðáñáëëáãÝò �çò ìåèüäïõ ðñï�åßíïí�áé ó�á Üñèñá [124, 160℄. H �áîéíüìçóçshellsort ðñï�Üèçêå áðü �ïí Shell [148℄, åíþ ï Hibbard âåë�ßùóå óçìáí�éêÜ �çíáñ÷éêÞ ìÝèïäï ó�ï Üñèñï [66℄. Áðüäåéîç ãéá �çí ðïëõðëïêü�ç�á �çò ìÝèïäïõ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí áêïëïõèßá Hibbard áíáöÝñå�áé ó�ï âéâëßï [169℄. �åñáé�Ýñù,ç ìÝèïäïò ìåëå�Þèçêå åê�åíþò, üðùò ó�á Üñèñá [11, 14, 36, 37, 47, 71, 128, 142,165, 167, 168, 175℄.Ç ÷ñÞóç �ïõ äÝí�ñïõ áðüöáóçò ãéá �ï êÜ�ù üñéï �áîéíüìçóçò âÜóåé óõãêñßóåùíïöåßëå�áé ó�ïõò Ford-Johnson [43℄. H ðáñïõóßáóç �ùí �áîéíïìÞóåùí ðïõ äåí



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 219âáóßæïí�áé ó�éò óõãêñßóåéò áêïëïõèåß �çí ðñïóÝããéóç �ïõ âéâëßïõ �ùí Cormen-Leiserson-Rivest-Stein [27℄.Ç ¢óêçóç 8 âáóßæå�áé ó�ï Üñèñï [39℄, ç ¢óêçóç 14 ó�ï âéâëßï [61℄, ç¢óêçóç 15 ó�á Üñèñá [115, 116, 117℄, ç ¢óêçóç 22 ó�ï Üñèñï [26℄, ç ¢óêçóç23 ó�ï Üñèñï [64℄, åíþ ç ¢óêçóç 25 ó�ï Üñèñï [54℄.Ó�á ðëáßóéá �ïõ âéâëßïõ áõ�ïý äåí åîå�Üæïí�áé áëãüñéèìïé åîù�åñéêÞò �áîéíüìçóçò(äçëáäÞ, óå äåõ�åñåýïõóá ìíÞìç), êáèþò ðåñéóóü�åñï �áéñéÜæïõí ó�ï áí�éêåßìåíï�ùí ÂÜóåùí ÄåäïìÝíùí. Ùó�üóï, ï åíäéáöåñüìåíïò áíáãíþó�çò ðáñáðÝìðå�áéó�ï âéâëßï �çò Salzberg [135℄. Åðßóçò, ï áíáãíþó�çò ðáñáðÝìðå�áé ó�ï Üñèñï[38℄, üðïõ åîå�Üæïí�áé ïé ëåãüìåíïé ðñïóáñìïæüìåíïé (adaptive) áëãüñéèìïé�áîéíüìçóçò, äçëáäÞ áëãüñéèìïé �ùí ïðïßùí ç ðïëõðëïêü�ç�á åîáñ�Ü�áé áðü�çí ðïóü�ç�á �çò á�áîßáò ó�ïí õðü �áîéíüìçóç ðßíáêá.9.12 ÁóêÞóåéò1. �ïéÜ áðü �éò åðüìåíåò ðñÜîåéò ìðïñïýí íá õëïðïéçèïýí êáëý�åñá áí ðñïçãïõìÝíùòï áí�ßó�ïé÷ïò ðßíáêáò Ý÷åé �áîéíïìçèåß;
• åýñåóç �çò åëÜ÷éó�çò �éìÞò,
• åýñåóç �çò ìÝãéó�çò �éìÞò,
• åýñåóç �çò ìÝóçò �éìÞò,
• åýñåóç �çò ìåóáßáò �éìÞò, êáé
• åýñåóç �çò óõ÷íü�åñçò �éìÞò (mode).2. �ïéüò åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò óõãêñßóåùí ãéá �çí �áîéíüìçóç 5 äéáêñé�þíáêåñáßùí; �üóåò óõãêñßóåéò êáé ìå�áêéíÞóåéò áðáé�ïýí�áé ó�çí êáëý�åñç,ìÝóç êáé ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç. Íá åðéëõèåß ç Üóêçóç èåùñþí�áò 8 äéáêñé�ïýòáñéèìïýò.3. Åðß åõèåßáò ãñáììÞò �ïðïèå�ïýí�áé 2n äßóêïé, üðïõ åíáëëÜóóïí�áé Ýíáòìáýñïò êáé Ýíáò ëåõêüò. Áò õðïèÝóïõìå ü�é ïé äßóêïé ðåñé��Þò (Üñ�éáò)�Üîçò åßíáé ìáýñïé (ëåõêïß). �ñÝðåé íá óõãêåí�ñþóïõìå üëïõò �ïõòìáýñïõò ó�á áñéó�åñÜ êáé üëïõò �ïõò ëåõêïýò ó�á äåîéÜ �çò åõèåßáòãñáììÞò. Ç ìïíáäéêÞ åðé�ñåðüìåíç êßíçóç åßíáé íá áí�áëëÜîïõìå ìå�áîý�ïõò äýï ãåé�ïíéêïýò äßóêïõò. �ïéüò åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò ìå�áêéíÞóåùí;4. Åðß åõèåßáò ãñáììÞò �ïðïèå�ïýí�áé 2n äßóêïé, üðïõ ïé ðñþ�ïé n åßíáéìáýñïé êáé åðüìåíïé n åßíáé ëåõêïß. �ïéüò åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò



220 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçòìå�áêéíÞóåùí þó�å ó�ç ãñáììÞ íá åíáëëÜóóïí�áé ìáýñïé êáé ëåõêïß (ïðñþ�ïò äßóêïò íá åßíáé ìáýñïò);5. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß ç ìÝèïäïò åéóáãùãÞò ìå äõáäéêÞ åéóáãùãÞ(binary insertion sort), üðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ç äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç ãéá�çí åýñåóç �çò óùó�Þò èÝóçò üðïõ èá ãßíåé ç êÜèå öïñÜ åéóáãùãÞ �ïõåðüìåíïõ ó�ïé÷åßïõ ìÝóá ó�çí áêïëïõèßá ðñïïñéóìïý. Ç áíÜëõóç íáèåùñÞóåé �ï ðëÞèïò �ùí óõãêñßóåùí êáé �ï ðëÞèïò �ùí ìå�áêéíÞóåùí.6. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß áëãüñéèìïò ðïõ íá åí�ïðßæåé �ïõò 2 ìåãáëý�åñïõòáñéèìïýò óå Ýíá ðßíáêá ìå n äéáöïñå�éêïýò áêåñáßïõò.7. Äßíå�áé Ýíáò ðßíáêáò ìå n êëåéäéÜ êáé æç�åß�áé íá âñåèïýí �á ìéêñü�åñá kêëåéäéÜ, üðïõ 1 < k < n=2, ÷ùñßò üìùò íá �áîéíïìçèåß ðñþ�á ï ðßíáêáò.Íá ó÷åäéáóèïýí �ïõëÜ÷éó�ïí äýï �ñüðïé.8. Äßíå�áé á�áîéíüìç�ïò ðßíáêáò ìå n ó�ïé÷åßá êáé æç�åß�áé �ï k-ïó�ü ìåãáëý�åñï.Íá ó÷åäéáóèåß ëåð�ïìåñþò áëãüñéèìïò ðïõ èá �áîéíïìåß �á ðñþ�á k ó�ïé÷åßáêáé êá�üðéí èá åîå�Üæåé �á åðüìåíá n− k ìå �ç âïÞèåéá �çò �áîéíüìçóçòìå åéóáãùãÞ. Íá âñåèåß ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ ðñï�åéíüìåíïõ áëãïñßèìïõ.9. Óå Ýíá ðßíáêá Á[0..n-1℄ �á ó�ïé÷åßá Á[0℄, Á[2℄, Á[4℄ êëð åßíáé �áìéêñü�åñá ó�ïé÷åßá, åíþ �á Á[1℄, Á[3℄, Á[5℄ êëð åßíáé �á ìåãáëý�åñá.Íá âñåèåß ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí óõãêñßóåùí (ùò óõíÜñ�çóç �ïõ n) ðïõèá êÜíåé ç ìÝèïäïò �áîéíüìçóçò ìå åéóáãùãÞ, êáé ç ìÝèïäïò �ïõ Shell ìåäýï ìåéïýìåíåò áõîÞóåéò ìåãÝèïõò 2 êáé 1, áí�éó�ïß÷ùò.10. Ï ðßíáêáò A[0..n-1℄ ðåñéÝ÷åé �éò n äéáêñé�Ýò �éìÝò áðü 0 ìÝ÷ñé n−1. Ôéåê�åëåß ï åðüìåíïò êþäéêáò; Ôé ðïëõðëïêü�ç�á Ý÷åé; Ï ðßíáêáò B ïñßæå�áéïìïßùò.for (i=0; i<n; i++)B[A[i℄℄=A[i℄11. Äßíå�áé ï åðüìåíïò êþäéêáò. Óå �é ìïéÜæåé êáé óå �é äéáöÝñåé ìå �ïíðñïçãïýìåíï êþäéêá;for (i=0; i<n; i++)while (A[i℄ != i)swap(i,A[i℄)



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 22112. Óå Ýíá ðßíáêá õðÜñ÷ïõí äéðëÜ êëåéäéÜ ðïõ ðñÝðåé íá áðïìáêñõíèïýí. �ïéÜìÝèïäïò �áîéíüìçóçò áí �ñïðïðïéçèåß åê�åëåß áõ�Þí �ç ëåé�ïõñãßá ðéïáðï�åëåóìá�éêÜ;13. ¸ó�ù ü�é ðñÝðåé íá �áîéíïìçèåß Ýíáò ðßíáêáò ìå n êëåéäéÜ, üðïõ �á ðñþ�án1 êëåéäéÜ åßíáé Þäç �áîéíïìçìÝíá, åíþ �á �åëåõ�áßá n2 äåí åßíáé. (Éó÷ýåéâÝâáéá n = n1 + n2.) Áò èåùñçèåß äéáäï÷éêÜ ü�é: n1 ≫ n2 êáé ü�én1 ≈ n2. Íá ó÷åäéáóèïýí êáé íá áíáëõèïýí åíáëëáê�éêïß �ñüðïé ãéáêÜèå ðåñßð�ùóç.14. Äßíå�áé �áîéíïìçìÝíïò ðßíáêáò A[0..n-1℄. Ìå âÜóç �á ó�ïé÷åßá �ïõðßíáêá áõ�ïý õðïëïãßæïí�áé �á ó�ïé÷åßá:b1 = A[0] +A[1] êáé bi = bi−1 +A[i] ãéá 1 < i ≤ n− 1Íá ó÷åäéáóèåß ãñáììéêüò áëãüñéèìïò äçìéïõñãßáò åíüò ðßíáêá B[0..2*n-2℄ðïõ íá ðåñéÝ÷åé �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá A êáé �á ó�ïé÷åßá bi.15. Ç �áîéíüìçóç ìå �ï ìÝóï üñï (meansort) åßíáé ìßá ðáñáëëáãÞ �çòãñÞãïñçò �áîéíüìçóçò óýìöùíá ìå �çí ïðïßá êá�Ü �ï ðñþ�ï ðÝñáóìáëáìâÜíå�áé ùò Üîïíáò �ï êëåéäß �çò ðñþ�çò èÝóçò, üðùò äçëáäÞ êáé ó�çãñÞãïñç �áîéíüìçóç. ¼ìùò êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ïõ ðñþ�ïõ ðåñÜóìá�ïòõðïëïãßæïí�á ïé ìÝóåò �éìÝò �ùí ó�ïé÷åßùí �ùí äýï õðïðéíÜêùí êáé ó�çóõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ùò Üîïíåò ãéá �éò ðåñáé�Ýñù õðïäéáéñÝóåéò �ùíõðïðéíÜêùí. Íá ó÷åäéáóèåß ëåð�ïìåñþò ï áëãüñéèìïò. Íá âñåèïýí �áðëåïíåê�Þìá�á êáé �á ìåéïíåê�Þìá�á �çò ìåèüäïõ óå ó÷Ýóç ìå �ç ãñÞãïñç�áîéíüìçóç, ùò ðñïò �ï ðëÞèïò �ùí ðåñáóìÜ�ùí êáé �ùí áí�áëëáãþí. Íááðïäåé÷èåß ü�é êáé ç ðáñáëëáãÞ áõ�Þ åßíáé Ï(n2). (Hint: áñêåß íá âñåèåßìßá êá�Üëëçëç äéÜ�áîç èåùñþí�áò Ýíá ìéêñü ðßíáêá).16. Íá ó÷åäéáóèïýí êáé íá áíáëõèïýí åðáíáëçð�éêïß êáé áíáäñïìéêïß áëãüñéèìïé�áîéíüìçóçò ìå óõã÷þíåõóç 3 äñüìùí (3-way merge). ÄçëáäÞ, Ýíáòðßíáêáò n èÝóåùí èá ðñÝðåé íá äéáéñåèåß óå �ñßá �ìÞìá�á ìåãÝèïõò ⌊n=3⌋,
⌊(n + 1)=3⌋ êáé ⌊(n + 2)=3⌋, áõ�Ü ìå �ç óåéñÜ �ïõò íá �áîéíïìçèïýí êáéó�ç óõíÝ÷åéá íá ãßíåé ç óõã÷þíåõóç.17. ÄåäïìÝíïõ ðßíáêá ìåãÝèïõò n, ãåíéêåýïí�áò �çí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç íáó÷åäéáóèïýí êáé íá áíáëõèïýí åðáíáëçð�éêïß êáé áíáäñïìéêïß áëãüñéèìïé�áîéíüìçóçò ìå óõã÷þíåõóç √n äñüìùí.18. Ùò ãíùó�ü ç áðëÞ óõã÷þíåõóç äýï �áîéíïìçìÝíùí ðéíÜêùí A[0..n-1℄êáé B[0..m-1℄ Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á Ï(n + m). Ç ðïëõðëïêü�ç�á áõ�Þ



222 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçòìðïñåß íá âåë�éùèåß áí n≫ m. �éá ðáñÜäåéãìá, áím=1, �ü�å �ï ó�ïé÷åßïáõ�ü ìðïñåß íá êá�áëÜâåé �ç óùó�Þ èÝóç ìå�áîý �ùí n ó�ïé÷åßùí ìåäõáäéêÞ áíáæÞ�çóç. �éá �ï ëüãï áõ�ü, ç åðüìåíç �å÷íéêÞ ïíïìÜæå�áéäõáäéêÞ óõã÷þíåõóç (binary merging).Óýìöùíá, ëïéðüí, ìå �ç ìÝèïäï áõ�Þ ï ðßíáêáò A õðïäéáéñåß�áé óå m+1äéáäï÷éêïýò õðïðßíáêåò. Áí �ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá B åßíáéìéêñü�åñï áðü �ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï �ïõ ðñï�åëåõ�áßïõ õðïðßíáêá �ïõðßíáêá A, �ü�å �ï ó�ïé÷åßï áõ�ü ìáæß ìå �á ó�ïé÷åßá �ïõ �åëåõ�áßïõõðïðßíáêá áðïèçêåýïí�áé ó�éò �åëåõ�áßåò èÝóåéò �ïõ ðßíáêá åîüäïõ. Óåáí�ßèå�ç ðåñßð�ùóç âñßóêå�áé ç èÝóç �ïõ m-ïó�ïý ó�ïé÷åßïõ ìå�áîý �ùíó�ïé÷åßùí �ïõ �åëåõ�áßïõ õðïðßíáêá, ïðü�å êáé ðÜëé �ï áðï�Ýëåóìá áðïèçêåýå�áéó�ïí ðßíáêá åîüäïõ. ¸�óé ç ìÝèïäïò óõíå÷ßæåé áíáäñïìéêÜ ìÝ÷ñé �çíåîÜí�ëçóç êáé �ùí äýï ðéíÜêùí A êáé B. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß çìÝèïäïò.19. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß ç ìÝèïäïò �çò åõèåßáò åéóáãùãÞò äýïäñüìùí (two way straight insertion), óýìöùíá ìå �çí ïðïßá Ýíáò ðßíáêáòìå n êëåéäéÜ �áîéíïìåß�áé �ïðïèå�þí�áò �á êëåéäéÜ óå Ýíáí Üëëïí ðßíáêáìåãÝèïõò 2n+1 èÝóåùí. Ç ìÝèïäïò �ïðïèå�åß �ï ðñþ�ï êëåéäß ùò ìåóáßïó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá åîüäïõ. Ôá õðüëïéðá êëåéäéÜ �ïðïèå�ïýí�áé áñéó�åñÜÞ äåîéÜ �ïõ ìåóáßïõ ó�ïé÷åßïõ áíÜëïãá ìå �ï ìÝãåèïò �ïõ êëåéäéïý. Êá�Ü�ç äéÜñêåéá �çò �ïðïèÝ�çóçò ãßíïí�áé ïé áðáñáß�ç�åò ìå�áêéíÞóåéò. �éáðáñÜäåéãìá, áí �á êëåéäéÜ åßíáé ó�ïí ðßíáêá åéóüäïõ ìå �ç óåéñÜ 52, 12,71, 56, 5, 10, 19, 90 êáé 45, �ü�å �ïðïèå�ïýí�áé ó�ïí ðßíáêá åîüäïõ ìå �çìïñöÞ ðáñïõóéÜæå�áé ó�ïí �ßíáêá 9.4.4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 145212 5212 52 7112 52 56 715 12 52 56 715 10 12 52 56 715 10 12 19 52 56 715 10 12 19 52 56 71 905 10 12 19 45 52 56 71 90�ßíáêáò 9.4: Ôï ðñüâëçìá �çò åõèåßáò åéóáãùãÞò äýï äñüìùí.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 22320. Ç ìÝèïäïò �çò äõáäéêÞò åéóáãùãÞò äýï äñüìùí (two way binary inser-tion) åßíáé ðáñüìïéá ðñïò �çí åõèåßá åéóáãùãÞ äýï äñüìùí �çò ¢óêçóçò19, áëëÜ ç ðáñåìâïëÞ ãßíå�áé ìå äõáäéêü �ñüðï. Íá ó÷åäéáóèåß êáé íááíáëõèåß ç ìÝèïäïò.21. Óýìöùíá ìå �ç ìÝèïäï �çò �áîéíüìçóçò ðåñé��Þò-Üñ�éáò ìå�Üèåóçò(odd-even transposition sort) ó�á ðåñÜóìá�á ðåñé��Þò (Üñ�éáò) �Üîçò óõãêñßíïí�áé�á ó�ïé÷åßá Á[i℄ êáé A[i+1℄, üðïõ �ï i åßíáé ðåñé��üò (áí�ßó�ïé÷á, Üñ�éïò)áñéèìüò. Áí éó÷ýåé Á[i℄>Á[i+1℄, �ü�å �á ó�ïé÷åßá áí�áëëÜóóïí�áé. ÔáðåñÜóìá�á åðáíáëáìâÜíïí�áé ìÝ÷ñéò ü�ïõ äåí óõìâïýí Üëëåò áí�áëëáãÝò.Íá ó÷åäéáóèåß êáé íá áíáëõèåß áí�ßó�ïé÷ïò áëãüñéèìïò.22. Ç éäáíéêü�åñç ìÝèïäïò ãéá �çí �áîéíüìçóç ðéíÜêùí ìå ó�ïé÷åßá ðïõ åßíáéðåñßðïõ �áîéíïìçìÝíá åßíáé ç åîÞò. Áñ÷éêÜ åëÝã÷ïí�áé �á ó�ïé÷åßá �ïõðßíáêá åéóüäïõ ãéá �ïí åí�ïðéóìü æåõãþí äéáäï÷éêþí êëåéäéþí ðïõ äåíáêïëïõèïýí �ç ó÷Ýóç äéÜ�áîçò. Ôï æåýãïò áõ�ü äéáãñÜöå�áé áðü �ïíðßíáêá åéóüäïõ êáé áðïèçêåýå�áé óå Ýíáí ðßíáêá åîüäïõ. Ìå�Ü �çí áöáßñåóçêÜðïéïõ æåýãïõò, ç äéáäéêáóßá óõíå÷ßæå�áé ìå �ç óýãêñéóç �ïõ ó�ïé÷åßïõáìÝóùò ðñéí �ï ðñþ�ï �ïõ æåýãïõò ìå �ï ó�ïé÷åßï áìÝóùò ìå�Ü �ï äåý�åñï�ïõ æåýãïõò. Ìå�Ü �çí áðïìÜêñõíóç êÜðïéùí æåõãþí ï ðßíáêáò åéóüäïõåßíáé ðëÝïí �áîéíïìçìÝíïò. Ó�ç óõíÝ÷åéá ï ðßíáêáò åîüäïõ �áîéíïìåß�áé÷ñçóéìïðïéþí�áò �ç ãñÞãïñç �áîéíüìçóç, ïðü�å ïé äýï �áîéíïìçìÝíïéðßíáêåò óõã÷ùíåýïí�áé ìå ìßá áðëÞ äéáäéêáóßá óõã÷þíåõóçò. Íá ó÷åäéáóèåßêáé íá áíáëõèåß ç ìÝèïäïò.23. Ç áêüëïõèç äéáäéêáóßá �çò êõêëéêÞò �áîéíüìçóçò (
y
le sort) åßíáé ìßáðáñáëëáãÞ ðïõ åí�Üóóå�áé ó�éò �áîéíïìÞóåéò ìå ìÝ�ñçìá (äåò ÊåöÜëáéï9.8). Õðï�ßèå�áé ü�é Ýíá éó�üãñáììá (ðßíáêáò H) äéá�çñåß �éò óõ÷íü�ç�åòåìöÜíéóçò üëùí �ùí �éìþí �ùí êëåéäéþí ðïõ âñßóêïí�áé ó�ï äéÜó�çìá1..m. Ï áëãüñéèìïò íá äïêéìáóèåß ãéá äéáöïñå�éêÝò �éìÝò �ïõ m êáé íáõðïëïãéóèåß ç ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ êáé ÷þñïõ. �ü�å ç ìÝèïäïò åßíáéáðï�åëåóìá�éêÞ;pro
edure 
y
le_sort;1. H[1℄ <-- 0;2. for k <-- 1 to m-1 do H[k+1℄ <-- H[k℄+h[k℄;3. for i <-- 1 to n do4. k <-- A[i℄; j <-- H[k℄+1;5. if i>=j then6. if i<>j then



224 ÊåöÜëáéï 9. Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçò7. temp <-- A[i℄;8. repeat9. swap(A[j℄,temp);10. H[k℄ <-- j; k <-- temp; j <-- H[k℄+1;11. until i=j;12. A[i℄ <-- temp;13. H[k℄ <-- I;24. Ç ìÝèïäïò �áîéíüìçóçò ìå áí�áëëáãÞ ñßæáò (radix ex
hange sort)åîå�Üæåé �á øçößá áðü �á áñéó�åñÜ ðñïò �á äåîéÜ. Ç ìÝèïäïò èõìßæåé�ç ãñÞãïñç �áîéíüìçóç åðåéäÞ áñ÷éêÜ �á êëåéäéÜ ðïõ Ý÷ïõí ùò ðñþ�ïøçößï �ï Ï �ïðïèå�ïýí�áé ðñéí �á êëåéäéÜ ðïõ Ý÷ïõí ùò ðñþ�ï øçößï�ï 1. Êá�üðéí ç åðåîåñãáóßá óõíå÷ßæå�áé óå êÜèå Ýíá áðü �á äýï áõ�Üõðïóýíïëá áíáäñïìéêÜ ãéá �á åðüìåíá øçößá êá�Ü �ïí ßäéï �ñüðï.Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá radix ex
hange èåùñåß ü�é �á êëåéäéÜ åßíáé èå�éêïßáêÝñáéïé. Ï ðßíáêáò óáñþíå�áé áðü áñéó�åñÜ êáé áðü äåîéÜ ìå �ç âïÞèåéáäýï äåéê�þí, i êáé j, áíáæç�þí�áò êëåéäéÜ ðïõ íá áñ÷ßæïõí áðü 1 êáé0, áí�éó�ïß÷ùò. ¼�áí �Ý�ïéá êëåéäéÜ åí�ïðéóèïýí, �ü�å áí�áëëÜóóïí�áéáìïéâáßá. Ç äéáäéêáóßá óÜñùóçò óõíå÷ßæå�áé ìÝ÷ñé íá óõíáí�çèïýí ïé äýïäåßê�åò. Ç �áîéíüìçóç åê�åëåß�áé ìå �çí êëÞóç radix ex
hange(1,n,15).Ï �åëåó�Þò shr åê�åëåß äéïëßóèçóç ðñïò äåîéÜ, åíþ �ï üñéóìá b ÷ñçóéìåýåéãéá �ïí Ýëåã÷ï �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ øçößïõ îåêéíþí�áò áðü �çí �éìÞ 15 (ãéá �ïáñéó�åñü�åñï øçößï) êáé öèÜíïí�áò ìÝ÷ñé êáé �çí �éìÞ 0 (ãéá �ï äåîéü�åñïøçößï).pro
edure radix_ex
hange(left,right,b);if (right>left) and (b>=0) theni <-- left; j <-- right;repeatwhile (A[i℄ shr (b-1) mod 2=0) and (i<j) do i <-- i+1;while (A[j℄ shr (b-1) mod 2=1) and (i<j) do j <-- j-1;Swap(A[i℄,A[j℄);until j <-- i;if (A[r℄ shr (b-1) mod 2=0) then j <-- j+1;radix_ex
hange(left,j-1,b-1); radix_ex
hange(j,right,b-1)25. Ç �áîéíüìçóç ãñáììéêÞò åîÝ�áóçò (linear probing sort) óõíäõÜæåéó�ïé÷åßá �çò áíáæÞ�çóçò ðáñåìâïëÞò êáé �ïõ �áîéíïìçìÝíïõ êá�áêåñìá�éóìïý



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 225ìå ãñáììéêÞ åîÝ�áóç. Åöáñìüæå�áé ü�áí åßíáé ãíùó�ü �ï åýñïò �ùí �éìþím<n �ùí êëåéäéþí �ïõ ðßíáêá A[0..n-1℄, åíþ åðßóçò èá ðñÝðåé íá èåùñçèåßÝíáò óõìðëçñùìá�éêüò ðßíáêáò n+w èÝóåùí, üðïõ ïé w èÝóåéò ÷ñçóéìåýïõíùò ðåñéï÷Þ õðåñ÷åßëéóçò. ÊÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ áñ÷éêïý ðßíáêá �ïðïèå�åß�áéóå êåíÞ èÝóç �ïõ âïçèç�éêïý ðßíáêá åöáñìüæïí�áò �çí áíáæÞ�çóçò ðáñåìâïëÞò.Áí ç èÝóç �ïõ âïçèç�éêïý ðßíáêá åßíáé êá�åéëçììÝíç áðü Üëëï êëåéäß,�ü�å ç èÝóç áõ�Þ êá�áëáìâÜíå�áé �åëéêÜ áðü �ï ìéêñü�åñï êëåéäß, åíþ�ï ìåãáëý�åñï �ïðïèå�åß�áé ó�çí åðüìåíç èÝóç �ïõ âïçèç�éêïý ðßíáêá.Ìå�Ü �çí åéóáãùãÞ üëùí �ùí ó�ïé÷åßùí ó�ï âïçèç�éêü ðßíáêá, ìå Ýíááðëü ðÝñáóìá �á ó�ïé÷åßá �ïðïèå�ïýí�áé êáé ðÜëé ó�ïí áñ÷éêü ðßíáêá.Íá ó÷åäéáóèåß ç ìÝèïäïò, íá äïêéìáóèåß ðåéñáìá�éêÜ êáé íá áíáëõèåß çåðßäïóÞ �çò.26. Áí ó�ïí áëãüñéèìï Sele
t �ï äåßãìá áëëÜîåé áðü 5 óå 7 Þ 3 �ü�å ïáëãüñéèìïò èá óõíå÷ßóåé íá Ý÷åé ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ó�ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç;27. Íá äåßîå�å ðùò ï áëãüñéèìïò �áîéíüìçóçò Qui
ksort ìðïñåß íá áëëÜîåéþó�å ç ðïëõðëïêü�ç�Ü �ïõ íá åßíáé Ï(n log n) ó�çí ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç.28. ¸ó�ù ü�é X[1 : : : n] êáé Y [1 : : : n] äýï �áîéíïìçìÝíïé ðßíáêåò. Íá äþóå�åÝíáí áëãüñéèìï ìå O(log n) ðïëõðëïêü�ç�á ãéá �çí åýñåóç �ïõ ìåóáßïõó�ïé÷åßïõ �ùí 2n ó�ïé÷åßùí �ùí ðéíÜêùí X êáé Y .
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228 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé ÁëãüñéèìïéÏé ðéèáíü�ç�åò åßíáé ìÝñïò �çò êáèçìåñéíü�ç�Üò ìáò. �éá ðáñÜäåéãìá, ðüóïðéèáíü åßíáé íá õðÜñ÷ïõí äýï Üíèñùðïé ó�ç ÍÝá Õüñêç ìå �ïí ßäéï áñéèìþí�ñé÷þí; Ìå âÜóç �çí áñ÷Þ �ùí ðåñéó�åñþíùí (pigeonhole prin
iple)1 áðïäåéêíýå�áéü�é ç ðéèáíü�ç�á åßíáé ìïíÜäá. Åðßóçò ó�ï ÊåöÜëáéï 8.5 Ý÷ïõìå ìéëÞóåé ãéá�ï ðáñÜäïîï �ùí ãåíåèëßùí. Áõ�Ü åßíáé ðáñáäåßãìá�á üðïõ Ýíá ãåãïíüò èáóõìâåß ìå óçìáí�éêÞ ðéèáíü�ç�á Þ êáé âåâáéü�ç�á. Áí�éèÝ�ùò, ç ðéèáíü�ç�á íáåêëåãåß ðñüåäñïò �ùí Ç�Á ìå ìßá øÞöï äéáöïñÜ åßíáé 1 ðñïò 10.000.000. Çðéèáíü�ç�á êá�Ü �ç äéÜñêåéá åíüò ÷ñüíïõ êÜðïéïò íá óêï�ùèåß áðü êåñáõíü åßíáé1 ðñïò 2.500.000. Ç ðéèáíü�ç�á êá�Ü �ç äéÜñêåéá åíüò ÷ñüíïõ Ýíáò ìåãÜëïòìå�åùñß�çò íá ðÝóåé ó�ç ãç åßíáé 1 ðñïò 100.000. Áõ�Ü åßíáé ðáñáäåßãìá�áüðïõ ç ðéèáíü�ç�á íá óõìâåß Ýíá ãåãïíüò åßíáé ó÷åäüí ìçäåíéêÞ. Óå �Ý�ïéåòðåñéð�þóåéò èåùñïýìå �çí ðéèáíü�ç�á óáí íá åßíáé ðñÜãìá�é ìçäåíéêÞ. Ó�çëïãéêÞ áõ�Þ ó�çñßæïí�áé ïé ëåãüìåíïé �õ÷áßïé Þ �õ÷áéïðïéçìÝíïé (random-ized) áëãüñéèìïé, �ùí ïðïßùí ç óõìðåñéöïñÜ äåí åîáñ�Ü�áé ìüíï áðü �á äåäïìÝíáåéóüäïõ áëëÜ êáé áðü �éìÝò ðïõ ðáñÜãïí�áé áðü ìßá ãåííÞ�ñéá �õ÷áßùí áñéèìþí.Ó�ïí áí�ßðïäá �ùí �õ÷áßùí áëãïñßèìùí âñßóêïí�áé ïé ëåãüìåíïé áé�éïêñá�éêïß(deterministi
) áëãüñéèìïé, üðïõ ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçòáðïäåéêíýå�áé ìå âåâáéü�ç�á (äçëáäÞ, ðéèáíü�ç�á 1). Óå ìßá �Ý�ïéá ðåñßð�ùóç,âÝâáéá, õðåéóÝñ÷å�áé ç ðéèáíü�ç�á �ï ðñüãñáììá íá Ý÷åé ëÜèïò Þ íá óõìâåßïðïéïäÞðï�å Üëëï áñíç�éêü ãåãïíüò (üðùò âëÜâç �ïõ õëéêïý, ð�þóç ñåýìá�ïò,êëð). ¸�óé åßíáé ðñï�éìü�åñï �ï ðñüãñáììÜ ìáò íá åßíáé áðëïýó�åñï (Üñá÷ùñßò ëÜèç) ó�çñéæüìåíïé ìå õðïëïãéóìÝíï ñßóêï ó�ï ãåãïíüò ü�é ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç èá óõìâåß ìå åëÜ÷éó�ç ðéèáíü�ç�á.10.1 Êá�çãïñßåò Ôõ÷áßùí ÁëãïñßèìùíÄéáêñßíïõìå �ñåéò êá�çãïñßåò �õ÷áßùí áëãïñßèìùí, �ïõò áëãïñßèìïõò �ýðïõLas Vegas, �ýðïõ Monte Carlo êáé �ýðïõ Sherwood. Ïé áëãüñéèìïé Las VegasðÜí�ï�å äßíïõí �çí ßäéá (óùó�Þ) Ýîïäï ãéá �á ßäéá äåäïìÝíá åéóüäïõ, áðëþò ï÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åîáñ�Ü�áé áðü �çí Ýîïäï �çò ãåííÞ�ñéáò �ùí �õ÷áßùí áñéèìþí.Áðåíáí�ßáò ïé áëãüñéèìïéMonte Carlo áðáé�ïýí �ï ßäéï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò áíåîáñ�Þ�ùò�çò åîüäïõ �çò ãåííÞ�ñéáò �ùí �õ÷áßùí áñéèìþí, áëëÜ äåí äßíïõí ðÜí�ï�å �çíßäéá Ýîïäï ãéá �á ßäéá äåäïìÝíá åéóüäïõ. �ñïöáíþò, ç éäéü�ç�á áõ�Þ äåí åßíáéåðéèõìç�Þ ãéá�ß Üëëï�å ï áëãüñéèìïò èá äßíåé �ç óùó�Þ ëýóç êáé Üëëï�å êÜðïéáëáíèáóìÝíç.ËÝãå�áé ëïéðüí ü�é Ýíá áëãüñéèìïò Las Vegas (Monte Carlo) áðï�õã÷Üíåé1Áí �ïðïèå�çèïýí n > m ðåñéó�Ýñéá óå m ðåñéó�åñü�ñõðåò, �ü�å õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßáðåñéó�åñü�ñõðá ìå ðåñéóóü�åñï áðü Ýíá ðåñéó�Ýñé.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 229áí äåí �åñìá�ßæåé åí�üò åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ÷ñïíéêïý äéáó�Þìá�ïò (áí äåíäßíåé �ç óùó�Þ áðÜí�çóç). Ç áðáß�çóÞ ìáò åßíáé ïé áí�ßó�ïé÷ïé áëãüñéèìïéíá áðï�õã÷Üíïõí ìå êÜðïéá ðïëý ìéêñÞ ðéèáíü�ç�á, äçëáäÞ n−a, ãéá äåäïìÝíç�éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ a.ÔÝëïò, ç êá�çãïñßá áëãïñßèìùí Sherwood ðåñéëáìâÜíåé áëãïñßèìïõò ðïõðÜí�ï�å äßíïõí áðÜí�çóç êáé ç áðÜí�çóç áõ�Þ åßíáé óùó�Þ. Óõ÷íÜ óå áé�éïêñá�éêïýòáëãïñßèìïõò ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç åßíáé óçìáí�éêÜ ÷åéñü�åñç áðü �ç ìÝóçðåñßð�ùóç. Åíóùìá�þíïí�áò, ëïéðüí, �çí �õ÷áßá åðéëïãÞ ìßáò ãåííÞ�ñéáò (ìåìçäáìéíü êüó�ïò) åßíáé äõíá�üí íá åîáëåéöèåß ç äéáöïñÜ ìå�áîý �çò ÷åéñü�åñçòêáé �çò ìÝóçò ðåñßð�ùóçò. Êáèþò ìßá �Ý�ïéá �å÷íéêÞ âïçèÜ óå ìßá ðåñéóóü�åñïïìáëÞ åê�Ýëåóç �ïõ áé�éïêñá�éêïý áëãïñßèìïõ, äåí �ßèå�áé æÞ�çìá èåþñçóçò�çò êá�áíïìÞò �çò ðéèáíü�ç�áò ï áëãüñéèìïò íá ìçí �åñìá�ßóåé Þ íá äþóåéëáíèáóìÝíá áðï�åëÝóìá�á.Áõ�Þ åßíáé ç âÜóç �ùí �õ÷áßùí áëãïñßèìùí, �ùí ïðïßùí ç áíÜëõóç åßíáéìßá åíáëëáê�éêÞ ïð�éêÞ ãùíßá ó�çí áíÜëõóçò �çò ìÝóçò ðåñßð�ùóçò, üðïõ ãéá�çí åõêïëßá ìáò ìðïñåß íá õéïèå�Þóïõìå ðåñéïñéó�éêÝò õðïèÝóåéò. Ïé �õ÷áßïéáëãüñéèìïé Ý÷ïõí êáëý�åñç êáé ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç áëëÜ �á äåäïìÝíá åéóüäïõðïõ ðñïêáëïýí �éò ðåñéð�þóåéò áõ�Ýò åßíáé Üãíùó�á êáé ìðïñåß íá åßíáé ïðïéáäÞðï�åáêïëïõèßá ìåãÝèïõò n.10.2 Åîáêñßâùóç Åðáíáëáìâáíüìåíïõ Ó�ïé÷åßïõ¸ó�ù ü�é Ýíáò ðßíáêáò ìå n ó�ïé÷åßá ðåñéÝ÷åé n=2 + 1 äéáêñé�Ü ó�ïé÷åßá, üðïõ�á n=2 Ý÷ïõí �çí ßäéá �éìÞ. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá âñïýìå ðïéÜ åßíáé ç �éìÞðïõ åìöáíßæå�áé n=2 öïñÝò. Åßíáé åýêïëï íá ó÷åäéÜóïõìå Ýíáí áé�éïêñá�éêüáëãüñéèìï ðïõ íá óáñþíåé �ïí ðßíáêá êáé íá äéáðéó�þíåé ðïéÜ åßíáé áõ�Þ ç �éìÞìå�Ü áðü n=2 + 2 = O(n) âÞìá�á ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç. Áõ�Þ ç ðåñßð�ùóçáí�áðïêñßíå�áé ó�çí êá�Üó�áóç üðïõ ïé ðñþ�åò n=2 + 1 èÝóåéò �ïõ ðßíáêáêá�áëáìâÜíïí�áé áðü áí�ßó�ïé÷åò äéáêñé�Ýò �éìÝò, åíþ ç (n/2+2)-ïó�Þ åßíáéç ðñþ�ç åðáíÜëçøç �çò ðïëëáðëÞò �éìÞò.Ôþñá èá åîå�Üóïõìå Ýíáí �õ÷áßï áëãüñéèìï, äçëáäÞ Ýíáí áëãüñéèìï ðïõó�çñßæå�áé óå ìßá ãåííÞ�ñéá �õ÷áßùí áñéèìþí. ¸ó�ù, ëïéðüí, ü�é åðéëÝãïõìåìå �õ÷áßï �ñüðï äýï äéáöïñå�éêÝò èÝóåéò �ïõ ðßíáêá êáé åëÝã÷ïõìå áí �ïðåñéå÷üìåíü �ïõò åßíáé ßäéï. Áí ðñÜãìá�é �ï ðåñéå÷üìåíï åßíáé ßäéï, �ü�å áëãüñéèìïò�åñìá�ßæåé, áëëéþò ðñÝðåé �ï äåéãìá�ïëçð�éêü ðåßñáìá íá óõíå÷éóèåß ãéá üóï÷ñåéáóèåß. �ñïöáíþò, ï áëãüñéèìïò áõ�üò áíÞêåé ó�çí êá�çãïñßá Las Vegas,äçëáäÞ ï áëãüñéèìïò åßíáé âÝâáéï ü�é �åñìá�ßæïí�áò äßíåé �ç óùó�Þ áðÜí�çóçáëëÜ äåí åßíáé ó�áèåñüò ï áðáé�ïýìåíïò ÷ñüíïò. Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá ðáñïõóéÜæåé
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edure repeatedelement1. flag <-- true;2. while flag do3. i <-- random(1,n); j <-- random(1,n)4. if (i<>j) and (A[i℄=A[j℄) then5. flag <-- false; return A[i℄Ç ðéèáíü�ç�á ü�é ìßá äïêéìÞ èá åßíáé åðé�õ÷Þò, äçëáäÞ èá åîáêñéâþóåé �çæç�ïýìåíç �éìÞ éóïý�áé ìå p = n=2n n=2−1n = n=2−1
2n . Äéáðéó�þíå�áé, äçëáäÞ, ü�éãéá n = 10, éó÷ýåé p = 0:2, Üñá óå ìßá �Ý�ïéá ðåñßð�ùóç ðñÝðåé íá åðáíáëÜâïõìå�ç äïêéìÞ ìå ðéèáíü�ç�á 0.8. Ç ðéèáíü�ç�á ï áëãüñéèìïò íá ìçí �åñìá�ßóåé ìå�Üáðü 10 äïêéìÝò åßíáé (1− p)10 ≈ 0:11 êáé Üñá ç ðéèáíü�ç�á íá �åñìá�ßóåé åßíáé0.89 ðåñßðïõ. Áí�ßó�ïé÷á, ç ðéèáíü�ç�á íá ìçí �åñìá�ßóåé ìå�Ü áðü 100 äïêéìÝòåßíáé (1− p)100 ≈ 2× 10−10.Ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, ç ðéèáíü�ç�á íá �åñìá�ßóåé ï áëãüñéèìïò ìå�Ü áðü
a log n âÞìá�á (ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ 
) åßíáé

(4=5)
a logn = n−
a log(5=4)ðïõ äßíåé n−a áí 
 = 1= log(5=4). Óõíåðþò, ìå ðéèáíü�ç�á ìåãáëý�åñç áðü
1−n−a, ï áëãüñéèìïò èá �åñìá�ßóåé ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ìå�Ü áðü a logn

log(5=4)ðåéñÜìá�á. ¸�óé, èåùñþí�áò ùò âáñüìå�ñï �çí åí�ïëÞ 5, ðñïêýð�åé ü�é çðïëõðëïêü�ç�á �ïõ �õ÷áßïõ áõ�ïý áëãïñßèìïõ åßíáé Ï(log n).10.3 Åîáêñßâùóç �ëåéïøçöéêïý Ó�ïé÷åßïõÓ�çí ðáñÜãñáöï áõ�Þ èá åîå�Üóïõìå Ýíá ðáñåìöåñÝò ìå �ï ðñïçãïýìåíï ðñüâëçìá.¸ó�ù ü�é äßíå�áé Ýíáò ðßíáêáò ìå n ó�ïé÷åßá. ËÝãå�áé ü�é ï ðßíáêáò áõ�üòÝ÷åé Ýíá ðëåéïøçöéêü (majority) ó�ïé÷åßï, áí Ýíá ó�ïé÷åßï �ïõ åìöáíßæå�áéðåñéóóü�åñï áðü n=2 öïñÝò. Åßíáé üìùò åíäå÷üìåíï íá ìçí õðÜñ÷åé ðëåéïøçöéêüó�ïé÷åßï ó�ïí ðßíáêá. Áò ìåëå�Þóïõìå �ïí åðüìåíï áëãüñéèìï.fun
tion maj1. i <-- random(1,n); x <-- A[i℄; k <-- 0;2. for j <-- 1 to n do3. if A[j℄=x then k <-- k+14. return (k>n/2)



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 231Áí ï ðßíáêáò äåí Ý÷åé ðëåéïøçöéêü ó�ïé÷åßï, �ü�å ï áëãüñéèìïò maj ïñèþòèá åðéó�ñÝøåé false. Ùó�üóï, áí ï ðßíáêáò Ý÷åé ðëåéïøçöéêü ó�ïé÷åßï, �ü�å ïáëãüñéèìïò èá åðéó�ñÝøåé true áëëÜ �ï áðï�Ýëåóìá èá åßíáé ïñèü ìå ðéèáíü�ç�áp > 1=2. ¼ìùò ëÜèïò ßóï ìå 50% äåí ìðïñåß íá åßíáé áðïäåê�ü. �ñï÷ùñïýìåóå ìßá äåý�åñç åêäï÷Þ.fun
tion maj21. if maj then return true2. else return majÁí ï ðßíáêáò äåí Ý÷åé ðëåéïøçöéêü ó�ïé÷åßï, �ü�å ï áëãüñéèìïò maj2 ïñèþòèá åðéó�ñÝøåé false, �éìÞ ðïõ ïñèþò èá �ïõ ðåñÜóåé ï áëãüñéèìïò maj. Áðü�çí Üëëç ðëåõñÜ, áí ï ðßíáêáò ðñÜãìá�é Ý÷åé ðëåéïøçöéêü ó�ïé÷åßï êáé ïñèþò ïáëãüñéèìïò maj åðéó�ñÝøåé �éìÞ true, �ü�å êáé áëãüñéèìïò maj2 èá åðéó�ñÝøåétrue. Áí üìùò ìå ðéèáíü�ç�á p > 1=2 ï áëãüñéèìïò maj åðéó�ñÝøåé �éìÞ false,�ü�å o áëãüñéèìïò maj2 èá îáíáêáëÝóåé �ïí áëãüñéèìï maj ðïõ èá åðéó�ñÝøåéêáé ðÜëé true Þ false ðéèáíü�ç�á p > 1=2 êáé 1−p, áí�ßó�ïé÷á. Ó�çí ðåñßð�ùóçáõ�Þ èá ëÜâïõìå ïñèü áðï�Ýëåóìá ìå ðéèáíü�ç�á p+(1−p)p > 3=4. ÅðïìÝíùòåðé�ý÷áìå óçìáí�éêÞ âåë�ßùóç ó�çí áîéïðéó�ßá �ïõ áñ÷éêïý áëãïñßèìïõ.Ç �åëéêÞ ìáò åêäï÷Þ åßíáé ï åðüìåíïò áëãüñéèìïò Monte Carlo. ÕðïèÝ�ïõìåü�é � > 0 åßíáé ç ìÝãéó�ç áíï÷Þ �çò ðéèáíü�ç�áò ëÜèïõò. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�éç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé Ï(n log(1=�)). Ï áëãüñéèìïò áõ�üòÝ÷åé ìüíï äéäáê�éêÞ óðïõäáéü�ç�á êáèþò åßíáé åýêïëï íá ó÷åäéÜóïõìå Ýíáíáé�éïêñá�éêü áëãüñéèìï ìå ãñáììéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á.fun
tion majMC1. k <-- log(1/e)2. for j <-- 1 to k do3. if maj then return true4. return false10.4 ÁíáæÞ�çóç óå Äéá�å�áãìÝíç Ëßó�á�íùñßæïõìå áðü �ï ìÜèçìá �ùí Äïìþí ÄåäïìÝíùí ü�é ìðïñïýìå íá áíáðáñáó�Þóïõìåìßá äõíáìéêÞ ëßó�á ìå �ç âïÞèåéá åíüò ðßíáêá. Áò ìåëå�Þóïõìå �çí �å÷íéêÞ áõ�Þìå Ýíá ðáñÜäåéãìá. Ó�ï Ó÷Þìá 10.1 ðáñïõóéÜæå�áé Ýíáò äéóäéÜó�á�ïò ðßíáêáò Aìå �á ãíùó�Ü 9 êëåéäéÜ 52, 12, 71, 56, 5, 10, 19, 90 êáé 45, �á ïðïßá åìöáíßæïí�áéó�çí ðñþ�ç ãñáììÞ �ïõ ðßíáêá. Ó�ç äåý�åñç ãñáììÞ ðáñïõóéÜæïí�áé êÜðïéåò



232 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé Áëãüñéèìïé�éìÝò ðïõ ðñïóïìïéþíïõí �ïí êëáóéêü äåßê�ç �ùí äõíáìéêþí óõíäåäåìÝíùíëéó�þí. Áêïëïõèþí�áò áõ�ïýò �ïõò �å÷íç�ïýò äåßê�åò ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå�á ó�ïé÷åßá óå áýîïõóá äéÜ�áîç. �éá íá ãßíåé äõíá�Þ ç ðñïóðÝëáóç êáé çåðåîåñãáóßá �çò äïìÞò åßíáé áðáñáß�ç�ï íá Ý÷ïõìå êáé ìßá âïçèç�éêÞ ìå�áâëç�Þheader ðïõ íá äßíåé �ç èÝóç �ïõ ìéêñü�åñïõ ó�ïé÷åßïõ �çò äïìÞò. Ó�çí ðåñßð�ùóçìáò éó÷ýåé header=5. Åðßóçò ðáñá�çñïýìå ü�é ï äåßê�çò �ïõ ìåãáëý�åñïõó�ïé÷åßïõ åßíáé 0 þó�å íá äéåõêïëýíåé �ï ðÝñáò �çò ðñïóðÝëáóçò.52 12 71 56 5 10 19 90 454 7 8 3 6 2 9 0 1�ßíáêáò 10.1: Äéá�å�áãìÝíç ëßó�á.Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá áíáæç�Ü �ï êëåéäß key ðïõ õðÜñ÷åé ðñÜãìá�é ó�ç äïìÞêáé åðéó�ñÝöåé �ç èÝóç �ïõ êëåéäéïý ó�ç äïìÞ. Åßíáé åýêïëï íá åîá÷èåß ç åðßäïóç�çò áíáæÞ�çóçò ó�ç äïìÞ áõ�Þ. �ñïöáíþò ó�ç ìÝóç (÷åéñü�åñç) ðåñßð�ùóç èáðñÝðåé íá óáñùèåß ï ìéóüò (ïëüêëçñïò ï) ðßíáêáò, êáé åðïìÝíùò ç áíáæÞ�çóçåßíáé ãñáììéêÞ È(n).fun
tion sear
h(key, header)1. i <-- header2. while key > A[1,i℄ do i <-- A[2,i℄3. return iÌßá �õ÷áéïðïéçìÝíç åêäï÷Þ Ý÷åé ùò åîÞò.fun
tion sear
hrandom(key)1. i <-- random(1,n); y <-- A[1,i℄2. if key<y then return sear
h(key,header)3. else if key>y then return sear
h(key,A[2,i℄)4. else return iÅýêïëá êáé ðÜëé ðñïêýð�åé ü�é ç íÝá �õ÷áéïðïéçìÝíç óõíÜñ�çóç åßíáé ãñáììéêÞòðïëõðëïêü�ç�áò. Ùó�üóï, ðëçñþíïí�áò �ï áìåëç�Ýï êüó�ïò �çò åí�ïëÞò 1, çäéáäéêáóßá åðé�á÷ýíå�áé êá�Ü 50% êá�Ü ìÝóï üñï. Ç óõíÜñ�çóç áõ�Þ ó�çñßæå�áéó�ç öéëïóïößá Sherwood.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 23310.5 ÄéáãñáöÞ óå Äõáäéêü ÄÝíäñï ÁíáæÞ�çóçò¼ðùò åßíáé ãíùó�ü áðü �ï ìÜèçìá �ùí Äïìþí ÄåäïìÝíùí, ç äéáäéêáóßá �çòäéáãñáöÞò óå äõáäéêü äÝíäñï áíáæÞ�çóçò åßíáé ðéï óýíèå�ç áðü �ç äéáäéêáóßá�çò åéóáãùãÞò. Áí ï êüìâïò ðïõ ðñüêåé�áé íá äéáãñáöåß åßíáé �åñìá�éêüò, �ü�åç ðåñßð�ùóç åßíáé åýêïëç. Åðßóçò ó÷å�éêÜ åýêïëç åßíáé ç ðåñßð�ùóç, üðïõ ïäéáãñáöüìåíïò êüìâïò Ý÷åé ìüíï Ýíáí áðüãïíï. Ç äõóêïëßá �ïõ ðñïâëÞìá�ïòðáñïõóéÜæå�áé ü�áí �ï ó�ïé÷åßï ðïõ èá äéáãñáöåß Ý÷åé äýï áðïãüíïõò. Ó�çíðåñßð�ùóç áõ�Þ �ï äéáãñáöüìåíï êëåéäß áí�éêáèßó�á�áé áðü �ï êëåéäß �ïõ ðéïäåîéïý êüìâïõ �ïõ áñéó�åñïý õðïäÝíäñïõ, ï ïðïßïò (üðùò ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß)Ý÷åé �ï ðïëý Ýíáí áðüãïíï.Ó�ç óõíÝ÷åéá äßíå�áé ç áíáäñïìéêÞ äéáäéêáóßá delete ðïõ êáëåß �çí åðßóçòáíáäñïìéêÞ äéáäéêáóßá del, ü�áí o êüìâïò ìå �ï êëåéäß key Ý÷åé äýï áðïãüíïõò.¸�óé áíé÷íåýå�áé ï ðñïçãïýìåíïò ëåîéêïãñáöéêÜ êüìâïò, äçëáäÞ ï äåîéü�åñïòêüìâïò �ïõ áñéó�åñïý õðïäÝíäñïõ �ïõ êüìâïõ q ðïõ ðñüêåé�áé íá äéáãñáöåß. Áíï êüìâïò áõ�üò åßíáé ï r, �ü�å �ï ðåñéå÷üìåíü �ïõ áí�éêáèéó�Ü �ï ðåñéå÷üìåíï�ïõ q êáé ï ÷þñïò �ïõ r åðéó�ñÝöå�áé ó�ï óýó�çìá. �éá �çí êá�áíüçóç áíáöÝñå�áéü�é èåùñåß�áé êüìâïò ìå �ñßá ðåäßá (data,left,right), áêÝñáéïõ �ýðïõ êáé�ýðïõ äåßê�ç.pro
edure del(r)1. if r.right<>nil then del(r.right)2. else3. q.data <-- r.data; q <-- r; r <-- r.leftpro
edure delete(key,p);1. if p=nil then write('Ôï êëåéäß ',key,'äåí õðÜñ÷åé')2. else if key<p.data then delete(key,p.left)3. else if key>p.data then delete(key,p.right)4. else5. q:=p;6. if q.right=nil then p:=q.left7. else if q.left=nil then p:=q.right8. else del(q.left);9. dispose(q)�éá ðáñÜäåéãìá ó�ï åðüìåíï ó÷Þìá äßíå�áé ç äéáäéêáóßá �çò äéáäï÷éêÞòäéáãñáöÞò �ùí êëåéäéþí 19, 52, 5 êáé 12 áðü �ï áñ÷éêü äÝíäñï.Ï �ñüðïò õëïðïßçóçò �çò äéáäéêáóßáò �çò äéáãñáöÞò äåí åßíáé ï ìïíáäéêüò.�éá ðáñÜäåéãìá, áí �ï õðü äéáãñáöÞ êëåéäß Ý÷åé êáé áñéó�åñü áëëÜ êáé äåîéü
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mm�� PP4 10 56Ó÷Þìá 10.1: ÄéáãñáöÞ êüìâùí áðü äÝíäñï áíáæÞ�çóçò.õðïäÝíäñï, �ü�å áõ�ü éóïäýíáìá èá ìðïñïýóå íá áí�éêá�áó�áèåß áðü �ïí åðüìåíïëåîéêïãñáöéêÜ êüìâï, äçëáäÞ �ïí áñéó�åñü�åñï êüìâï �ïõ äåîéïý õðïäÝíäñïõ.Áõ�Ýò ïé äýï åíáëëáê�éêÝò õëïðïéÞóåéò ïíïìÜæïí�áé áóýììå�ñåò (asymmetri
),óå áí�ßèåóç ìå �ç ìÝèïäï �çò óõììå�ñéêÞò (symmetri
) äéáãñáöÞò, óýìöùíáìå �çí ïðïßá �ï õðü äéáãñáöÞ êëåéäß áí�éêáèßó�á�áé ìå �ïí ðñïçãïýìåíï Þ �ïíåðüìåíï ëåîéêïãñáöéêÜ êüìâï åß�å åíáëëÜî åß�å ìå �õ÷áßï �ñüðï (äçëáäÞ, ìå50%-50% ðéèáíü�ç�á íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ï áñéó�åñüò Þ ï äåîéüò õðïøÞöéïò). Çõëïðïßçóç �çò óõììå�ñéêÞò �õ÷áßáò äéáãñáöÞò áðü äõáäéêü äÝíäñï áíáæÞ�çóçòåßíáé åýêïëç õðüèåóç ãéá �ïí áíáãíþó�ç.¸÷åé áðïäåé÷èåß ü�é áí áðü �õ÷áßï äÝíäñï ìå n êüìâïõò äéáãñáöåß Ýíáêëåéäß ìå �çí áóýììå�ñç ìÝèïäï, �ü�å äåí ðñïêýð�åé Ýíá �õ÷áßï äÝíäñï. �éïóõãêåêñéìÝíá, �ï ìÞêïò åóù�åñéêïý ìïíïðá�éïý äåí ðáñáìÝíåé �Üîçò Ï(n log n)áëëÜ áõîÜíåé2. ÅìðåéñéêÝò ìåëÝ�åò áðü �ïí Eppinger (1983) Ýäåéîáí ü�é áí÷ñçóéìïðïéçèåß ç áóýììå�ñç ìÝèïäïò äéáãñáöÞò, �ü�å �ï ìÞêïò åóù�åñéêïýìïíïðá�éïý ãßíå�áé �Üîçò O(n log3 n). Áí�ßèå�á áí ÷ñçóéìïðïéçèåß ç óõììå�ñéêÞìÝèïäïò äéáãñáöþí, �ü�å �ï ìÞêïò åóù�åñéêïý ìïíïðá�éïý ðñÜãìá�é ðáñáìÝíåéO(n log n). Óõíåðþò ç �å÷íéêÞ �çò �õ÷áéïðïéçìÝíçò äéáãñáöÞò äåí åßíáé ÷ùñßòåðßð�ùóç ó�ç óõíïëéêÞ åðßäïóç �çò äïìÞò êá�Ü �éò áíáæç�Þóåéò.�ßóù áðü �çí óõììå�ñéêÞ äéáãñáöÞ âñßóêå�áé ç öéëïóïößá �ùí áëãïñßèìùíSherwood. Ó�á åðüìåíá äýï ðáñáäåßãìá�á èá áó÷ïëçèïýìå ìå êëáóéêü�åñáðáñÜäåéãìá �õ÷áßùí áëãïñßèìùí ðïõ áíÞêïõí óå ìßá áðü �éò äýï Üëëåò êá�çãïñßåòðïõ áíáöÝñèçêáí, äçëáäÞ �éò êá�çãïñßåò Las Vegas Þ Monte Carlo.2Ó�ï åðüìåíï êåöÜëáéï èá áíáëõèïýí ïé Ýííïéåò �ïõ �õ÷áßïõ äÝíäñïõ êáé �ïõ ìÞêïõòåóù�åñéêïý ìïíïðá�éïý.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 23510.6 Ôõ÷áßá ÄõáäéêÜ ÄÝíäñáÓ�ï óçìåßï áõ�ü èá áó÷ïëçèïýìå ìå äõáäéêÜ äÝíäñá áíáæÞ�çóçò, �á ïðïßáâáóßæïí�áé ó�éò �õ÷áßåò åðéëïãÝò ðïõ êÜíåé ï áëãüñéèìïò êá�Ü �çí êá�áóêåõÞ�ïõò. Ôá óõãêåêñéìÝíá �õ÷áßá äÝíäñá ïíïìÜæïí�áéÄÝíäñá ÁíáæÞ�çóçò Óùñïý(ÄÁÓ ãéá óõí�ïìßá - treaps) êáé ðáñïõóéÜæïí�áé áíáëõ�éêÜ ó�ï [145℄.¸ó�ù X Ýíá óýíïëï ìå n ó�ïé÷åßá, üðïõ �ï êáèÝíá áðáñ�ßæå�áé áðü Ýíáêëåéäß êáé ìßá ðñï�åñáéü�ç�á. ¸íá ÄÁÓ ãéá �ï X åßíáé Ýíá äõáäéêü äÝíäñïìå n êüìâïõò, �ï ïðïßï åßíáé äïìçìÝíï ìå åíäïäéÜ�áîç ùò ðñïò �á êëåéäéÜêáé ìå äéÜ�áîç óùñïý ùò ðñïò �éò ðñï�åñáéü�ç�åò (ðáñüìïéï ìå äïìÝò ðïõïíïìÜæïí�áé ÄÝíäñï �ñï�åñáéü�ç�áò [106℄ êáé Êáñ�åóéáíü ÄÝíäñï [163℄). ÇåíäïäéÜ�áîç óçìáßíåé ü�é �ï êëåéäß êÜèå êüìâïõ åßíáé ìåãáëý�åñï áðü �á êëåéäéÜ�ïõ áñéó�åñïý õðïäÝíäñïõ �ïõ êáé ìéêñü�åñï áðü �á êëåéäéÜ �ïõ äåîéïý õðïäÝíäñïõ�ïõ, åíþ ç ðñï�åñáéü�ç�á �ïõ åßíáé ìåãáëý�åñç áðü �éò ðñï�åñáéü�ç�åò �ùíêüìâùí �ùí äýï õðïäÝíäñùí �ïõ (äçëáäÞ, åßíáé óùñüò ìåãßó�ùí � äåò ÊåöÜëáéï??). Áí üëá �á êëåéäéÜ, êáèþò êáé ïé ðñï�åñáéü�ç�åò, åßíáé äéáêñé�Ü, �ü�å �ïÄÁÓ åßíáé ìïíáäéêü. ¸�óé, �ï áí�éêåßìåíï ìå �ç ìåãáëý�åñç ðñï�åñáéü�ç�á èáåßíáé ó�çí ñßæá, åíþ ï äéá÷ùñéóìüò �ùí õðüëïéðùí êëåéäéþí ó�ï áñéó�åñü êáéäåîéü õðïäÝíäñï èá ãßíåé ìå âÜóç �çí åíäïäéÜ�áîç �ùí êëåéäéþí.¸ó�ù T �ï ÄÁÓ ðïõ áðïèçêåýåé �ï óýíïëï X. ÄïèÝí�ïò �ïõ êëåéäéïýåíüò ó�ïé÷åßïõ x ∈ X, �ï ó�ïé÷åßï ìðïñåß íá åõñåèåß ó�ï T ÷ñçóéìïðïéþí�áò�ïí êëáóéêü áëãüñéèìï óå äõáäéêÜ äÝíäñá áíáæÞ�çóçò. �ñïöáíþò, ï ÷ñüíïòåýñåóçò éóïý�áé ìå �ï âÜèïò �ïõ êüìâïõ üðïõ âñßóêå�áé �ï x ó�ï äÝíäñï T .Ç åéóáãùãÞ åíüò íÝïõ ó�ïé÷åßïõ z ó�ï äÝíäñï T åðé�õã÷Üíå�áé óå äýï öÜóåéò.Áñ÷éêÜ, ìå âÜóç �çí �éìÞ �ïõ êëåéäéïý �ïõ z åéóÜãïõìå �ï z ó�ï êá�Üëëçëïöýëëï �ïõ T êáé óõíåðþò ç åíäïäéÜ�áîç �ïõ äÝíäñïõ äéá�çñåß�áé. Óå ìßá äåý�åñçöÜóç åëÝã÷å�áé áí ï ðá�Ýñáò �ïõ z Ý÷åé ìéêñü�åñç ðñï�åñáéü�ç�á áðü �ïí z,äéü�é �ü�å ðáñáâéÜæå�áé ç äéÜ�áîç óùñïý. Óå ìßá �Ý�ïéá ðåñßð�ùóç, ëïéðüí, ãéá�çí áðïêá�Üó�áóç �çò äéÜ�áîçò óùñïý ìå�áöÝñå�áé �ï z ðñïò �á åðÜíù ìå áðëÝòðåñéó�ñïöÝò.Ç äéáãñáöÞ �ïõ x ãßíå�áé ìå áí�ßó�ïé÷ï �ñüðï. ÄçëáäÞ, ðñþ�á âñßóêïõìå�ïí êüìâï ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï x êáé Ýðåé�á ìå áðëÝò ðåñéó�ñïöÝò �ïí ìå�áöÝñïõìåðñïò �á êÜ�ù ìÝ÷ñé íá ãßíåé öýëëï, þó�å íá �ïí äéáãñÜöïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá.Ç áðëÞ äåîéÜ ðåñéó�ñïöÞ åíüò êüìâïõ x ìå äåîéü ðáéäß �ïí z êáé áñéó�åñü�ïí w êáé ìå äåîéü õðïäÝíäñï �ïõ z �ï T rz êáé áñéó�åñü õðïäÝíäñï �ïõ w �ïTẁ, åßíáé ìßá ðñÜîç �ïðéêÞò ìå�áâïëÞò �çò äïìÞò, Ý�óé þó�å ï z èá Ý÷åé äåîéüðáéäß �ïí x êáé ï x áñéó�åñü ðáéäß �ï õðïäÝíäñï T rz . Ó�ï Ó÷Þìá 10.2 öáßíå�áéìßá áñéó�åñÞ ðåñéó�ñïöÞ. �ñïóï÷Þ, äéü�é ïé áðëÝò ðåñéó�ñïöÝò ãßíïí�áé Ý�óéþó�å íá éó÷ýåé ç äéÜ�áîç óùñïý ùò ðñïò �éò ðñï�åñáéü�ç�åò. Ó�ï Ó÷Þìá 10.3
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Ó÷Þìá 10.2: Ìßá áðëÞ áñéó�åñÞ ðåñéó�ñïöÞ.öáßíïí�áé åðáêñéâþò ïé ðñÜîåéò åéóáãùãÞò êáé äéáãñáöÞò. Óå êÜèå êüìâï �ïõó÷Þìá�ïò, �ï åðÜíù ìÝñïò åßíáé �ï êëåéäß (ëåîéêïãñáöéêÞ óåéñÜ) êáé �ï êÜ�ùìÝñïò åßíáé ç ðñï�åñáéü�ç�á.Ïé ðñï�åñáéü�ç�åò ó�á ÄÁÓ åéóÜãïõí �çí �õ÷áéü�ç�á ó�çí êá�áóêåõÞ �ïõäÝíäñïõ. �éï óõãêåêñéìÝíá, êÜèå öïñÜ ðïõ Ýíá ó�ïé÷åßï ìå êëåéäß x åéóÜãå�áéó�ï ÄÁÓ T , ðáñÜãå�áé Ýíáò �õ÷áßïò áñéèìüò y êáé ðñïóÜð�å�áé ó�ï ó�ïé÷åßïùò ðñï�åñáéü�ç�á.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá áíáëýóïõìå Ýíá óýíïëï áðü åíäéáöÝñïí�á ìåãÝèç ó�áÄÁÓ, �á ïðïßá èá ìáò åðé�ñÝøïõí íá âñïýìå �ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ùíâáóéêþí ðñÜîåùí. Áõ�Ü �á ìåãÝèç åßíáé �á åîÞò:D(x): �ï âÜèïò åíüò êüìâïõ x ó�ï äÝíäñï, êáéSL(x); SR(x): �ï ìÞêïò �çò äåîéÜò ñÜ÷çò �ïõ áñéó�åñïý õðïäÝíäñïõ �ïõ xêáé �ï ìÞêïò �çò áñéó�åñÞò ñÜ÷çò �ïõ äåîéïý õðïäÝíäñïõ �ïõ x. Çáñéó�åñÞ (äåîéÜ) ñÜ÷ç åíüò äÝíäñïõ åßíáé �ï ìïíïðÜ�é áðü �ç ñßæá ðñïò �ïáñéó�åñü�åñï (áí�éó�ïß÷ùò, äåîéü�åñï) öýëëï.¸ó�ù, ëïéðüí, Ýíá ÄÁÓ T ãéá �ï óýíïëï X ìå n ó�ïé÷åßá xi = (ki; pi) ãéá
1 ≤ i ≤ n, áñéèìçìÝíá ìå âÜóç �ï êëåéäß êá�Ü áýîïõóá �Üîç. Ïé ðñï�åñáéü�ç�åòpi åßíáé �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò. Áöïý ãéá êáèïñéóìÝíï óýíïëï êëåéäéþí ki ç ìïñöÞ�ïõ äÝíäñïõ T åîáñ�Ü�áé áðü �éò ðñï�åñáéü�ç�åò, �á ðñïçãïýìåíá ìåãÝèç èáåßíáé êáé áõ�Ü �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò êáé åðïìÝíùò èá ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìåìÝóåò �éìÝò. Ç áíÜëõóç åßíáé ðïëý áðëÞ äåäïìÝíïõ ü�é êÜèå Ýíá áðü �á ìåãÝèçáõ�Ü ìðïñåß íá áíáðáñáó�áèåß ìå �ç âïÞèåéá �ùí åîÞò äåéêíõïõóþí ìå�áâëç�þí:
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1Ó÷Þìá 10.3: ÄéáãñáöÞ (êáé áí�éó�ñüöùò, åéóáãùãÞ) åíüò ó�ïé÷åßïõ ìå êëåéäßC êáé ðñï�åñáéü�ç�á 8 óå Ýíá ÄÁÓ.
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• ç Ai;j åßíáé 1 áí �ï xi åßíáé ðñüãïíïò �ïõ xj ó�ï T , áëëéþò åßíáé 0.
• ç Ci;`;m åßíáé 1 áí �ï xi åßíáé êïéíüò ðñüãïíïò �ùí x` êáé xm, áëëéþòåßíáé 0.Åðßóçò, èåùñïýìå ü�é êÜèå êüìâïò åßíáé ðñüãïíïò �ïõ åáõ�ïý �ïõ.ËÞììá 10.1. ¸ó�ù ü�é 1 ≤ ` < m ≤ n. Ôü�å éó÷ýåé:1. D(x`) =

∑ni=1Ai;`2. SL(x`) =
∑`−1i=1 (Ai;`−1 − Ci;`−1;`)3. SR(x`) =
∑ni=`+1 (Ai;`+1 − Ci;`;`+1)Áðüäåéîç. Ç (1) åßíáé ðñïöáíÞò áöïý �ï âÜèïò åíüò êüìâïõ åßíáé ßóï ìå �ïíáñéèìü �ùí ðñïãüíùí �ïõ. �éá �éò (2) êáé (3) áñêåß íá áó÷ïëçèïýìå ìå ìßá áðü�éò äýï áöïý åßíáé óõììå�ñéêÝò (Ýó�ù �ç (2)).Áí ç x` Ý÷åé áñéó�åñü õðïäÝíäñï, �ü�å ï ÷áìçëü�åñïò êüìâïò (ùò ðñïò �ïâÜèïò) ó�çí äåîéÜ �ïõ õðïäÝíäñïõ ñÜ÷ç åßíáé �ï ó�ïé÷åßï x`−1. Åßíáé óáöÝò ü�éóå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ç ñÜ÷ç áðï�åëåß�áé áðü üëïõò �ïõò ðñïãüíïõò �ïõ x`−1åîáéñïõìÝíùí �ùí ðñïãüíùí �ïõ x`. ¼ìùò ïé ðñüãïíïé �ïõ x` åßíáé åðßóçòðñüãïíïé �ïõ x`−1. Åðßóçò äåí õðÜñ÷åé êÜðïéï xi, Ý�óé þó�å i ≥ `, �ï ïðïßïíá âñßóêå�áé åðÜíù óå áõ�Þ �ç ñÜ÷ç. Áí ç x` äåí Ý÷åé áñéó�åñü õðïäÝíäñï,�ü�å åß�å ` = 1, êáé óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ç (2) óùó�Ü äßíåé 0, Þ �ï x`−1 åßíáéðñüãïíïò �ïõ x` ïðü�å êÜèå ðñüãïíïò �ïõ x`−1 åßíáé êïéíüò ðñüãïíïò �ùí x`−1êáé x` êáé ç (2) äßíåé óùó�Ü 0.¸ó�ù ü�é ai;j=E[Ai;j ℄ (E õðïäçëþíåé ìÝóç �éìÞ) êáé 
i;`;m = E[Ci;`;m℄. Ôü�åáðü �ç ãñáììéêü�ç�á �çò ìÝóçò �éìÞò ðñïêýð�åé �ï åîÞò óõìðÝñáóìá.ËÞììá 10.2. ¸ó�ù ü�é 1 ≤ ` < m ≤ n. Ôü�å éó÷ýåé:1. E[D(x`)] =
∑ni=1 ai;`2. E[SL(x`)] =
∑`−1i=1 (ai;`−1 − 
i;`−1;`)3. E[SR(x`)] =
∑ni=`+1 (ai;`+1 − 
i;`;`+1)



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 239Ó�çí ïõóßá ç áíÜëõóç �çò ðïëõðëïêü�ç�áò Ý÷åé áíá÷èåß ó�çí åýñåóç �ùíìÝóùí �éìþí �ùí ai;j êáé 
i;`;m. Áöïý áó÷ïëïýìáó�å ìå äåéêíýïõóåò ìå�áâëç�ÝòÝ÷ïõìå �á åîÞò:ai;j = E[Ai;j] = Pr[Ai;j = 1] = Pr[xi åßíáé ðñüãïíïò �ïõ xj ]
i;`;j = E[Ci;`;j] = Pr[Ci;`;j = 1] = Pr[xi åßíáé êïéíüò ðñüãïíïò �ùí x` êáé xm]Ï êáèïñéóìüò áõ�þí �ùí ðéèáíï�Þ�ùí êáé êá�' åðÝê�áóç �ùí ìÝóùí �éìþí åßíáéäõíá�üò ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï åðüìåíï ëÞììá ðñïãüíùí.ËÞììá 10.3. ¸ó�ù ü�é T åßíáé Ýíá ÄÁÓ ó�ï X êáé Ýó�ù 1 ≤ i; j ≤ n. Áí ïéðñï�åñáéü�ç�åò åßíáé äéáêñé�Ýò ìå�áîý �ïõò, �ü�å �ï xi åßíáé ðñüãïíïò �ïõ xjó�ï T áí êáé ìüíï áí ãéá üëá �á xh, üðïõ h ìå�áîý �ùí i êáé j, �ï ó�ïé÷åßïxi Ý÷åé �ç ìåãáëý�åñç ðñï�åñáéü�ç�á.Áðüäåéîç. ¸ó�ù ü�é xm åßíáé �ï ó�ïé÷åßï ìå �ç ìåãáëý�åñç ðñï�åñáéü�ç�á ó�ïT êáé Ýó�ù ü�é X ′ = {xv |1 ≤ v < m} êáé X ′′ = {xu|m < u ≤ n}. Áðü �ïíïñéóìü �ïõ ÄÁÓ, �ï xm åßíáé ç ñßæá �ïõ T êáé �á áñéó�åñü êáé äåîéü õðïäÝíäñï�çò èá åßíáé ÄÁÓ ãéá �á X ′ êáé X ′′, áí�éó�ïß÷ùò.Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ãéá ïðïéïäÞðï�å æåýãïò êüìâùí ðïõ ðåñéÝ÷åé �ç ñßæá xm,ç ó÷Ýóç ùò ðñïò �ï ðïéüò åßíáé ðñüãïíïò åßíáé óùó�Þ. ÅðéðëÝïí, ç ðñïãïíéêÞó÷Ýóç ãéá ïðïéïäÞðï�å æåýãïò (xv; xu), xv ∈ X ′ êáé xu ∈ X ′′ åßíáé ðñïöáíÞòáöïý åßíáé óå äéáöïñå�éêÜ õðïäÝíäñá êáé äåí Ý÷ïõí êÜðïéá ó÷Ýóç ìå�áîý �ïõò.¼ìùò, ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ç ìÝãéó�ç ðñï�åñáéü�ç�á ìå�áîý �ùí v êáé u áíÞêåéó�ç ñßæá xm. Ôï ßäéï áðïäåéêíýå�áé åðáãùãéêÜ ãéá üëá �á æåýãç ðïõ âñßóêïí�áéåî ïëïêëÞñïõ åß�å ó�ï X ′ åß�å ó�ï X ′′.Ìßá Üìåóç óõíÝðåéá áõ�ïý �ïõ ëÞììá�ïò åßíáé Ýíá áíÜëïãï ëÞììá êïéíþíðñïãüíùí.ËÞììá 10.4. ¸ó�ù T Ýíá ÄÁÓ ãéá �ï X êáé Ýó�ù 1 ≤ `;m; i ≤ n üðïõ` < m. ¸ó�ù ü�é pv åßíáé ç ðñï�åñáéü�ç�á �ïõ ó�ïé÷åßïõ xv. Ôü�å, áí ïéðñï�åñáéü�ç�åò åßíáé äéáêñé�Ýò ìå�áîý �ïõò, �ü�å �ï xi åßíáé êïéíüò ðñüãïíïò�ùí x` êáé xm ó�ï T áí êáé ìüíï áí:
• pi = max{pv |i ≤ v ≤ m} áí 1 ≤ i ≤ `
• pi = max{pv |` ≤ v ≤ m} áí ` ≤ i ≤ m
• pi = max{pv |` ≤ v ≤ i} áí m ≤ i ≤ n



240 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé ÁëãüñéèìïéÔá äýï �åëåõ�áßá ëÞììá�á äéåõêïëýíïõí �ïí õðïëïãéóìü �ùí ðéèáíï�Þ�ùíai;j êáé 
i;`;m.ËÞììá 10.5. Óå Ýíá ÄÁÓ, �ï xi åßíáé ðñüãïíïò �ïõ xj ìå ðéèáíü�ç�á 1=(|i−j|+ 1), äçëáäÞ: ai;j =
1

(|i− j|+ 1Áðüäåéîç. Óýìöùíá ìå �ï ëÞììá �ùí ðñïãüíùí èá ðñÝðåé ç ðñï�åñáéü�ç�á �ïõxi íá åßíáé ç ìåãáëý�åñç áíÜìåóá óå üëá �á |i− j|+ 1 ó�ïé÷åßá ìå�áîý �ùí xiêáé xj . Áöïý áõ�Ýò ïé ðñï�åñáéü�ç�åò åßíáé áíåîÜñ�ç�åò êáé ßäéáò êá�áíïìÞòóõíå÷åßò �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò, áõ�ü óõìâáßíåé ìå ðéèáíü�ç�á 1=(|i− j|+ 1).Ìå áí�ßó�ïé÷ï �ñüðï áðïäåéêíýå�áé �ï åðüìåíï óõìðÝñáóìá.ËÞììá 10.6. ¸ó�ù ü�é 1 ≤ ` < m ≤ n. Ç ìÝóç �éìÞ ãéá êïéíü ðñüãïíï åßíáé:
i;`;m =







1=(m− i+ 1) áí 1 ≤ i ≤ `
1=(m − `+ 1) áí ` ≤ i ≤ m
1=(i− `+ 1) áí m ≤ i ≤ nÁðü �ç óõæÞ�çóç ðïõ ðñïçãÞèçêå ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå �éò ìÝóåò �éìÝò�ùí ìåãåèþí ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí. Ï õðïëïãéóìüò áõ�üò åìðåñéÝ÷åé áñìïíéêïýòáñéèìïýò (äåò ÊåöÜëáéï 2.1).ËÞììá 10.7. ¸ó�ù 1 ≤ ` < m ≤ n. Óå Ýíá ÄÁÓ éó÷ýïõí �á åîÞò:1. E[D(x`)] = H` +Hn+1−` − 1 < 1 + 2 ln n2. E[SL(x`)] = 1− 1`3. E[SR(x`)] = 1− 1n+1−`Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç ðñïêýð�åé ìå áðëÞ áí�éêá�Üó�áóç �ùí �éìþí áðü �áËÞììá�á 10.5 êáé 10.6 ó�ï ËÞììá 10.2.Ó�ç óõíÝ÷åéá ðñï÷ùñïýìå ó�ç áíÜëõóç �ùí âáóéêþí ðñÜîåùí óå ÄÁÓ. Ìßáåðé�õ÷Þò áíáæÞ�çóç ãéá �ï ó�ïé÷åßï x óå Ýíá ÄÁÓ T îåêéíÜ áðü �ç ñßæá �ïõ Têáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï êëåéäß �ïõ x áêïëïõèåß �ï ìïíïðÜ�é ìÝ÷ñé �ïí êüìâïðïõ ðåñéÝ÷åé �ï x. Ï áðáé�ïýìåíïò ÷ñüíïò åßíáé áíÜëïãïò �ïõ ìÞêïõò �ïõìïíïðá�éïý Þ áëëéþò �ïõ âÜèïõò �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ êüìâïõ ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 241x. ÅðïìÝíùò, ìå âÜóç �ï ËÞììá 10.7 ï ìÝóïò ÷ñüíïò ãéá ìßá ðñÜîç åðé�õ÷ïýòáíáæÞ�çóçò åßíáé O(log n).Óå ðåñßð�ùóç áíåðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçò ãéá Ýíá áíýðáñê�ï êëåéäß ìå�áîý �ùíêëåéäéþí �ùí ó�ïé÷åßùí x− êáé x+, ï ìÝóïò ÷ñüíïò åßíáé O(log n) áöïý áõ�Þ çäéáäéêáóßá èá ðñÝðåé íá ó�áìá�Þóåé åß�å ó�ï x− åß�å ó�ï x+ (èåùñïýìå ü�é �áx− êáé x+ åßíáé õðáñê�Ü).¸íá ó�ïé÷åßï åéóÜãå�áé ó�ï ÄÁÓ áöïý ðñþ�á �ï åéóÜãïõìå óå Ýíá íÝïêüìâï ðïõ ðñïóÜð�å�áé óå Ýíá öýëëï ðïõ âñÝèçêå êá�Ü �çí áíåðé�õ÷Þ áíáæÞ�çóç.¸ðåé�á �ï ó�ïé÷åßï áõ�ü áíåâáßíåé ó�ï ìïíïðÜ�é ðñïò �ç ñßæá ìå áðëÝò ðåñéó�ñïöÝòìÝ÷ñé íá ìçí ðáñáâéÜæå�áé ç äéÜ�áîç óùñïý. Ï áñéèìüò �ùí ðåñéó�ñïöþí åßíáé�ï ðïëý ßóïò ìå �ï ìÞêïò �ïõ ìïíïðá�éïý ðïõ äéáó÷ßóèçêå êá�Ü �çí áíåðé�õ÷ÞáíáæÞ�çóç. ÅðïìÝíùò, ï ÷ñüíïò ãéá �çí åéóáãùãÞ åßíáé ßóïò ìå �ï ÷ñüíï ìßáòáíåðé�õ÷ïýò áíáæÞ�çóçò, ï ïðïßïò ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç åßíáé O(log n).Ç ðñÜîç �çò äéáãñáöÞò áðáé�åß ó�çí ïõóßá �ïí ßäéï ÷ñüíï áöïý åßíáé çáêñéâþò áí�ßó�ñïöç äéáäéêáóßá �çò åéóáãùãÞò. Êá�áñ÷Þí åí�ïðßæå�áé �ï ðñïòäéáãñáöÞ ó�ïé÷åßï ìå âÜóç �ï êëåéäß �ïõ êáé Ýðåé�á åê�åëïýí�áé áðëÝò ðåñéó�ñïöÝòìÝ÷ñé áõ�ü �ï êëåéäß íá ãßíåé öýëëï, ïðü�å êáé �ï äéáãñÜöïõìå. Áí èá ãßíåé äåîéÜÞ áñéó�åñÞ ðåñéó�ñïöÞ áðïöáóßæå�áé ìå âÜóç �éò ðñï�åñáéü�ç�åò, áöïý ðÜí�á ïêüìâïò ìå �ç ìåãáëý�åñç ðñï�åñáéü�ç�á èá ðåñÜóåé ðñïò �á åðÜíù.ÊÜ�é ðïõ åßíáé åðßóçò ðïëý åíäéáöÝñïí åßíáé ï ìÝóïò áñéèìüò ðåñéó�ñïöþíáíÜ ðñÜîç åíçìÝñùóçò (åéóáãùãÞò Þ äéáãñáöÞò). �åíéêþò, ç ðåñéó�ñïöÞ åßíáéìßá áêñéâÞ ðñÜîç óå ó÷Ýóç ìå �çí ðñïóðÝëáóç åíüò êüìâïõ êáé èá åðéèõìïýóáìå�ï ðëÞèïò �ïõò íá åßíáé êá�Ü �ï äõíá�üí ìéêñü�åñïò. Áöïý ç äéáãñáöÞ åßíáéóõììå�ñéêÞ �çò åéóáãùãÞò, èá ìåëå�Þóïõìå ìüíï �çí ðåñßð�ùóç �çò äéáãñáöÞò.¸ó�ù x Ýíá ó�ïé÷åßï �ïõ ÄÁÓ T , �ï ïðïßï ðñüêåé�áé íá äéáãñáöåß. �áñü�é äåíìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå áðü �ç äïìÞ �ïõ T ðïéÝò ðåñéó�ñïöÝò èá åê�åëåóèïýí,ùó�üóï ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå ðüóåò èá åßíáé áõ�Ýò. �éï óõãêåêñéìÝíá,�ï ðëÞèïò �ïõò èá åßíáé ßóï ìå �ï Üèñïéóìá �ùí ìçêþí �çò äåîéÜò ñÜ÷çò �ïõáñéó�åñïý õðïäÝíäñïõ �ïõ x êáé �çò áñéó�åñÞò ñÜ÷çò �ïõ äåîéïý õðïäÝíäñïõ�ïõ x. Ç ïñèü�ç�á �ïõ åðé÷åéñÞìá�ïò öáßíå�áé áðü �ï ãåãïíüò ü�é ìßá áñéó�åñÞðåñéó�ñïöÞ �ïõ x Ý÷åé �ï áðï�Ýëåóìá �çò ìåßùóçò êá�Ü 1 �ïõ ìÞêïõò �çòáñéó�åñÞò ñÜ÷çò �ïõ äåîéïý õðïäÝíäñïõ, åíþ ìßá äåîéÜ ðåñéó�ñïöÞ �ïõ x ìåéþíåé�ï ìÞêïò êá�Ü 1 �çò äåîéÜò ñÜ÷çò �ïõ áñéó�åñïý õðïäÝíäñïõ. ÅðïìÝíùò, áðü �ïËÞììá 10.7 ðñïêýð�åé ü�é ï ìÝóïò áñéèìüò ðåñéó�ñïöþí åßíáé ìéêñü�åñïò áðü
2.



242 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé Áëãüñéèìïé10.7 Ößë�ñá Bloom¸íá ößë�ñï Bloom åßíáé ìßá äïìÞ äåäïìÝíùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá íá áðáí�Þóåéðñïóåããéó�éêÜ åñù�Þìá�á óõììå�ï÷Þò åíüò áñéèìïý óå Ýíá óýíïëï áñéèìþí S.¸íá ößë�ñï Bloom áðï�åëåß�áé áðü Ýíáí ðßíáêáA ìåm bits, ðïõ äåéê�ïäï�ïýí�áéáðü Á[0] ìÝ÷ñé Á[m − 1], üðïõ áñ÷éêÜ Á[i] = 0; 0 ≤ i ≤ m − 1. Ôï ößë�ñï÷ñçóéìïðïéåß k äéáöïñå�éêÝò óõíáñ�Þóåéò êá�áêåñìá�éóìïý ó�ï äéÜó�çìá [0; : : : ;m−
1], �ï ïðïßï áí�éó�ïé÷åß ó�éòm èÝóåéò �ïõ ðßíáêá. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ïé óõíáñ�Þóåéòêá�áêåñìá�éóìïý åðéëÝãïõí êÜèå êåëß ìå ßäéá ðéèáíü�ç�á.Ç ðñüóèåóç åíüò ó�ïé÷åßïõ y ó�ï óýíïëï S åðé�õã÷Üíå�áé åîÜãïí�áò kèÝóåéò ó�ïí ðßíáêá áðü �éò k äéáöïñå�éêÝò óõíáñ�Þóåéò êá�áêåñìá�éóìïý ïéïðïßåò åöáñìüæïí�áé ó�ï óõãêåêñéìÝíï ó�ïé÷åßï y. ¸ðåé�á èÝ�ïõìå óå 1 �áêåëéÜ ðïõ äåéê�ïäï�ïýí�áé áðü áõ�ïýò �ïõò k áñéèìïýò. Ç åñþ�çóç áí Ýíáó�ïé÷åßï x óõììå�Ý÷åé ó�ï óýíïëï S ðïõ Þäç Ý÷åé áðïèçêåõ�åß óå Ýíá Bloomößë�ñï ãßíå�áé åöáñìüæïí�áò �éò k óõíáñ�Þóåéò êá�áêåñìá�éóìïý ó�ï x. ¸ðåé�áåëÝã÷ïõìå �éò k èÝóåéò �ïõ ðßíáêá Á êáé áí üëåò åßíáé 1 �ü�å áðáí�Üìå ü�é �ï xáíÞêåé ó�ï S áëëéþò áí Ýó�ù êáé Ýíá êåëß Ý÷åé 0 �ü�å �ï ó�ïé÷åßï x äåí áíÞêåéó�ï S.Óå ðåñßð�ùóç ðïõ ç áðÜí�çóç óõììå�ï÷Þò �ïõ x ó�ï óýíïëï S åßíáé áñíç�éêÞ�ü�å �ï x óßãïõñá äåí õðÜñ÷åé ó�ï S ðïõ áðïèçêåýå�áé ó�ï ößë�ñï Bloom. Áõ�üãéá�ß áí åß÷å åéóá÷èåß ó�ï ößë�ñï Bloom �ü�å üëåò ïé áí�ßó�ïé÷åò èÝóåéò �ïõðßíáêá èá Þ�áí 1. Áí ç áðÜí�çóç óõììå�ï÷Þò åßíáé èå�éêÞ �ü�å õðÜñ÷åé çðåñßð�ùóç �ï ó�ïé÷åßï x íá ìçí áíÞêåé ó�ï S áëëÜ üëåò ïé èÝóåéò íá Ý÷ïõíãßíåé 1 åîáé�ßáò �çò åéóáãùãÞò Üëëùí ó�ïé÷åßùí ó�ï S. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóçÝ÷ïõìå øåõäÞ èå�éêÞ áðüêñéóç ó�çí åñþ�çóç ãéá óõììå�ï÷Þ �ïõ ó�ïé÷åßïõ x.Áí êáé õðÜñ÷åé ç ðéèáíü�ç�á øåõäïýò èå�éêÞò áðüêñéóçò, �á ößë�ñá BloomÝ÷ïõí Ýíá åîáéñå�éêü ðëåïíÝê�çìá ùò ðñïò �ç ÷ñçóéìïðïßçóç ÷þñïõ óå ó÷Ýóçìå Üëëåò äïìÝò äåäïìÝíùí (üðùò äÝí�ñá, ëßó�åò êïê). ¼ëåò áõ�Ýò ïé äïìÝòáðáé�ïýí �çí áðïèÞêåõóç ïëüêëçñïõ �ïõ ó�ïé÷åßïõ ðïõ äåéê�ïäï�åß�áé, �ï ïðïßïìðïñåß íá åßíáé áðü ìåñéêÜ bits (áêÝñáéïò) ìÝ÷ñé áñêå�Ýò åêá�ïí�Üäåò øçöéáêþíëÝîåùí (áëöáñéèìç�éêÜ). Ôá ößë�ñá Bloom áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ ìå ðéèáíü�ç�áøåõäïýò èå�éêÞò áðüêñéóçò 1% êáé âÝë�éó�ç �éìÞ �ïõ k, áðáé�ïýí ðåñßðïõ 9:6bits áíÜ ó�ïé÷åßï áíåîáñ�Þ�ùò ìåãÝèïõò �ïõ ó�ïé÷åßïõ. �åíéêÜ �çí ðéèáíü�ç�áøåõäïýò èå�éêÞò áðüêñéóçò ìðïñïýìå íá �çí õðïäåêáðëáóéÜæïõìå áðëÜ áõîÜíïí�áò�ï ÷þñï áíÜ ó�ïé÷åßï êá�Ü 4:8 bits. ÅðéðëÝïí, �ï êüó�ïò ãéá Ýíèåóç åíüòó�ïé÷åßïõ åßíáé óõíÜñ�çóç ìüíï �ïõ k êáé ü÷é �ïõ ìåãÝèïõò �ïõ ó�ïé÷åßïõ Þ �ïõìåãÝèïõò �ïõ óõíüëïõ. ¼ìùò Ýíá óçìáí�éêü ðñüâëçìá ðïõ Ý÷ïõí �á ößë�ñáBloom åßíáé ü�é åßíáé äýóêïëï íá õðïó�çñé÷èåß ç äéáãñáöÞ åíüò ó�ïé÷åßïõ.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 243Èåþñçìá 10.1. Ç ðéèáíü�ç�á øåõäïýò èå�éêÞò áðüêñéóçò åßíáé 0:6185m=n.Áðüäåéîç. ¸ó�ù ü�é ç óõíÜñ�çóç êá�áêåñìá�éóìïý åðéëÝãåé êÜèå èÝóç �ïõðßíáêá ìå ßäéá ðéèáíü�ç�á. Áí m åßíáé ï áñéèìüò �ùí bits ó�ïí ðßíáêá A, çðéèáíü�ç�á ü�é êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï bit äåí èá ãßíåé ßóï ìå 1 êá�Ü �çí åéóáãùãÞåíüò ó�ïé÷åßïõ åßíáé:
1− 1mÇ ðéèáíü�ç�á ü�é äåí èá �åèåß áðü êáìßá áðü �éò k óõíáñ�Þóåéò êá�áêåñìá�éóìïýèá åßíáé:

(

1− 1m)kÁí åíèÝóïõìå n ó�ïé÷åßá �ü�å ç ðéèáíü�ç�á íá åßíáé 0 åßíáé:
(

1− 1m)kn
≈ e−kn=mêáé Üñá ç ðéèáíü�ç�á áõ�ü íá åßíáé 1 åßíáé:

1−
(

1− 1m)kn
≈ 1− e−kn=m¸ó�ù ü�é åëÝã÷ïõìå �çí óõììå�ï÷Þ ó�ï S åíüò ó�ïé÷åßïõ x ðïõ äåí áíÞêåé óåáõ�ü. Ôü�å ç ðéèáíü�ç�á íá Ý÷ïõìå øåõäÞò èå�éêÞ áðüêñéóçò åßíáé:

(

1− e−kn=m)k¸ó�ù ü�é f =
(

1− e−kn=m)k. Ç ðéèáíü�ç�á øåõäïýò èå�éêÞò áðüêñéóçò ìåéþíå�áéü�áí áõîÜíå�áé �ï m êáé áõîÜíå�áé êáèþò �ï n áõîÜíåé. �éá äïóìÝíá mêáé n, ç �éìÞ �ïõ k ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß áõ�Þ �çí ðéèáíü�ç�á ðñïêýð�åé áðü�çí åëá÷éó�ïðïßçóç �çò óõíÜñ�çóçò g = k ln (1− ekn=m), åíþ éó÷ýåé ü�é f =eg. ¢ñá ç êáëý�åñç �éìÞ ãéá �ï k ðñïêýð�åé áðü �çí åëá÷éó�ïðïßçóç �çòg ùò ðñïò k. �áßñíïí�áò 1ç ðáñÜãùãï �çò g ùò ðñïò k âñßóêïõìå ü�é çóõíÜñ�çóç åëá÷éó�ïðïéåß�áé ãéá k = ln 2mn . Áí�éêáèéó�þí�áò �ï k âñßóêïõìå�çí ðéèáíü�ç�á øåõäïýò áðüêñéóçò:
(

1− e− ln 2m=n·n=m)ln 2m=n
=

(

1

2

)ln 2m=n
≈ 0:6185m=n



244 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé Áëãüñéèìïé10.8 Ëßó�åò �áñÜëåéøçòÇ ìÝèïäïò �ùí ëéó�þí ðáñÜëåéøçò (skip lists) ðñï�Üèçêå áðü �ïí Pugh �ï1990. Ç äïìÞ áõ�Þ åßíáé ðïëý áðï�åëåóìá�éêÞ óå üëåò �éò ó÷å�éêÝò ëåé�ïõñãßåò,äçëáäÞ áíáæÞ�çóç, åéóáãùãÞ êáé äéáãñáöÞ. �éá �çí åðåîÞãçóç �çò äïìÞò ðñÝðåéíá ãßíåé ìßá ìéêñÞ åéóáãùãÞ ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá.Áò èåùñçèåß êá�'áñ÷Þí ìßá êëáóéêÞ áðëÞ ëßó�á ðïõ ðåñéÝ÷åé �áîéíïìçìÝíáêëåéäéÜ, üðùò öáßíå�áé ó�çí ðñþ�ç äïìÞ �ïõ åðüìåíïõ ó÷Þìá�ïò. Åßíáé ãíùó�üü�é ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ãéá ìßá åðé�õ÷Þ áíáæÞ�çóç èá äéáó÷éóèåß ç ëßó�áìÝ÷ñé �Ýëïõò. Ó�ç äåý�åñç äïìÞ �ïõ ó÷Þìá�ïò êÜèå äåý�åñïò êüìâïò �çò ëßó�áòðåñéÝ÷åé äýï äåßê�åò áí�ß Ýíá: ï ðñþ�ïò äåßê�çò äåß÷íåé ó�ïí åðüìåíï êüìâï,åíþ ï äåý�åñïò äåß÷íåé ó�ï ìåèåðüìåíï êüìâï �çò ëßó�áò. Öáßíå�áé äéáéóèç�éêÜü�é ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ãéá ìßá åðé�õ÷Þ áíáæÞ�çóç èá ðñïóðåëáóèïýí
⌈n=2⌉+1 êüìâïé, üðïõ n åßíáé �ï ìÞêïò �çò ëßó�áò. Êá�Ü ðáñüìïéï �ñüðï ó�çí�ñß�ç äïìÞ �ïõ ó÷Þìá�ïò, üðïõ êÜèå �Ý�áñ�ïò êüìâïò ðåñéÝ÷åé �Ýóóåñéò äåßê�åò,ìßá åðé�õ÷Þò áíáæÞ�çóç èá áðáé�Þóåé ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç �çí ðñïóðÝëáóç
⌈n=4⌉ + 2 êüìâùí �çò ëßó�áò.

nil4 5 10 12 19 52 56 71 90 99- - - - - -
-
-
-

- -
- -

-
- - -

-
-
-

-

4 5 10- -
- 19 52- - -

- 56 - 90 99- --
nil-

- -
-
-

-
-

-
-
--12 714 5 10- -

- 19-
-

- -

-
-

- 12 52- - 56 - 90 99--
- -

-71
-
- nil4 5 10- -

- 19-
-

- -
- 12 52- - 56 - 90 --

- -71 99 -
- nil4 5 10- - 19-- - 12 52- - 56 - 90 --71 99 - nil

Ó÷Þìá 10.4: ÓõíäåäåìÝíåò ëßó�åò ìå åðéðëÝïí äåßê�åò.Ó�çí �Ý�áñ�ç äïìÞ �ïõ ó÷Þìá�ïò õðÜñ÷ïõí êüìâïé ìå Ýíá äåßê�ç óå ðïóïó�ü50%, êüìâïé ìå äýï äåßê�åò óå ðïóïó�ü 25%, êüìâïé ìå �ñåéò äåßê�åò óåðïóïó�ü 12,5% êáé �Ýëïò êüìâïé ìå �Ýóóåñéò äåßê�åò óå ðïóïó�ü 12,5%. ËÝãå�áéü�é ï êüìâïò ìå i äåßê�åò âñßóêå�áé ó�ï i-ïó�ü åðßðåäï (level). Áêïëïõèþí�áò



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 245�ï óêåð�éêü áõ�ü åßíáé ðëÝïí åõíüç�ï �é êá�áíïìÞ êüìâùí õðÜñ÷åé óå ìßá ëßó�áìå êüìâïõò ìÝ÷ñé i åðßðåäá.Óå ìßá ëßó�á ðáñÜëåéøçò ìå êüìâïõò óå i åðßðåäá ç êá�áíïìÞ �ùí êüìâùíáêïëïõèåß �ç ìÝèïäï áõ�Þ, áëëÜ ç áëëçëïõ÷ßá �ïõò åßíáé �õ÷áßá. Äåßãìá äïìÞòëéó�þí ðáñÜëåéøçò åßíáé ç �åëåõ�áßá ðåñßð�ùóç �ïõ ðñïçãïýìåíïõ ó÷Þìá�ïò.Ó�ç äïìÞ áõ�Þ Ýíáò ðßíáêáò äåéê�þí ðáßæåé �ï ñüëï �ïõ äåßê�ç header �ùíêëáóéêþí óõíäåäåìÝíùí ëéó�þí. ¼ëïé ïé äåßê�åò áñ÷éêïðïéïýí�áé ìå �éìÞ nil.Ç áíáæÞ�çóç åíüò êëåéäéïý óå ìßá �Ý�ïéá äïìÞ ãßíå�áé áñ÷éêÜ áêïëïõèþí�áò �çíáëõóßäá �ùí äåéê�þí �ïõ ìåãáëõ�Ýñïõ åðéðÝäïõ, ìÝ÷ñé íá ðñïóðåëáóèåß êüìâïòìå êëåéäß ßóï Þ ìåãáëý�åñï áðü �ï áíáæç�ïýìåíï. Ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç çäéáäéêáóßá �åñìá�ßæå�áé, åíþ ó�ç äåý�åñç ç äéáäéêáóßá óõíå÷ßæå�áé áêïëïõèþí�áò�çí áëõóßäá �ùí äåéê�þí �ïõ ÷áìçëü�åñïõ åðéðÝäïõ. ¸�óé ç äéáäéêáóßá óõíå÷ßæå�áéäéáäï÷éêÜ èåùñþí�áò �éò áëõóßäåò �ùí ìéêñü�åñùí åðéðÝäùí. �éá ðáñÜäåéãìá,êá�Ü �çí áíáæÞ�çóç �ïõ êëåéäéïý 71 ó�çí �åëéêÞ äïìÞ �ïõ ó÷Þìá�ïò ðñïóðåëÜæïí�áéïé êüìâïé ìå êëåéäéÜ 5, 90, 12, 52, 56 êáé �åëéêÜ 71.Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá sear
h ðåñéãñÜöåé �çí áíáæÞ�çóç óå ìßá ëßó�á ðáñÜëåéøçò�ïõ êëåéäéïý sear
hkey. Ìå �ç ìå�áâëç�Þ level óõìâïëßæå�áé �ï ìÝãéó�ïåðßðåäï �çò ëßó�áò ðáñÜëåéøçò, åíþ ìå forward óõìâïëßæïí�áé ïé äåßê�åò �ùíäéáäï÷éêþí åðéðÝäùí.pro
edure sear
h(sear
hkey)1. x <-- header2. for i <-- level downto 1 do3. while x.forward[i℄.key < sear
hkey4. do x <-- x.forward[i℄5. x <-- x.forward[1℄6. if x.key=sear
hkey then print(su

essful)7. else print(unsu

essful)Ç äéáäéêáóßá åéóáãùãÞò åíüò êëåéäéïý áñ÷ßæåé óáí �ç äéáäéêáóßá �çò áíáæÞ�çóçò,þó�å íá åí�ïðéóèåß �ï óçìåßï, üðïõ èá ðñÝðåé íá äçìéïõñãçèåß ï íÝïò êüìâïò. Ïáñéèìüò �ùí äåéê�þí �ïõ íÝïõ êüìâïõ ðñïóäéïñßæå�áé ìå Ýíá øåõäï�õ÷áßï áñéèìüðïõ õðáêïýåé �çí êá�áíïìÞ �ùí êüìâùí áíÜ åðßðåäï. �éá �çí ïëïêëÞñùóç�çò äéáäéêáóßáò áðáé�åß�áé ç óýíäåóç �ïõ íÝïõ êüìâïõ ìå �ïõò õðüëïéðïõò �çòäïìÞò. Áõ�ü åðé�õã÷Üíå�áé ìå �ç ÷ñÞóç åíüò âïçèç�éêïý ðßíáêá ðïõ ðåñéÝ÷åé�ïõò äåîéü�åñïõò äåßê�åò üëùí �ùí åðéðÝäùí ðïõ âñßóêïí�áé áñéó�åñÜ áðü �ïóçìåßï üðïõ èá ãßíåé ç åéóáãùãÞ. ÁíÜëïãç äéá÷åßñéóç áðáé�åß�áé êáé êá�Ü �çäéáãñáöÞ åíüò êüìâïõ, þó�å íá ãßíåé ç óýíäåóç �ùí êüìâùí �çò ëßó�áò. Êá�Ü�çí õëïðïßçóç áðáé�åß�áé êÜðïéá ðñïóï÷Þ ó�ç äéá÷åßñéóç �ùí äåéê�þí åðåéäÞ ç



246 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé ÁëãüñéèìïéåéóáãùãÞ Þ ç äéáãñáöÞ ìðïñåß íá áöïñÜ óå êüìâï ïðïéïõäÞðï�å åðéðÝäïõ. Çåðüìåíç äéáäéêáóßá insert áðï�õðþíåé áõ�Þí �çí ðåñéãñáöÞ. Ï ðßíáêáò update÷ñåéÜæå�áé ãéá �ç óýíäåóç �ùí êüìâùí �çò äïìÞò. �éï óõãêåêñéìÝíá ó�çèÝóç update[i℄ �ïðïèå�åß�áé ï êá�Üëëçëïò äåßê�çò ðñïò �ï äåîéü�åñï êüìâïåðéðÝäïõ i Þ õøçëü�åñïõ, ï ïðïßïò êüìâïò âñßóêå�áé ó�á áñéó�åñÜ �ïõ óçìåßïõüðïõ èá åéóá÷èåß ï íÝïò êüìâïò ìÝóù �çò makenode. Ïé ìå�áâëç�Ýò value êáénewvalue áíáöÝñïí�áé óå Ýíá âïçèç�éêü ðåäßï.pro
edure insert(sear
hkey,newvalue)1. x <-- header2. for <-- level downto 1 do3. while x.forward[i℄.key < sear
hkey4. do x <-- x.forward[i℄5. update[i℄ <-- x6. x <-- x.forward[1℄7. if x.key=sear
hkey then x.value <-- newvalue8. else9. newlevel <-- randomlevel10. if newlevel>level then11. for i <-- level+1 to newlevel do12. update[i℄ <-- header13. level <-- newlevel14. x <-- makenode(newlevel,sear
hkey,value)15. for i <-- 1 to newlevel do16. x.forward[i℄ <-- update[i℄.forward[i℄17 update[i℄.forward[i℄ <-- xÓ�çí ðñþ�ç äïìÞ �ïõ åðüìåíïõ ó÷Þìá�ïò ðáñïõóéÜæå�áé ç äéáäéêáóßá áíáæÞ�çóçò�çò èÝóçò üðïõ èá ðñÝðåé íá åéóá÷èåß �ï êëåéäß 52, åíþ ó�ï êÜ�ù ìÝñïò �ïõó÷Þìá�ïò äßíå�áé ç �åëéêÞ êá�Üó�áóç �çò äïìÞò.Ó�ç äéáäéêáóßá insert óçìáí�éêü ñüëï ðáßæåé ç äéáäéêáóßá randomlevel,ðïõ ìå ìéá ëïãéêÞ Las Vegas ðñïóäéïñßæåé ìå �õ÷áßï �ñüðï �ï åðßðåäï �ïõ ðñïòåéóáãùãÞ êüìâïõ. Ç äéáäéêáóßá randomlevel ðïõ äßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá, åßíáéãåíéêÞ êáèþò ìå p óõìâïëßæå�áé �ï ðïóïó�ü �ùí êüìâùí ìå äåßê�åò ó�ï i-ïó�üåðßðåäï, ïé ïðïßïé Ý÷ïõí äåßê�åò êáé ó�ï (i+ 1)-ïó�ü åðßðåäï.pro
edure randomlevel1. newlevel <-- 12. while random()<p do newlevel <-- newlevel+13. return min(newlevel,maxlevel)
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Ó÷Þìá 10.5: ÅéóáãùãÞ óå ëßó�á ðáñÜëåéøçò.�éá p = 1=2, ç äéáäéêáóßá ìïéÜæåé ìå �ç óõíå÷Þ ñßøç êåñìÜ�ùí ìÝ÷ñé íáÝñèïõí `ãñÜììá�á'. Ç ðéèáíü�ç�á Ýíá äåäïìÝíï ó�ïé÷åßï íá áðïèçêåõèåß óåêüìâï �ïõ i-ïó�ïý åðéðÝäïõ åßíáé ßóç ìå �çí ðéèáíü�ç�á ñß÷íïí�áò �ï êÝñìáíá âãÜëïõìå i − 1 öïñÝò `êïñþíá' êáé êá�üðéí `ãñÜììá�á'. Áõ�ü ìðïñåß íáóõìâåß ìå ðéèáíü�ç�á 1=2i. Ç ðéèáíü�ç�á Ýíá ó�ïé÷åßï íá îåðåñÜóåé �á 
 log nåðßðåäá åßíáé 1=2
 logn = 1=n
. ¢ñá ç ðéèáíü�ç�á ïðïéïäÞðï�å ó�ïé÷åßï íáâñßóêå�áé óå ðáñáðÜíù áðü 
 log n åðßðåäá äåí èá åßíáé ìåãáëý�åñç áðü 1=n
−1.�éá ðáñÜäåéãìá, �ï ýøïò h åßíáé ìåãáëý�åñï áðü 3 log n ìå ðéèáíü�ç�á:
1n2�åíéêþò, äïèåßóçò ó�áèåñÜò 
 > 1, �ï ýøïò h åßíáé ìåãáëý�åñï áðü 
 log nìå ðéèáíü�ç�á �ï ðïëý 1=n
−1. Óõíåðþò ìå ðïëý ìåãÜëç ðéèáíü�ç�á �ï ýøïòåßíáé Ï(log n). Ùó�üóï, èåùñç�éêÜ ç �éìÞ �ïõ ýøïõò ìðïñåß íá ãßíåé ïóïäÞðï�åìåãÜëç. �éá �ï ëüãï áõ�ü áðïöáóßæå�áé áðü �çí áñ÷Þ ç ìÝãéó�ç �éìÞ �ïõåðé�ñåð�ïý ðëÞèïõò åðéðÝäùí maxlevel íá éóïý�áé ìå log1=p n = 1

log 1=p log n,êáé Üñá 
 = 1
log 1=p , p > 2.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá áó÷ïëçèïýìå ìå �çí áíÜëõóç �çò ðïëõðëïêü�ç�áò �çòäéáäéêáóßáò �çò áíáæÞ�çóçò. Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò äéáäéêáóßáò �çò åéóáãùãÞòêáé �çò äéáãñáöÞò åßíáé ðáñüìïéá, êáèþò �ï åðéðëÝïí êüó�ïò åßíáé óõíÜñ�çóç�ïõ ìÝãéó�ïõ áñéèìïý �ùí åðéðÝäùí êáé ü÷é �ïõ ðëÞèïõò �ùí ó�ïé÷åßùí �çòäïìÞò. �éá �ïõò óêïðïýò �çò áíÜëõóçò áõ�Þò èá ìåëå�Þóïõìå �á âÞìá�á �çòáíáæÞ�çóçò êá�Ü �çí áí�ßó�ñïöç öïñÜ. �éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é ó�ï Ó÷Þìá10.5 áíáæç�ïýìå �ï êëåéäß 56. Ï �ßíáêáò 10.2 äåß÷íåé �éò åê�åëïýìåíåò åíÝñãåéåòêá�Ü �çí áí�ßó�ñïöç öïñÜ.



248 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé ÁëãüñéèìïéÊüìâïò Åðßðåäï Êßíçóç56 0 ðßóù52 0 åðÜíù52 1 ðßóù12 1 ðßóù5 1 åðÜíù5 2 åðÜíùheader 3 ðßóù�ßíáêáò 10.2: Åê�åëïýìåíåò åíÝñãåéåò óå ëßó�á ðáñÜëåéøçò.�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò áíáæÞ�çóçò óå ëßó�á ðáñÜëåéøçò åßíáé ëïãáñéèìéêÞ.ÁðüäåéîçÇ ðïëõðëïêü�ç�á �çò áíáæÞ�çóçò åîáñ�Ü�áé áðü �ïí áñéèìü �ùí âçìÜ�ùí ðñïò�á åðÜíù êáé ðñïò �á ðßóù. Åê êá�áóêåõÞò ç ðéèáíü�ç�á áðü êÜðïéï óçìåßïíá êéíçèïýìå ðñïò �á ðßóù åßíáé 1− p, åíþ ç ðéèáíü�ç�á íá êéíçèïýìå ðñïò �áåðÜíù åßíáé p. ¸ó�ù ü�é ìå C(k) óõìâïëßæïõìå �ç ìÝóç �éìÞ �ïõ ìÞêïõò �ïõìïíïðá�éïý áíáæÞ�çóçò ðïõ áíåâáßíåé k åðßðåäá óå ìßá äïìÞ ìå Üðåéñá åðßðåäá.Ùò áñ÷éêÞ óõíèÞêç éó÷ýåé C(0) = 0 êáé ãåíéêþò:C(k) = (1− p) (1 +C(k)) + p (1 + C(k − 1))

= 1=p + C(k − 1) = k=pÌå áðëÜ ëüãéá, Ýíá ìïíïðÜ�é ðïõ áíåâáßíåé k åðßðåäá Ý÷åé ìÞêïò 2k ãéá p = 1=2.Ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò åðéðÝäùí åßíáé log n. ÅðïìÝíùò ç äïìÞ Ý÷åé ëïãáñéèìéêÞðïëõðëïêü�ç�á Ï(log n). 2�ñü�áóç.Ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò ëßó�áò ðáñÜëåõøçò åßíáé ãñáììéêÞ.ÁðüäåéîçÙò ðñïò �ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ðáñá�çñïýìå �á åîÞò õðïèÝ�ïí�áò ü�é p =
1=2. Ìå �ï ðñïçãïýìåíï óêåð�éêü ãíùñßæïõìå ü�é ç ðéèáíü�ç�á Ýíá ó�ïé÷åßï íáâñßóêå�áé ó�ï i-ïó�ü åðßðåäï åßíáé ßóç ìå �çí ðéèáíü�ç�á ñß÷íïí�áò �ï êÝñìá íáâãÜëïõìå i− 1 öïñÝò `êïñþíá' êáé êá�üðéí `ãñÜììá�á'. Áõ�ü ìðïñåß íá óõìâåßìå ðéèáíü�ç�á 1=2i. ÅðïìÝíùò ç ìÝóç �éìÞ �ùí ó�ïé÷åßùí ó�ï i-ïó�ü åðßðåäï



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 249åßíáé n=2i. ¢ñá ç ðñïóäïêç�Þ �éìÞ �ïõ ðëÞèïõò �ùí äåéê�þí åßíáé:h
∑i=0

n
2i = n h

∑i=1

1

2i = n 1− (1
2 )h+1

1− 1
2

= n (2− (1=2)h)üðïõ h = log1=p n åßíáé ï áñéèìüò �ùí åðéðÝäùí �çò äïìÞò. Óõíåðþò áóõìð�ù�éêÜðñïêýð�åé ü�é ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé È(n). 210.9 �ñÞãïñç ÔáîéíüìçóçÌåëå�Þóáìå �ç ãñÞãïñç �áîéíüìçóç ó�ï ÊåöÜëáéï 9.3. Ç åðßäïóç �çò ãñÞãïñçò�áîéíüìçóçò åîáñ�Ü�áé áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ Üîïíá (pivot). Ó�ç êëáóéêÞ Ýêäïóç�ïõ áëãïñßèìïõ ùò Üîïíáò åðéëÝãå�áé �ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá. Áí ç �éìÞ�ïõ Üîïíá åßíáé �ï ìåóáßï ó�ïé÷åßï �ïõ �åëéêþò �áîéíïìçìÝíïõ ðßíáêá, �ü�å ïáñ÷éêüò ðßíáêáò ÷ùñßæå�áé óå äýï ßóïõò õðïðßíáêåò. Óå áí�ßèåóç ìå áõ�Þ �çíêáëý�åñç ðåñßð�ùóç, ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ç �éìÞ �ïõ Üîïíá ìðïñåß íá åßíáéç ìéêñü�åñç Þ ç ìåãáëý�åñç �éìÞ �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ ðßíáêá, ïðü�å ï ðßíáêáò èáõðïäéáéñåèåß óå äýï õðïðßíáêåò ìåãÝèïõò 0 êáé n− 1.Ó�ç âéâëéïãñáößá Ý÷ïõí ðñï�áèåß áñêå�Ýò ðáñáëëáãÝò �çò ãñÞãïñçò �áîéíüìçóçòìå óêïðü �çí åðéëïãÞ åíüò Üîïíá ìå �éìÞ ðïõ íá ïäçãåß óå êáëý�åñï äéáìåñéóìü.Ìßá ðáñáëëáãÞ åßíáé ç ëåãüìåíç `ìåóáßïò �ùí �ñéþí'(median-of-three), üðïõáðü �ï ðñþ�ï, �ï �åëåõ�áßï êáé �ï ìåóáßï ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá åðéëÝãå�áé ùòÜîïíáò �ï ó�ïé÷åßï ìå �ç ìåóáßá �éìÞ ìå�áîý �ùí �ñéþí. Ìßá Üëëç ðáñáëëáãÞåßíáé ç �áîéíüìçóç ìå �ç ìÝóç �éìÞ (meansort), üðïõ ùò Üîïíáò åðéëÝãå�áéç ìÝóç �éìÞ �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ ðßíáêá. ¸÷åé áðïäåé÷èåß ü�é ó�ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç ïé �å÷íéêÝò áõ�Ýò äåí áðïöåýãïõí �çí �å�ñáãùíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�áÈ(n2).Óêïðüò ìáò, ëïéðüí, åßíáé Ýíáò `äßêáéïò' (äçëáäÞ, áðï�åëåóìá�éêüò) äéáìåñéóìüò.�éá �ï óêïðü áõ�ü ðñï�åßíå�áé ç åðéëïãÞ åíüò �õ÷áßïõ ó�ïé÷åßïõ �ïõ ðßíáêá ùòÜîïíá. Ç åðüìåíç äéáäéêáóßá óêéáãñáöåß �çí �å÷íéêÞ áõ�Þ �ýðïõ Las Vegas.pro
edure qui
ksortrand(left,right);1. if left<right then2. i <-- left; j <-- right+1;3. k <-- random(left,right);4. swap(A[k℄,A[left℄); pivot <-- A[left℄;5. repeat6. repeat i <-- i+1 until A[i℄>=pivot;7. repeat j <-- j-1 until A[j℄<=pivot;



250 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé Áëãüñéèìïé8. if i<j then swap(A[i℄,A[j℄);9. until j<=i;10. swap(A[left℄,A[j℄);11. qui
ksort(left,j-1);12. qui
ksort(j+1,right)Ó�ç óõíÝ÷åéá èá ðñï÷ùñÞóïõìå ó�çí ðáñïõóßáóç äýï áíåîÜñ�ç�ùí áëëÜéóïäýíáìùí áðïäåßîåùí ó÷å�éêÜ ìå �çí ðïëõðëïêü�ç�á �çò �õ÷áßáò ãñÞãïñçò�áîéíüìçóçò. Ç ðñþ�ç Ý÷åé ùò åîÞò.�ñü�áóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ãñÞãïñçò �áîéíüìçóçò åßíáé È(n log n) ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç.Áðüäåéîç 1çÄåäïìÝíïõ åíüò óõíüëïõ S, ìå Si óõìâïëßæïõìå �ïí i-ïó�ü ìéêñü�åñï áñéèìü.Ïñßæïõìå �çí �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ Xij þó�å íá Ý÷åé �éìÞ 1 (0) áí �á ó�ïé÷åßá Siêáé Sj (äåí) óõãêñéèïýí êá�Ü �çí åê�Ýëåóç �çò �õ÷áßáò ãñÞãïñçò �áîéíüìçóçò.Óõíåðþò ãéá �çí ðñïóäïêç�Þ �éìÞ �ïõ óõíïëéêïý áñéèìïý óõãêñßóåùí ðïõåê�åëïýí�áé áðü �ïí áëãüñéèìï éó÷ýåé:En−1
∑i=1

∑j≥i Xij =
n−1
∑i=1

∑j≥i E[Xij ]Êáèþò ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ðáßñíåé �éìÝò 0 êáé 1, ïõóéáó�éêÜ äçëþíåé �çí ðéèáíü�ç�á�á ó�ïé÷åßá Si êáé Sj íá óõãêñéèïýí. ¸ó�ùóáí �á ó�ïé÷åßá Si; Si+1; : : : ; Sj .Ôá äýï ó�ïé÷åßá Si êáé Sj èá óõãêñéèïýí áí �ï Ýíá áðü �á äýï Ý÷åé åðéëåãåß ùòÜîïíáò. Áí äåí Ý÷åé åðéëåãåß �ï Ýíá áðü �á äýï ùò Üîïíáò, �ü�å èá Ý÷åé åðéëåãåßÝíá åê �ùí Si+1; : : : ; Sj−1, ãåãïíüò ðïõ èá ó�åßëåé �á äýï ó�ïé÷åßá Si êáé Sjóå äéáöïñå�éêïýò õðïðßíáêåò, ïðü�å äåí ðñüêåé�áé íá óõãêñéèïýí. Óõíåðþò çðéèáíü�ç�á �á äýï áõ�Ü ó�ïé÷åßá íá óõãêñéèïýí åßíáé 2=(j − i+ 1). ¢ñá:n−1
∑i=1

∑j≥i E[Xij ] =

n−1
∑i=1

n
∑j=i+1

2j − i+ 1
=

n−1
∑i=1

n−i
∑k=1

2k + 1< n−1
∑i=1

n−i
∑k=1

2k =
n−1
∑i=1

O(log n) = O(n log n)

2Áðüäåéîç 2çÇ äåý�åñç åíáëëáê�éêÞ áðüäåéîç ó�çñßæå�áé ó�éò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò êáé �ïí



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 251ïñéóìü �çò ðïëõðëïêü�ç�áò. �éá �çí áíÜëõóÞ ìáò, ãéá �ç èÝóç j �ïõ pivot èáèåùñÞóïõìå äýï éóïðßèáíåò ðåñéð�þóåéò (äçëáäÞ ðéèáíü�ç�á 1/2):
• �ïí `êáëü' äéáìåñéóìü' üðïõ éó÷ýåé:left+

right− left+ 1

4
≤ j ≤ right− right− left+ 1

4

• �ïí `êáêü äéáìåñéóìü' üðïõ éó÷ýåé:left ≤ j < left+
right− left+ 1

4Þ right > j ≥ right− right− left+ 1

4Ìå áðëÜ ëüãéá, êáëüò èåùñåß�áé ï äéá÷ùñéóìüò ü�áí ï �õ÷áßá åðéëåãüìåíïòÜîïíáò ïäçãåß óå äéáìåñéóìü üðïõ ï ìéêñü�åñïò õðïðßíáêáò Ý÷åé ìÝãåèïò �ïåëÜ÷éó�ï (right− left+ 1)=4, åíþ ï ìåãáëý�åñïò õðïðßíáêáò Ý÷åé ìÝãåèïò �ïðïëý 3(right− left+ 1)=4.Áðü �ï ÊåöÜëáéï 9.3 ãíùñßæïõìå ü�é ãåíéêþò éó÷ýåé ç åðüìåíç áíáäñïìéêÞåîßóùóç ãéá n ≥ 2:T (n) = n+
1n n−1
∑k=0

(T (k) + T (n− k − 1))Áí ìå êÜðïéï �ñüðï ìðïñïýóáìå íá åããõçèïýìå ü�é êÜèå äéáìåñéóìüò èá åßíáéêáëüò, �ü�å èá ßó÷õå ç åðüìåíç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç:Tg(n) = n +
2n 3n=4−1

∑k=n=4 (Tg(k) + Tg(n− k − 1))

= n +
4n n=2−1
∑k=n=4 (Tg(k) + Tg(n− k − 1))

≤ n +
4n n=2−1
∑k=n=4 (Tg(3n=4) + Tg(n=4))

= n +
4n (n=2− n=4) (Tg(3n=4) + Tg(n=4))

= n + Tg(3n=4) + Tg(n=4)



252 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé ÁëãüñéèìïéÓ�çí áíù�Ýñù åðåîåñãáóßá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �ï ãåãïíüò ü�é ç ìÝãéó�ç �éìÞ �çòðïóü�ç�áò Tg(k) + Tg(n− k+ 1) ó�ï äéÜó�çìá n=4 ≤ j ≤ 3n=4− 1 ëáìâÜíå�áéó�á Üêñá �ïõ äéáó�Þìá�ïò3.Ôþñá èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå ü�é Tg(n) ≤ 
n log n. Èá �ï áðïäåßîïõìåìå åðáãùãÞ. Ç áëÞèåéá �çò ðñü�áóçò éó÷ýåé ãéá ìéêñÜ n êáé ãéá n′ < n. Èááðïäåßîïõìå ü�é éó÷ýåé êáé ãéá êÜèå n. Äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå:Tg(n) ≤ n+ Tg(3n=4) + Tg(n=4)
≤ n+ 
 3n

4
log

3n
4

+ 
 n
4

log
n
4

= n+

 n
4

(

3 log
3n
4

+ log
n
4

)

= n+

 n
4

(3 log n+ 3 log 3− 3 log 4 + log n− log 4)

= n+

 n
4

(4 log n+ 3 log 3− 8) = 
n log n− n(2
− 1− 3
 log 3

4

)

= 
n log n− n (0:81
 − 1) ≤ 
n log nüðïõ ç áëÞèåéá �çò �åëåõ�áßáò áíéóïúóü�ç�áò ðñïêýð�åé ãéá 
 ≥ 2.Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ õðÜñ÷åé êáé ï êáêüò äéáìåñéóìüò ãéá �ïí ïðïßï éó÷ýåé:Tb(n) = n +
4n n−1

∑k=3n=4 (Tb(k) + Tb(n− k − 1))

≤ n +
4n n−1

∑k=3n=4 (Tb(n− 1) + Tb(0))
= n +

4n n−1
∑k=3n=4 Tb(n− 1) = n + Tb(n− 1)Áðü �çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç êá�áëÞãïõìå ü�é: Tb(n) = �(n2). ¼ìùò ìå �çí üðïéáðéèáíü�ç�á èá óõìâåß Ýíáò êáêüò äéáìåñéóìüò ìå �çí ßäéá ðéèáíü�ç�á èá óõìâåß3�éá ëüãïõò åõêïëßáò �á üñéá �ïõ áèñïßóìá�ïò äåí �áõ�ßæïí�áé ìå �á üñéá ðïõðñïóäéïñßóèçêáí ðñïçãïõìÝíùò ó�éò ðåñéð�þóåéò �ïõ êáëïý êáé �ïõ êáêïý äéá÷ùñéóìïý.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 253êáé Ýíáò êáëüò äéáìåñéóìüò. ¢ñá ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç éó÷ýåé:T (n) = n+
1n n−1
∑k=0

(T (k) + T (n− k − 1))

= n+
2n n−1
∑k=n=2 (T (k) + T (n− k − 1))

= n+
2n 3n=4−1

∑k=n=2 (T (k) + T (n− k − 1)) +
2n n−1

∑k=3n=4 (T (k) + T (n− k − 1))

≤ n+
2n 3n=4−1

∑k=n=2 (T (3n=4) + T (n=4)) +
2n n−1

∑k=3n=4 (T (n− 1) + T (0))

≤ n+
2n n

4
(T (3n=4) + T (n=4)) +

2n n
4
T (n− 1)

= n+
1

2
(T (3n=4) + T (n=4) + T (n− 1))¼ðùò êáé ðñéí, èá áðïäåßîïõìå åðáãùãéêÜ ü�é T (n) ≤ 
n log n ãéá êÜðïéáó�áèåñÜ 
. Ç áëÞèåéá �çò ðñü�áóçò éó÷ýåé ãéá ìéêñÜ n êáé ãéá n′ < n. Èááðïäåßîïõìå ü�é éó÷ýåé êáé ãéá n. Äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå:T (n) ≤ n+

1

2
(T (3n=4) + T (n=4) + T (n− 1))

≤ n+
1

2

(
3n
4

log
3n
4

+ 
n
4

log
n
4

+ 
(n− 1) log(n− 1)

)

= n+

(

3
n
8

log n +
3
n
8

log
3

4
+


n
8

log n+

n
8

log
1

4
+


(n− 1)

2
log(n− 1)

)

= n+

(
n
2

log n − 
n +
3
n log 3

8
+


(n− 1)

2
log(n− 1)

)

≤ n+

(
n
2

log n − 
n +
3
n log 3

8
+


n
2

log n)
= 
n log n − n (0:41
 − 1) ≤ 
n log nüðïõ ç áëÞèåéá �çò �åëåõ�áßáò áíéóïúóü�ç�áò ðñïêýð�åé ãéá 
 ≥ 3. 2Äéáðéó�þíïõìå, ëïéðüí, ü�é êáé ðÜëé êá�áëÞãïõìå ó�ï ßäéï óõìðÝñáóìáóå ó÷Ýóç ìå �çí åðßäïóç �çò ìÝóçò ðåñßð�ùóçò. Ùó�üóï, åíþ ó�çí áíÜëõóç



254 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé Áëãüñéèìïé�çò êëáóéêÞò ãñÞãïñçò �áîéíüìçóçò èåùñïýìå �ï óýíïëï �ùí äéáöïñå�éêþíäéá�Üîåùí ðïõ ìðïñïýí íá åéóá÷èïýí ðñïò �áîéíüìçóç, ó�çí ðáñïýóá ðåñßð�ùóçèåùñïýìå �ï óýíïëï �ùí äõíá�þí áðï�åëåóìÜ�ùí �çò �õ÷áßáò ãåííÞ�ñéáò. Ó�çóõìâá�éêÞ ãñÞãïñç �áîéíüìçóç ìðïñïýóáìå íá éó÷õñéóèïýìå ü�é: Áí �á äåäïìÝíáåßíáé �õ÷áßá, �ü�å ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ìÝóçò ðåñßð�ùóçò �çò ãñÞãïñçò �áîéíüìçóçòåßíáé È(n log n)'. Áí�ßèå�á �þñá ìðïñïýìå íá éó÷õñéóèïýìå ü�é: `Ìå ðïëýìåãÜëç ðéèáíü�ç�á ç �õ÷áßá ãñÞãïñç �áîéíüìçóç åê�åëåß�áé óå ÷ñüíï È(n log n)'.10.10 ¸ëåã÷ïò �ñþ�ùí Áñéèìþí¼ðùò ãíùñßæïõìå áðü �çí ¢óêçóç 1.12, ðñþ�ïò ëÝãå�áé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò,áí äéáéñåß�áé ìüíï áðü �ç ìïíÜäá êáé �ïí åáõ�ü �ïõ. Ôï 1 äåí èåùñåß�áéðñþ�ïò, åíþ ïé 5 ìéêñü�åñïé áñéèìïß åßíáé ïé 2, 3, 5, 7 êáé 11. Åê�üò áðü �ïõòáñ÷áßïõò ¸ëëçíåò (üðùò ï Åõêëåßäçò êáé ï Åñá�ïóèÝíçò), ìå �ï ðñüâëçìáåß÷áí áó÷ïëçèåß êáé ïé áñ÷áßïé ÊéíÝæïé ðïõ ðßó�åõáí ü�é áí ï áñéèìüò 2n − 2äéáñåß�áé áêñéâþò äéá �ïõ n, �ü�å ï n åßíáé ðñþ�ïò. Ùó�üóï, ç åéêáóßá áõ�Þäåí åßíáé ïñèÞ. Áí�éðáñÜäåéãìá áðï�åëåß ï áñéèìüò n = 341. Ôï ðñüâëçìá �ïõåëÝã÷ïõ áí Ýíáò áñéèìüò åßíáé ðñþ�ïò Þ óýíèå�ïò (primality testing), êáèþòêáé �ï ðñüâëçìá �çò ðáñáãïí�ïðïßçóçò (fa
torization) âñßóêïõí óçìáí�éêÞ÷ñÞóç ó�çí êñõð�ïãñáößá, ìßá ãíùó�éêÞ ðåñéï÷Þ ðïõ âáóßæå�áé ó�ï ãåãïíüò ü�éäåí õðÜñ÷ïõí áðï�åëåóìá�éêïß áëãüñéèìïé ãéá �çí ðáñáãïí�ïðïßçóç ìåãÜëùíáñéèìþí.Óýìöùíá ìå �çí ¢óêçóç 1.12, áí n åßíáé Ýíáò èå�éêüò óýíèå�ïò áêÝñáéïò,�ü�å ï n Ý÷åé Ýíáí ðñþ�ï áñéèìü ðïõ äåí îåðåñíÜ �ï √n. ÅðïìÝíùò ðñïêåéìÝíïõíá äéáðéó�þóïõìå áí Ýíáò áêÝñáéïò n åßíáé ðñþ�ïò áñêåß íá åê�åëÝóïõìå √näïêéìÝò ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç êáé íá áðáí�Þóïõìå ìå âåâáéü�ç�á êá�Ü ðüóïï áñéèìüò åßíáé ðñþ�ïò. Ó�çí åðüìåíç äéáäéêáóßá prime1 õðïèÝ�ïõìå ü�é ï nåßíáé ðåñé��üò áñéèìüò.pro
edure prime1(n)1. for i <-- 3 to n step 2 do2. if n mod i = 0 then return false;3. return trueËÝãå�áé ü�é Ýíáò áëãüñéèìïò áðï�åëåóìá�éêüò ÷ñïíï-ðïëõùíõìéêÜ (poly-time eÆ
ient) áí åê�åëåß�áé óå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò �ï ìÞêïò �ïõìåãÝèïõò �çò áíáðáñÜó�áóçò �ïõ áñéèìïý óå bits, äçëáäÞ íá éó÷ýåé Ï((log n)
),ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ 
. �ñïöáíþò, ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áíù�Ýñù áé�éïêñá�éêïý



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 255áëãïñßèìïõ åßíáé Ï(√n)=Ï(2 1

2
logn) êáé åðïìÝíùò ï áëãüñéèìïò äåí åßíáé áðï�åëåóìá�éêüò÷ñïíï-ðïëõùíõìéêÜ.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá åîå�Üóïõìå �õ÷áßïõò áëãïñßèìïõò ðïõ áíÞêïõí ó�çí êá�çãïñßáMonte Carlo êáé èá êá�áëÞîïõìå óå Ýíáí ðïëý áðï�åëåóìá�éêü �õ÷áßï áëãüñéèìï.�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é äßíå�áé ï áñéèìüò n = 2773 = 47× 59, ðïõ ðñïöáíþòäåí åßíáé ðñþ�ïò. Èá ìðïñïýóáìå íá áêïëïõèÞóïõìå �ç ëïãéêÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò�ùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ó�ïé÷åßùí êáé íá äïêéìÜóïõìå áí �ï 2773 äéáéñåß�áéìå êÜðïéïí áêÝñáéï ðïõ åðéëÝãå�áé �õ÷áßá ó�ï äéÜó�çìá [2; ⌊√2773⌋] = [2; 52].ÅðïìÝíùò ìå ðéèáíü�ç�á ðåñßðïõ 2% èá åðéëÝãáìå �ï 47 êáé èá êá�áëÞãáìåü�é �ï 2773 äåí åßíáé ðñþ�ïò áñéèìüò, üìùò ìå ðåñßðïõ 98% èá êá�áëÞãáìå óåëÜèïò óõìðÝñáóìá. ÂÝâáéá êá�Ü �ïí Ýëåã÷ï áñéèìþí ìå ðïëëÜ øçößá (ðñÜãìáðïõ êá�'åîï÷Þí óõìâáßíåé ó�çí êñõð�ïãñáößá) ç ðéèáíü�ç�á ãéá ïñèÞ áðÜí�çóçèá åßíáé áêüìç ìéêñü�åñç. Èá ìðïñïýóáìå íá åê�åëÝóïõìå �ï ðåßñáìá áõ�üðåñéóóü�åñåò öïñÝò, þó�å íá áõîÞóïõìå �çí ðéèáíü�ç�á áðïêëåéóìïý �ïõ ëÜèïõò,üðùò öáßíå�áé ó�çí åðüìåíç äéáäéêáóßá prime2. Ç äéáäéêáóßá áõ�Þ åê�åëåß ÝíáìåãÜëï áñéèìü ðåéñáìÜ�ùí (large), þó�å ç ðéèáíü�ç�á �çò ïñèÞò áðÜí�çóçòíá åßíáé �çò �Üîçò 1 − n−a, üðùò ðñÝðåé íá óõìâáßíåé ó�ïõò áëãïñßèìïõò ðïõó�çñßæïí�áé óå ìßá ëïãéêÞ Monte Carlo.pro
edure prime2(n)1. for k <-- 1 to large do2. i <-- random(1,sqrt(n));3. if (n mod i = 0) then return false;3. return trueÓ�ï áëãüñéèìï áõ�ü ïé áñíç�éêÝò áðáí�Þóåéò (äçëáäÞ, ü�é ï áñéèìüò äåíåßíáé ðñþ�ïò) åßíáé ìå âåâáéü�ç�á ïñèÝò, åíþ ïé èå�éêÝò áðáí�Þóåéò (äçëáäÞ,ü�é ï áñéèìüò åßíáé ðñþ�ïò) åßíáé ïñèÝò áëëÜ ìå ìéêñÞ ðéèáíü�ç�á. Åðßóçò,ç ðéèáíü�ç�á �ïõ ëÜèïõò äåí åßíáé �üóï óõíÜñ�çóç �ïõ åëåã÷üìåíïõ áñéèìïýáëëÜ �ïõ áðï�åëÝóìá�ïò �çò ãåííÞ�ñéáò �õ÷áßùí áñéèìþí. Ó�ç óõíÝ÷åéá èáåîå�Üóïõìå Ýíáí åíáëëáê�éêü �õ÷áßï áëãüñéèìï ðïõ ó�çñßæå�áé ó�ï åðüìåíïèåþñçìá �ïõ Fermat, �ïõ ïðïßïõ �çí áðüäåéîç ìðïñïýìå íá âñïýìå óå âéâëßáÈåùñßáò Áñéèìþí.Èåþñçìá.Áí ï áñéèìüò n åßíáé ðñþ�ïò, �ü�å ãéá 1 ≤ a < n éó÷ýåé: an−1 mod n = 1.Áðüäåéîç.



256 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé ÁëãüñéèìïéÌßá ðñþ�ç áðüäåéîç åßíáé åðáãùãéêÞ ùò ðñïò a êáé èá áðïäåßîåé �çí éóïäýíáìçðñü�áóç: an mod n = a. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ðÜí�ï�å éó÷ýåé ç âáóéêÞ óõíèÞêçãéá a = 1 (áêüìç êáé áí ï n äåí åßíáé ðñþ�ïò). Äå÷üìáó�å ü�é éó÷ýåé an mod n =a. Èá áðïäåßîïõìå ü�é (a+ 1)n mod n = a+ 1. ¸÷ïõìå ü�é:
(a+ 1)n =

n
∑i=0

(ni)an−iÏ óõí�åëåó�Þò (ni) åßíáé äéáéñå�üò äéá n åê�üò áðü �éò ðåñéð�þóåéò i = 0 êáéi = n. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé:
(a+ 1)n mod n = (an + 1) mod n = (a+ 1) mod nÌßá äåý�åñç áðüäåéîç ó�çñßæå�áé ó�çí åîÞò éäÝá. ¸ó�ùóáí ïé áñéèìïß

1; 2; : : :, n− 1, ðïõ �ïõò ðïëëáðëáóéÜóïõìå åðß a, ïðü�å ðñïêýð�ïõí ïé áñéèìïßa; 2a; : : :, (n−1)a. Ïé áñéèìïß áõ�ïß åßíáé äéáêñé�ïß ùò ðñïò mod n êáé õðÜñ÷ïõín − 1 �Ý�ïéïé áñéèìïß. ¢ñá ïé áñéèìïß áõ�ïß åßíáé ßäéïé ìå �ïõò ðñïçãïýìåíïõòáëëÜ ìå ìßá Üëëç óåéñÜ. ¢ñá éó÷ýåé:
1× 2× : : :× (n− 1) mod n = a× 2a× : : :× (n− 1)a mod n

= an−1 × 1× 2× : : :× (n− 1) mod nÓõíåðþò éó÷ýåé ç ðñü�áóç. 2Áò äïêéìÜóïõìå �ï èåþñçìá ãéá �ïí ðñþ�ï áñéèìü n = 5. �ñÜãìá�é éó÷ýåé:
44 mod 5 = 1, 34 mod 5 = 1 êáé 24 mod 5 = 1. Åíþ ãéá áí�éðáñÜäåéãìá, ï n = 4äåí åßíáé ðñþ�ïò áñéèìüò êáé éó÷ýåé: 33 mod 4 = 3 êáé 23 mod 4 = 0. Ùó�üóï,�ï èåþñçìá ðåñéãñÜöåé ìßá éêáíÞ óõíèÞêç áëëÜ ü÷é êáé áíáãêáßá, äçëáäÞ äåíéó÷ýåé êáé êá�Ü �çí áí�ßó�ñïöç óåéñÜ. ¸�óé õðÜñ÷ïõí ìç ðñþ�ïé áñéèìïß ãéá�ïõò ïðïßïõò éó÷ýåé ç óõíèÞêç ìåñéêÝò öïñÝò. �éá ðáñÜäåéãìá, ãéá �ï ìç ðñþ�ïáñéèìü n = 9 éó÷ýåé: a8 mod 9 6= 1 ãéá 1 < a < 8 áëëÜ 88 mod 9 = 1. ¸�óé�ï 9 ëÝãå�áé 8-øåõäïðñþ�ïò (8-pseudoprime). Ïé k-øåõäïðñþ�ïé áñéèìïß åßíáéðéï óðÜíéïé áñéèìïß áðü �ïõò ðñþ�ïõò. �éá ðáñÜäåéãìá, �ï 9 åßíáé ï ìéêñü�åñïòøåõäïðñþ�ïò áêÝñáéïò, åíþ ï ìéêñü�åñïò 2-øåõäïðñþ�ïò åßíáé ï 341 (äçëáäÞéó÷ýåé: 2340 mod 341 = 1).Ìå âÜóç �ï èåþñçìá ìðïñïýìå íá ó÷åäéÜóïõìå Ýíáí �õ÷áßï áëãüñéèìï,üðïõ ãéá äåäïìÝíï ðåñé��ü áñéèìü n, ìå �õ÷áßï �ñüðï èá åðéëÝãïõìå �éìÝò ãéá �ï
1 < a < n, þó�å íá äïêéìÜæïõìå áñêå�Ýò öïñÝò �ç óõíèÞêç �ïõ èåùñÞìá�ïò (êáéíá ìçí ðÝóïõìå åýêïëá ó�çí ðáãßäá �ùí øåõäïðñþ�ùí). Ç åðüìåíç äéáäéêáóßáprime3 áðï�õðþíåé áõ�Þ �çí ðåñéãñáöÞ. �áñá�çñïýìå ü�é ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 257ï áëãüñéèìïò èá Ý÷åé �çí áí�ßó�ñïöç ëïãéêÞ áðü �ç ëïãéêÞ �ïõ áëãïñßèìïõprime2. ¸�óé, ïé áñíç�éêÝò áðáí�Þóåéò (äçëáäÞ, ü�é ï áñéèìüò äåí åßíáé ðñþ�ïò)åßíáé ìå âåâáéü�ç�á ïñèÝò, åíþ ïé èå�éêÝò áðáí�Þóåéò (äçëáäÞ, ü�é ï áñéèìüò åßíáéðñþ�ïò) åßíáé ïñèÝò ìå ìåãÜëç ðéèáíü�ç�á. Óçìåéþíå�áé åðßóçò ü�é ï äéðëüòâñü÷ïò while åßíáé ìßá áêüìç åêäï÷Þ ýøùóçò óå äýíáìç (äåò ÊåöÜëáéï 5.4).pro
edure prime3(n)1. q <-- n-1;2. for i <-- 1 to large do3. m <-- q; y <-- 1;4. a <-- random(2,n-1); z <-- a;5. while (m>0) do6. while (m mod 2 = 0) do7. z <-- (z*z) mod n; m <-- int(m/2);8. m <-- m-1; y <-- (y*z) mod n;9. if (y<>1) then rerurn false;110. return trueÇ äéáäéêáóßá prime3 åßíáé óçìáí�éêÜ áðï�åëåóìá�éêü�åñç óå ó÷Ýóç ìå �çíprime2 áëëÜ êáé ðÜëé äåí Ý÷ïõìå ëýóåé �ï ðñüâëçìá êáè'ïëïêëçñßá ãéá�ß üðùòäåßîáìå ó�ï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá �ï èåþñçìá éó÷ýåé êá�Ü �ç ìßá ìüíïêá�åýèõíóç. Ùó�üóï, üðùò áíáöÝñå�áé ó�ç âéâëéïãñáößá ÷åéñü�åñç åßíáé çóýìð�ùóç �ùí ëåãüìåíùí áñéèìþí Carmi
hael, ïé ïðïßïé äåí åßíáé ðñþ�ïéáëëÜ ðÜí�ï�å éêáíïðïéïýí �ï èåþñçìá �ïõ Fermat. Áí êáé ïé áñéèìïß áõ�ïß åßíáéóðÜíéïé, åí�ïý�ïéò �ï óýíïëü �ïõò åßíáé Üðåéñï. �éá ðáñÜäåéãìá, áíáöÝñå�áé ü�éõðÜñ÷ïõí 255 �Ý�ïéïé áñéèìïß ìÝ÷ñé �ï 100.000.000, åíþ ïé åííÝá ìéêñü�åñïéáñéèìïß Carmi
hael åßíáé ïé 561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585êáé 15841, ðïõ ðåñíïýí üëåò �éò óõíèÞêåò ãéá êÜèå èå�éêü a ìéêñü�åñï �ïõáí�ßó�ïé÷ïõ áñéèìïý.�ñü�áóç.Ï áñéèìüò n åßíáé Carmi
hael áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé n = p1 × p2 × : : : × pk,üðïõ ïé p1; p2; : : : ; pk åßíáé ðñþ�ïé áñéèìïß êáé éó÷ýåé: (n− 1) mod (pi − 1) = 0ãéá êÜèå i. 2�éá ðáñÜäåéãìá, éó÷ýåé: 561 = 3×11×17, åíþ 560 mod 2 = 0; 560 mod 10 =
0, êáé 560 mod 16 = 0. Åí ðÜóåé ðåñéð�þóåé, ç ðñïóÝããéóç �çò äéáäéêáóßáòprime3 áðåéëåß�áé êáèþò ï áëãüñéèìïò áõ�üò èá äßíåé (óðáíßùò âÝâáéá) ëÜèïòóõìðÝñáóìá, ðïõ èá éó÷ýåé ãéá �éò ßäéåò ðÜí�ï�å ðåñéð�þóåéò (äçëáäÞ, áíåîáñ�Þ�ùò



258 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé Áëãüñéèìïé�ïõ áðï�åëÝóìá�ïò �çò ãåííÞ�ñéáò �õ÷áßùí áñéèìþí). ¼ìùò ëýóç õðÜñ÷åé êáéó�çñßæå�áé ó�çí åîÞò ðñü�áóç.�ñü�áóç.Áí ï n åßíáé ðñþ�ïò áñéèìüò êáé éó÷ýåé 1 ≤ x < n, �ü�å ç åîßóùóç x2 mod n = 1Ý÷åé ìüíï 2 ëýóåéò, �éò x = 1 êáé x = n− 1.Áðüäåéîç.Ç åîßóùóç áõ�Þ óçìáßíåé ü�é (x2 − 1) mod n = 0⇒ (x+ 1)(x− 1) mod n = 0.Åö'üóïí �ï n åßíáé ðñþ�ïò áñéèìüò êáé 1 ≤ x ≤ n, Ýðå�áé ü�é �ï n ðñÝðåé íáäéáéñåß åß�å �ï x− 1 åß�å �ï x+ 1. 2Áðü �çí ðñü�áóç áõ�Þ óõíÜãå�áé ü�é áí õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò ñßæåò ðëçí �ùíx = 1 êáé x = n−1, �ü�å ï áñéèìüò n äåí åßíáé ðñþ�ïò. �ñÜãìá�é, óå ó÷Ýóç ìå�ï 561, �ï ìéêñü�åñï áñéèìü Carmi
hael, éó÷ýåé ü�é ç åîßóùóç: x2 mod 561 = 1Ý÷åé �éò äýï ðñïöáíåßò ëýóåéò x = 1 êáé x = 560 êáèþò êáé ìåñéêÝò áêüìáüðùò x = 494, x = 373 êïê. ¢ñá ëïéðüí ï 561 äåí åßíáé ðñþ�ïò. Ó�çíðñü�áóç áõ�Þ, ëïéðüí, ó�çñßæå�áé ç åðüìåíç äéáäéêáóßá prime4 ðïõ âåë�éþíåé�ç äéáäéêáóßá prime3. ÌÜëéó�á, ç åí�ïëÞ PrimeQ �ïõ Mathemati
a õëïðïéåßáõ�üí �ïí áëãüñéèìï, ðïõ öÝñåé �ï üíïìá �ùí Miller-Rabin.pro
edure prime2(n,alpha)1. q <-- n-1;2. for i <-- 1 to alpha*log(n) do3. m <-- q; y <-- 1;4. a <-- random(2,n-1); z <-- a;5. while (m>0) do6. while (m mod 2 = 0) do7. x <-- z; z <-- (z*z) mod n;8. if ((z=1) and (x<>1) and (x<>q)) then9 . return false;10. m <-- int(m/2);11. m <-- m-1; y <-- (y*z) mod n;12. if (y<>1) then rerurn false;13. return trueÓýìöùíá, ëïéðüí, ìå �ç äéáäéêáóßá áõ�Þ, áí �ï n åßíáé ðñþ�ïò, �ü�å êáéèá éêáíïðïéåß�áé �ï èåþñçìá �ïõ Fermat áëëÜ êáé äåí èá õðÜñ÷åé êÜðïéá ìç�å�ñéììÝíç ëýóç óýìöùíá ìå �ï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá. ¸�óé ï áëãüñéèìïò



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 259áõ�üò äßíåé ðÜí�ï�å ïñèÞ áðÜí�çóç ãéá �ïõò ðñþ�ïõò áñéèìïýò êáé �ïõò áñéèìïýòCarmi
hael. Ùó�üóï, ìðïñåß íá äþóåé ëÜèïò áðï�Ýëåóìá áí ðÝóåé ó�çí ðáãßäá�ùí øåõäïðñþ�ùí áñéèìþí (äçëáäÞ, ï áñéèìüò íá ìçí åßíáé ðñþ�ïò áëëÜ ó�çíÝîïäï íá äïèåß óáí ðñþ�ïò). Ç áîéïðéó�ßá �ïõ áëãïñßèìïõ ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þåîáñ�Ü�áé áðü �ç ãåííÞ�ñéá �ùí �õ÷áßùí áñéèìþí êáé �éò �éìÝò �çò ðáñáìÝ�ñïõ a(åí�ïëÞ 4), ïé ïðïßåò èá åðéëåãïýí ãéá �ç äïêéìÞ. Áò ïíïìÜóïõìå ìÜñ�õñá (wit-ness) �çí �éìÞ �ïõ a, ç ïðïßá áðïêáëýð�åé �ç óõíèå�ü�ç�á �ïõ n. Ç ðéèáíü�ç�áåðéëïãÞò ìßáò �éìÞò ìÜñ�õñá ãéá �ï a äßíå�áé (÷ùñßò áðüäåéîç) áðü �çí åðüìåíçðñü�áóç, ç ïðïßá áðï�åëåß �ç âÜóç ãéá íá öèÜóïõìå ó�çí ðïëõðëïêü�ç�á �çòprime4.ËÞììá 10.8. Áí ï ðåñé��üò áñéèìüò n äåí åßíáé ðñþ�ïò, �ü�å õðÜñ÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí
(n− 1)=2 �éìÝò �ïõ a, ïé ïðïßåò åßíáé ìÜñ�õñåò.ËÞììá 10.9. �éá êÜèå ìïíü áñéèìü n > 2 êáé áêÝñáéï k, ç ðéèáíü�ç�á ëÜèïõò�çò prime4 åßíáé 2−k.Áðüäåéîç. Ìå âÜóç �ï ËÞììá 10.8 ç åê�Ýëåóç êÜèå åðáíÜëçøçò �ïõ áëãïñßèìïõäßíåé ìÜñ�õñá a ãéá �çí óõíèå�ü�ç�á �ïõ áêåñáßïõ n ìå ðéèáíü�ç�á ≥ 1=2. Ïáëãüñéèìïò äåí èá áíáêáëýøåé ü�é ï n åßíáé óýíèå�ïò áí åßíáé �üóï Ü�õ÷ïò þó�åóå êÜèå åðáíÜëçøç áðü �éò óõíïëéêÜ k åðáíáëÞøåéò íá ìçí âñßóêåé ìÜñ�õñá. Çðéèáíü�ç�á áõ�Þ åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí 2−k.Èåþñçìá 10.2. Ç ðïëõðëïêü�ç�á �çò prime4 åßíáé ëïãáñéèìéêÞ.Áðüäåéîç. Áí �ï n åßíáé ðñþ�ïò, �ü�å ðÜí�ï�å ëáìâÜíïõìå ïñèÞ áðÜí�çóç,ïðü�å áõ�Þ ç ðåñßð�ùóç äåí ìáò áðáó÷ïëåß. Áò õðïèÝóïõìå ü�é �ï n äåíåßíáé ðñþ�ïò. Áðü �ï ËÞììá 10.9 ðñïêýð�åé ü�é ç ðéèáíü�ç�á êáíåßò áðü�ïõò åðéëåãüìåíïõò a× log n �õ÷áßïõò áñéèìïýò íá ìçí åßíáé ìÜñ�õñáò åßíáé ≤
(1
2 )a logn = n−a. ÄçëáäÞ, ç äéáäéêáóßá prime4 èá äþóåé ëáíèáóìÝíç áðÜí�çóçìå ðéèáíü�ç�á ≤ n−a, ïðü�å Ý�óé éêáíïðïéåß�áé ç áðáß�çóç �ùí áëãïñßèìùíMonte Carlo ãéá åðé�õ÷ßá ìå ìåãÜëç ðéèáíü�ç�á ßóç ìå 1 − n−a. Êáèþò êÜèåâñü÷ïò while óõíåðÜãå�áé Ï(log n) åðáíáëÞøåéò, Ýðå�áé ü�é ç ðïëõðëïêü�ç�á�ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé Ï(log2 n).ÌåñéêÜ åðéëïãéêÜ ó÷üëéá áíáöïñéêÜ ìå �ï ðñüâëçìá �ïõ åëÝã÷ïõ ðñþ�ùíáñéèìþí, ãéá �ï ïðïßï ìüëéò ìåëå�Þóáìå ìßá áðï�åëåóìá�éêÞ ëýóç. ÌÝ÷ñéðñüóöá�á èåùñïýí�áí ü�é �ï ðñüâëçìá áõ�ü äåí õðÞñ÷å ðïëõùíõìéêüò áé�éïêñá�éêüòáëãüñéèìïò. Ó�éò 6 Áõãïýó�ïõ �ïõ 2002, �ñåéò åñåõíç�Ýò �ïõ Institute of Te
h-nology in Kampur, ïé M. Agrawal, N. Kayal êáé N Saxena, äçìïóßåõóáí ó�ï



260 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé Áëãüñéèìïéäéáäßê�õï ìßá ìåëÝ�ç ðïõ ëýíåé �ï ðñüâëçìá óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. ¸�óéáíïßãåé ìßá íÝá ðåñßïäïò ó�çí Ýñåõíá �ùí ãñÞãïñùí ìáèçìá�éêþí áëãïñßèìùí�çò Èåùñßáò Áñéèìþí.10.11 Ó�á�éó�éêÜ ÄéÜ�áîçòÓ�ï ÊåöÜëáéï 9.4 åß÷áìå åîå�Üóåé �ï ðñüâëçìá �ùí ó�á�éó�éêþí äéÜ�áîçò óåóõíäõáóìü ìå �ç ãñÞãïñç �áîéíüìçóç. Ìå ðáñüìïéï �ñüðï, ìðïñïýìå íá äéá�õðþóïõìåìßá �õ÷áéïðïéçìÝíç åêäï÷Þ �çò óõíÜñ�çóçò ãéá �çí åðéëïãÞ �ïõ k-ïó�ïý ó�ïé÷åßïõåíüò á�áîéíüìç�ïõ ðßíáêá õéïèå�þí�áò êÜèå öïñÜ ìßá �õ÷áßá åðéëïãÞ �ïõ Üîïíá.Ìå ðáñüìïéï åðßóçò �ñüðï èá ìðïñïýóáìå íá äéá�õðþóïõìå �çí áí�ßó�ïé÷çáíÜëõóç, ðïõ èá êá�Ýëçãå ó�ï ßäéï óõìðÝñáóìá, äçëáäÞ ðïëõðëïêü�ç�á Ï(n).Ç ðñïóÝããéóç áõ�Þ åßíáé ó÷å�éêÜ åýêïëç õðüèåóç ãéá �ïí áíáãíþó�ç êáé ãéá�ï ëüãï áõ�ü ó�çí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï èá áó÷ïëçèïýìå ìå Ýíá íÝï ðñüâëçìá:�çí åýñåóç �ïõ ðñïóåããéó�éêïý ìåóáßïõ (approximate median). ÔõðéêÜ �ïðñüâëçìá ïñßæå�áé ùò åîÞò.Ïñéóìüò.ÄåäïìÝíïõ åíüò ðßíáêá A ìå n áñéèìïýò, �ü�å �-ìåóáßïò ëÝãå�áé Ýíáò áñéèìüòq, �Ý�ïéïò þó�å |A[i] < q| ≤ (1− �)n êáé |A[i] > q| ≤ (1− �)n. 2�éá �çí åõêïëßá �çò åðßëõóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò èåùñïýìå ü�é ïé n �éìÝò�ïõ ðßíáêá åßíáé ïé áñéèìïß 0; 1n ; 2n ; : : : ; n−1n , åíþ åðßóçò äå÷üìáó�å ü�é �ï nåßíáé äýíáìç �ïõ 3, äçëáäÞ éó÷ýåé n = 3k. Èåùñïýìå �ç äïìÞ åíüò ðëÞñïõò�ñéáäéêïý äÝíäñïõ ìå L = n öýëëá. ËáìâÜíïõìå ìßá �õ÷áßá äéÜ�áîç áðü �éòn! óõíïëéêÜ êáé èåùñïýìå ü�é �á ó�ïé÷åßá áõ�Þò �çò äéÜ�áîçò áðï�åëïýí �áöýëëá �ïõ äÝíäñïõ. Óõíå÷ßæïõìå �çí êá�áóêåõÞ �ïõ äÝíäñïõ áðü �ï åðßðåäï�ùí öýëëùí ðñïò �ï åðßðåäï �çò ñßæáò áí�éó�ïé÷þí�áò 3 öýëëá óå Ýíá êüìâï-ðá�Ýñá ìå ðåñéå÷üìåíï ßóï ðñïò �ï ìåóáßï �ùí 3 ó�ïé÷åßùí �ùí êüìâùí-ðáéäéþí.Ç äéáäéêáóßá óõíå÷ßæå�áé áíáäñïìéêÜ ìÝ÷ñé �ï åðßðåäï �çò ñßæáò. Ó�ï óçìåßïáõ�ü, ìßá ðñþ�ç ðáñá�Þñçóç åßíáé ü�é ç �Üîç �ïõ ó�ïé÷åßïõ �çò ñßæáò èá åßíáén=2 ó�ç ìÝóç ðåñßð�ùóç. Ôï Ó÷Þìá 10.6 áðåéêïíßæåé Ýíá ðáñÜäåéãìá ìå n = 9.¸ó�ù ü�é ìå P h<x óõìâïëßæïõìå �çí ðéèáíü�ç�á ç Ýîïäïò �ïõ áëãïñßèìïõíá ìçí åßíáé ìåãáëý�åñç áðü x, äåäïìÝíïõ åíüò äÝíäñïõ ìå ýøïò h. �éá �ïåðßðåäï �ùí öýëëùí éó÷ýåé ç âáóéêÞ óõíèÞêç P 0<x = x. Èá õðïëïãßóïõìå �çíðéèáíü�ç�á P h<x ìå áíáäñïìéêü �ñüðï.¸ó�ù ç ñßæá �ïõ äÝíäñïõ, ç ïðïßá Ý÷åé 3 ðáéäßá ìå �éìÝò 
1; 
2; 
3. Ç ìåóáßá�éìÞ �ùí �ñéþí áõ�þí �éìþí ìðïñåß íá åßíáé ëéãü�åñï áðü x áí êáé ìüíïí áí
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Ó÷Þìá 10.6: �ëÞñåò �ñéáäéêü äÝíäñï ìå n = 9.äýï áðü �éò �éìÝò áõ�Ýò åßíáé ìéêñü�åñç áðü x. Áõ�ü ìðïñåß íá óõìâåß óå äýïðåñéð�þóåéò:
• áêñéâþò äýï áðü �éò �éìÝò �ùí ðáéäéþí åßíáé ëéãü�åñï áðü x.
• êáé ïé �ñåéò �éìÝò åßíáé ëéãü�åñï áðü x.¸�óé ðñïêýð�ïõí ïé ó÷Ýóåéò:P h<x =

(

3

2

)

(P h−1<x )2(1− P h−1<x ) + (P h−1<x )3

= 3 (P h−1<x )2 − 2 (P h−1<x )3 ≤ 3 (P h−1<x )2Ìå äéáäï÷éêÝò áí�éêá�áó�Üóåéò Ý÷ïõìå:P h<x ≤ 3 (P h−1<x )2 ≤ 3 32 34 : : : 32h−1

(P 0<x)2h
≤ 3 32 34 : : : 32h−1 x2h = 31+2+4+:::+2h−1 x2h
= 32h−1 x2h =

1

3
32h x2h =

1

3
(3x)2h¸�óé öèÜíïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ìå Ýíá �õ÷áßï áëãüñéèìï ìðïñïýìå íáâñïýìå �ïí ðñïóåããéó�éêü ìåóáßï ìå ðïëý ìåãÜëç ðéèáíü�ç�á.



262 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé ÁëãüñéèìïéÁóêÞóåéò1. Ôá ößë�ñá Bloom ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá íá õðïëïãßóïõìå ðñïóåããéó�éêÜ�ç äéáöïñÜ óõíüëùí. ¸ó�ù äýï óýíïëá × êáé Õ êáèÝíá áðü �á ïðïßáÝ÷åé n ó�ïé÷åßá. Äçìéïõñãïýìå Bloom ößë�ñá êáé ãéá �á äýï óýíïëá÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí ßäéï áñéèìü áðü bits m êáé ðëÞèïò óõíáñ�Þóåùíêá�áêåñìá�éóìïý k. Íá êáèïñßóå�å �ï áíáìåíüìåíï ðëÞèïò bits üðïõ �áäýï ößë�ñá äéáöÝñïõí ìå�áîý �ïõò óáí óõíÜñ�çóç �ùí m;n; k êáé |X∩Y |.2. Íá åéóÜãå�å �çí ðáñáêÜ�ù áêïëïõèßá áñéèìþí ìå �çí óåéñÜ ðïõ åìöáíßæå�áéóå (á) ìßá ëßó�á ðáñÜëåéøçò (p = 1=3), (â) óå Ýíá äÝí�ñï áíáæÞ�çóçòóùñïý êáé (ã) óå Ýíá ößë�ñï Bloom (m = 30; k = 2 - åðéëÝî�å åóåßò �éòóõíáñ�Þóåéò êá�áêåñìá�éóìïý).
63; 30; 36; 31; 12; 50; 35; 5; 27; 59; 43; 17¸ðåé�á äéáãñÜø�å �á ó�ïé÷åßá 59; 5 áðü �ç ëßó�á ðáñÜëåéøçò êáé áðü �ïäÝí�ñï áíáæÞ�çóçò óùñïý.3. Ôá ößë�ñá Bloom äåí Ý÷ïõí �çí äõíá�ü�ç�á äéáãñáöÞò åíüò ó�ïé÷åßïõ.Ìðïñåß�å íá áëëÜîå�å �á ößë�ñá Bloom þó�å íá åßíáé óå èÝóç íá õðïó�çñßæïõí�çí ðñÜîç �çò äéáãñáöÞò; �üóïò åßíáé ï ÷þñïò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéïýí óåáõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç;4. ¸ó�ù �; Æ ðñáãìá�éêïß áñéèìïß Ý�óé þó�å: 0 < � < Æ < 1. ¸ó�ù Á Ýíáò�õ÷áßïò áëãüñéèìïò ðïõ õðïëïãßæåé ìßá óõíÜñ�çóç F üðïõ:P (A(x) = F (x)) ≥ � êáé P (A(x) =?) = 1− P (A(x) = F (x))¸ó�ù ü�é ãéá êÜèå k ∈ N; k ≥ 2, Ak åßíáé ï �õ÷áßïò áëãüñéèìïò þó�åãéá êÜèå åßóïäï x ï Á åê�åëåß�áé k öïñÝò ó�ï x. Ç Ýîïäïò �ïõ Ak åßíáé ?áí êáé ìüíï áí êáé ïé k åê�åëÝóåéò �ïõ Á ó�ï x Ýäùóáí Ýîïäï ? (Ýîïäïò
? óçìáßíåé ü�é ç Ýîïäïò åßíáé ëáíèáóìÝíç). Óå êÜèå Üëëç ðåñßð�ùóç ïáëãüñéèìïò Ák õðïëïãßæåé �ï óùó�ü áðï�Ýëåóìá F (x). Íá õðïëïãßóå�å�ï ìéêñü�åñï k þó�å þó�å P (Ak(x) = F (x)) ≥ Æ.5. ¸ó�ù ü�é A åßíáé Ýíáò Monte Carlo áëãüñéèìïò Ý�óé þó�å ãéá êÜèå åßóïäïx, õðïëïãßæåé �ï óùó�ü áðï�Ýëåóìá F (x) ìå ðéèáíü�ç�á 1

2 + �x, üðïõ �xåîáñ�Ü�áé áðü �ï ìÝãåèïò �ïõ x (áñéèìüò bits, Ýó�ù |x|). ¸ó�ù Æ ìßáó�áèåñÜ, 0 < Æ < 1=2. �üóåò åðáíáëÞøåéò k = k(|x|) �ïõ A ó�ï x ðñÝðåéíá ãßíïõí Ý�óé þó�å íá åðé�ý÷ïõìå P (Ak(x) = F (x))) ≥ 1−Æ, áí �x = 1
|x| .6. ¸ó�ù ü�é Á åßíáé Ýíáò �õ÷áßïò áëãüñéèìïò ðïõ õðïëïãßæåé ìßá óõíÜñ�çóçF ìå P (A(x) = F (x)) ≥ 1=3 ãéá êÜèå x. Åðßóçò õðïèÝó�å ü�é îÝñå�å ü�é



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 263P (A(x) = �) ≤ 1=4 ãéá êÜèå ëáíèáóìÝíï áðï�åëÝóìá � (ç ðéèáíü�ç�áõðïëïãéóìïý ëáíèáóìÝíçò �éìÞò åßíáé �ï ðïëý 1/4). Ìðïñåß�å íá ÷ñçóéìïðïéÞóå�åáõ�Þ �çí ðëçñïöïñßá þó�å íá ó÷åäéÜóå�å Ýíáí ÷ñÞóéìï �õ÷áßï áëãüñéèìïãéá �ç óõíÜñ�çóç F ?7. n óöáßñåò ñß÷íïí�áé óå n êÜäïõò óå ìßá åðáíáëçð�éêÞ äéáäéêáóßá. Óå êÜèååðáíÜëçøç êÜèå óöáßñá åðéëÝãåé íá ðÝóåé óå Ýíá êÜäï éóïðßèáíá. Áí ìßáóöáßñá ðÝóåé ìüíç �çò óå Ýíáí êÜäï �ü�å ç óöáßñá áõ�Þ áöáéñåß�áé êáéç äéáäéêáóßá åðáíáëáìâÜíå�áé ìå �éò õðüëïéðåò óöáßñåò (áõ�ü �ï ðáé÷íßäéìïí�åëïðïéåß Ýíá áðëü óýó�çìá üðïõ n äéåñãáóßåò ÷ñçóéìïðïéïýí �õ÷áßán óõóêåõÝò åðéêïéíùíßáò êáé êÜèå óõóêåõÞ åîõðçñå�åß ìüíï áí �çò ðÝóåéìßá êáé ìüíï ìßá äéåñãáóßá áëëéþò �éò áðïññßð�åé üëåò).Áí õðÜñ÷ïõí b óöáßñåò ó�çí áñ÷Þ �çò åðáíÜëçøçò, ðïéü åßíáé �ï áíáìåíüìåíïðëÞèïò óöáéñþí ó�ï �Ýëïò ìßáò åðáíÜëçøçò?8. ÄïèÝí�ïò åíüò äéêáßïõ íïìßóìá�ïò (ðéèáíü�ç�á ãéá �ñÜììá�á (�) Þ Êïñþíá(Ê) åßíáé 1=2) íá åîïìïéþóå�å Ýíá êßâäçëï íüìéóìá üðïõ ç ðéèáíü�ç�áåìöÜíéóçò Ê åßíáé p êáé ç ðéèáíü�ç�á åìöÜíéóçò � åßíáé 1−p. �ñïóðáèåßó�åíá åëá÷éó�ïðïéÞóå�å �ï ìÝóï áñéèìü ðåéñáìÜ�ùí (ó�ñßøéìï íïìßóìá�ïò)�ïõ äéêáßïõ íïìßóìá�ïò.9. Èåùñåßó�å �ïí ðáñáêÜ�ù áëãüñéèìï åýñåóçò åëá÷ßó�ïõ ó�ïé÷åßïõ óå Ýíáíìç �áîéíïìçìÝíï ðßíáêá:pro
edure random(A[1,...,n℄)1. min=Infinity;2. for i <-- 1 to n in random order do3. if (A[i℄<min)4. min<--A[i℄;5. return min(á) Ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç, ðüóåò öïñÝò èá åê�åëåó�åß ç ãñáììÞ 4?(â) �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á ç ãñáììÞ 4 íá åê�åëåó�åß êá�Ü �çí n-éïó�ÞåðáíÜëçøç?(ã) �ïéïò åßíáé ï áêñéâÞò áíáìåíüìåíïò áñéèìüò åê�åëÝóåùí �çò ãñáììÞò4?10. ¸ó�ù S Ýíá óýíïëï n óçìåßùí ó�ï åðßðåäï. ¸íá óçìåßï p ó�ï S êáëåß�áéPareto-âÝë�éó�ï áí äåí õðÜñ÷åé Üëëï óçìåßï ðïõ íá åßíáé ðéï ðÜíù êáéäåîéÜ áðü �ï p.



264 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé Áëãüñéèìïé(á) Ó÷åäéÜó�å êáé ðåñéãñÜø�å Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �á Pareto-âÝë�éó�á óçìåßá �ïõ S óå ÷ñüíï O(n log n).(â) ¸ó�ù ü�é êÜèå óçìåßï �ïõ S åðéëÝãå�áé áíåîÜñ�ç�á êáé éóïðßèáíá áðü�ï ìïíáäéáßï �å�ñÜãùíï [0; 1] × [0; 1]. �ïéï åßíáé �ï áíáìåíüìåíï ðëÞèïòPareto-âÝë�éó�ùí óçìåßùí ó�ï S?11. ¸ó�ù ü�é ðáñáêïëïõèïýìå ìßá ñïÞ (stream) áðü äåäïìÝíá �á ïðïßá �áåðåîåñãáæïìáó�å Ýíá êÜèå öïñÜ. Áðü �ç ó�éãìÞ ðïõ Ýíá ó�ïé÷åßï x �çòñïÞò åðåîåñãáó�åß êáé Ýñèåé �ï åðüìåíï �ïõ, �ï x ÷Üíå�áé. ÈÝëïõìå íáðÜñïõìå Ýíá �õ÷áßï äåßãìá k äéáöïñå�éêþí ó�ïé÷åßùí áðü �ç ñïÞ ìå �ïõòðáñáêÜ�ù ðåñéïñéóìïýò:
• Ìðïñïýìå íá áðïèçêåýóïõìå ìüíï k ó�ïé÷åßá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ(�ï ìÝãåèïò �çò ìíÞìçò ÷ùñÜåé k ó�ïé÷åßá).
• Äåí ãíùñßæïõìå �ï óõíïëéêü áñéèìü ðáêÝ�ùí ó�ç ñïÞ.
• Áí áðïöáóßóïõìå íá ìçí áðïèçêåýóïõìå Ýíá ó�ïé÷åßï �çí ó�éãìÞðïõ ö�Üíåé óå åìÜò, �ü�å áõ�ü ÷Üíå�áé ãéá ðÜí�á.Ó÷åäéÜó�å Ýíáí áëãüñéèìï þó�å ü�áí ç ñïÞ �åñìá�éó�åß, èá Ý÷ïõìå áðïèçêåýóåéÝíá õðïóýíïëï �çò ñïÞò ìå k ó�ïé÷åßá åðéëåãìÝíá ìå ßóç ðéèáíü�ç�á áðüüëá �á ó�ïé÷åßá �çò ñïÞò. Áí ï óõíïëéêüò áñéèìüò ó�ïé÷åßùí �çò ñïÞòåßíáé ìéêñü�åñïò �ïõ k, �ü�å èá ðñÝðåé íá áðïèçêåýóå�å üëá �á ðáêÝ�á.12. Ìáò äßíå�áé Ýíá êßâäçëï íüìéóìá ìå ðéèáíü�ç�á åìöÜíéóçò Êïñþíáò (Ê)p êáé �ñáììÜ�ùí (�) 1 − p. �ùò èá åîïìïéþóå�å Ýíá äßêáéï íüìéóìá(ðéèáíü�ç�á Ê êáé � åßíáé 1=2) ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï êßâäçëï íüìéóìá?13. ¸ó�ù ü�é ï× [1 : : : n] åßíáé Ýíáò ðßíáêáò ðñáãìá�éêþí áñéèìþí (äéáöïñå�éêþíìå�áîý �ïõò), êáé Ýó�ù N [1 : : : n] Ýíáò ðßíáêáò äåéê�þí ãéá �ïí ðßíáêá× ìå �çí åîÞò éäéü�ç�á: Áí �ï X[i] åßíáé �ï ìåãáëý�åñï ó�ïé÷åßï �ïõX, �ü�å �ï X[N [i]] åßíáé �ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï �ïõ X. Äéáöïñå�éêÜ �ïX[N [i]] åßíáé �ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï �ïõ X ìåãáëý�åñï áðü �ï X[i]. �éáðáñÜäåéãìá: i 1 2 3 4 5 6 7 8 9X[i] 83 54 16 31 45 99 78 62 27N [i] 6 8 9 5 2 3 1 7 4�åñéãñÜø�å êáé áíáëýó�å Ýíáí �õ÷áßï áëãüñéèìï ðïõ áðïöáóßæåé áí Ýíáòáñéèìüò x åìöáíßæå�áé ó�ïí ðßíáêá × óå áíáìåíüìåíï ÷ñüíï O(

√n). Ï
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Ó÷Þìá 10.7: ¸íá �ñéáäéêü äÝí�ñï ðëåéïøçößáò ìå âÜèïò d = 2.áëãüñéèìïò ðïõ èá ðñï�åßíå�å äåí ðñÝðåé íá ìå�áâÜëåé �ïõò ðßíáêåò X êáéN .14. ¸íá äÝí�ñï ðëåéïøçößáò åßíáé Ýíá ðëÞñåò äÝí�ñï âÜèïõò d, üðïõ êÜèåöýëëï Ý÷åé �éìÞ 0 Þ 1. Ç �éìÞ åíüò åóù�åñéêïý êüìâïõ åßíáé ç ðëåéïøçöïýóá�éìÞ �ùí ðáéäéþí �ïõ. Èá áó÷ïëçèïýìå ìå �ï ðñüâëçìá åýñåóçò �çò �éìÞò�çò ñßæáò åíüò �ñéáäéêïý ðëåéïøçöéêïý äÝí�ñïõ äïèåßóçò �çò áêïëïõèßáò�ùí 3d öýëëùí óáí åßóïäï. �éá ðáñÜäåéãìá, áí d = 2 êáé �á öýëëá Ý÷ïõí�éìÞ 1; 0; 0; 0; 1; 0; 1; 1; 1 ç ñßæá Ý÷åé �éìÞ 0 (Ó÷Þìá 10.7). �åñéãñÜø�åêáé áíáëýó�å Ýíáí �õ÷áßï áëãüñéèìï ðïõ âñßóêåé �çí �éìÞ �çò ñßæáò óåáíáìåíüìåíï ÷ñüíï O(
d) ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ 
 < 3.[Õðüäåéîç: Êïé�Üî�å �çí áðëÞ ðåñßð�ùóç d = 1. ¸ðåé�á åöáñìüó�åáíáäñïìéêÜ �çí äéáäéêáóßá áõ�Þ.℄15. ¸ó�ù ü�é èÝëïõìå íá ö�éÜîïõìå Ýíá áëãüñéèìï RP (n) ðïõ âñßóêåé ìßááíáäéÜ�áîç �ùí áêåñáßùí áðü {1; : : : ; n}, üðïõ êÜèå äõíá�Þ áíáäéÜ�áîçÝ÷åé ßäéá ðéèáíü�ç�á åìöÜíéóçò. Ï ðáñáêÜ�ù áëãüñéèìïò åßíáé ìßá �Ý�ïéáõëïðïßçóç:pro
edure RP(n)1. for i <-- 1 to n2. ð[i℄<--NULL; //Ôï ð åßíáé ï ðßíáêáò ðïõ èá ðåñéÝ÷åé//�çí áíáäéÜ�áîç3. for i <-- 1 to n4. j<--Random(n); //Åðéó�ñÝöåé Ýíá �õ÷áßï áêÝñáéï ó�ï//äéÜó�çìá [1,n℄ éóïðßèáíá5. while(ð[j℄!=NULL)6. j<--Random(n);7. ð[j℄=i;



266 ÊåöÜëáéï 10. Ôõ÷áßïé Áëãüñéèìïé8. return(ð);Áðüäåßî�å ü�é ï áëãüñéèìïò åßíáé óùó�üò (íá äåßîå�å äçëáäÞ ü�é ðñÜãìá�éðáñÜãåé ìßá áíáäéÜ�áîç éóïðßèáíá). �ïéüò åßíáé ï áíáìåíüìåíïò ÷ñüíïòåê�Ýëåóçò �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ áëãüñéèìïõ?
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268 ÊåöÜëáéï 11. ÅðéìåñéóìÝíç ÁíÜëõóç11.1 ÅðéìåñéóìÝíç ÁíÜëõóçÇ åðéìåñéóìÝíç áíÜëõóç áðï�åëåß Ýíá éó÷õñü åñãáëåßï ãéá �çí áíÜëõóç äïìþíäåäïìÝíùí êáé áëãïñßèìùí. Ç åðéìåñéóìÝíç áíÜëõóç (amortized analysis)÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá íá äåßîåé ü�é �ï ìÝóï êüó�ïò ìßáò ðñÜîçò åßíáé ìéêñü, ü�áíáõ�ü õðïëïãßæå�áé óáí ï ìÝóïò üñïò ìßáò áêïëïõèßáò ðñÜîåùí, ðáñü�é ìðïñåßíá õðÜñ÷ïõí åðéìÝñïõò ðñÜîåéò ìå ìåãÜëï êüó�ïò. Ïé õëïðïéÞóåéò ìå êáëÝòåðéìåñéóìÝíåò ðïëõðëïêü�ç�åò óõ÷íÜ åßíáé áðëïýó�åñåò êáé áðïäï�éêü�åñåò óåó÷Ýóç ìå �éò õëïðïéÞóåéò ðïëõðëïêï�Þ�ùí ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò. �ñïóï÷Þ, çåðéìåñéóìÝíç áíÜëõóç áðëÜ áðï�åëåß Ýíá åñãáëåßï ðñïóäéïñéóìïý �çò áðüäïóçòìéáò äïìÞò Þ åíüò áëãüñéèìïõ êáé ü÷é ó÷åäéáó�éêü åñãáëåßï. Âåâáßùò, åíßï�åç áíÜäñáóç áðü áõ�Þ �çí áíÜëõóç ìðïñåß íá äþóåé êá�åõèýíóåéò ãéá êáëý�åñïó÷åäéáóìü.Ç áíÜëõóç ìÝóçò ðåñßð�ùóçò êáé ç ðéèáíï�éêÞ áíÜëõóç äåí Ý÷ïõí ó÷Ýóç ìå�çí åðéìåñéóìÝíç áíÜëõóç. Ó�çí áíÜëõóç ìÝóçò ðåñßð�ùóçò, õðïëïãßæïõìå �ïìÝóï üñï óå üëåò �éò äõíá�Ýò åéóüäïõò åíþ ó�çí ðéèáíï�éêÞ õðïëïãßæïõìå �ïìÝóï üñï óå üëåò �éò �õ÷áßåò åðéëïãÝò ðïõ êÜíïõìå. Ó�çí åðéìåñéóìÝíç áíÜëõóçõðïëïãßæïõìå �ï ìÝóï üñï ìßáò áêïëïõèßáò ðñÜîåùí. Ç åðéìåñéóìÝíç áíÜëõóçõðïèÝ�åé áêïëïõèßá ðñÜîåùí ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò êáé äåí ÷ñçóéìïðïéåß �õ÷áéü�ç�á.Ç �å÷íéêÞ áõ�Þ áíÜëõóçò áðáé�åß �ïí êáèïñéóìü �ùí äéáöïñå�éêþí áêïëïõèéþíðñÜîåùí ðïõ ìðïñåß íá óõìâïýí. Áõ�Þ åßíáé ç óõíçèéóìÝíç ðåñßð�ùóç óå äïìÝòäåäïìÝíùí, üðïõ ç êá�Üó�áóç �çò äïìÞò ðáñáìÝíåé áìå�Üâëç�ç ìå�áîý äýïäéáäï÷éêþí ðñÜîåùí óå ìßá �Ý�ïéá áêïëïõèßá. Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé ü�é ìßááêñéâÞ ðñÜîç èá áëëÜîåé �çí êá�Üó�áóç Ý�óé þó�å ïé åðüìåíåò ðñÜîåéò èá åßíáéöèçíü�åñåò, êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá åðéìåñßóïõìå �ï êüó�ïò. Áò èåùñÞóïõìåÝíá ðáñÜäåéãìá þó�å íá êá�áíïÞóïõìå �ç äéáöïñÜ ìå�áîý åðéìåñéóìÝíçò ðïëõðëïêü�ç�áòêáé ðïëõðëïêü�ç�áò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò.Ï �éÜííçò áãïñÜæåé Ýíá åðáããåëìá�éêü áõ�ïêßíç�ï êáé êëåßíåé Ýíáåéäéêü óõìâüëáéï ãéá �ç óõí�ÞñçóÞ �ïõ ìå äéÜñêåéá åíüò ÷ñüíïõ.Äßíåé 50 åõñþ êÜèå ìÞíá åê�üò �ùí Ìáñ�ßïõ, Éïõíßïõ, Óåð�åìâñßïõêáé Äåêåìâñßïõ (êáëýð�åé áëëáãÞ ëáäéþí), 100 åõñþ êÜèå ÌÜñ�éï,Éïýíéï êáé Óåð�Ýìâñéï (êáëýð�åé áëëáãÞ ëáäéþí êáé Ýíá ìéêñü ser-vi
e) êáé 200 åõñþ êÜèå ÄåêÝìâñéï (êáëýð�åé áëëáãÞ ëáäéþí êáéÝíá ìåãÜëï servi
e). �ïéü åßíáé �ï êüó�ïò áíÜ ìÞíá?Ó�çí ðåñßð�ùóç �çò ðïëõðëïêü�ç�áò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò, ìðïñïýìåíá öñÜîïõìå �ï êüó�ïò áíÜ ìÞíá áðü �ï ìÝãéó�ï êüó�ïò, äçëáäÞ �á200 åõñþ ãéá �ï ÄåêÝìâñéï. ÅðïìÝíùò, ãéá 12 ìÞíåò �ï êüó�ïò èá



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 269åßíáé 2400 åõñþ. Ó�çí ðåñßð�ùóç �çò åðéìåñéóìÝíçò ðïëõðëïêü�ç�áò,ðáñá�çñïýìå ü�é ìüíï ìßá öïñÜ �ï ÷ñüíï ðëçñþíïõìå 200 åõñþ, 3öïñÝò �ï ÷ñüíï ðëçñþíïõìå 100 åõñþ êáé �Ýëïò 8 öïñÝò �ï ÷ñüíïðëçñþíïõìå 50 åõñþ. ÅðïìÝíùò, �ï êüó�ïò áíÜ ìÞíá èá åßíáé
200+3·100+8·50

12 = 75 åõñþ. Ôï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ëïéðüí áíÜ ìÞíáèá åßíáé 75 åõñþ åíþ �ï ÷åéñü�åñï êüó�ïò èá åßíáé 200 åõñþ.Ç åðéìåñéóìÝíç ðïëõðëïêü�ç�á ìßáò äïìÞò åßíáé ðÜí�á ìéêñü�åñç Þ ßóç áðü�çí ðïëõðëïêü�ç�á ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò. Ç åîßóùóç �ùí äýï ðïëõðëïêï�Þ�ùíóå ìßá äïìÞ äåäïìÝíùí óõíÞèùò �çí êáèéó�Ü ðïëõðëïêü�åñç êáé ìÜëéó�á ìåñéêÝòöïñÝò åßíáé áäýíá�ç.11.2 Ôå÷íéêÝò ÅðéìåñéóìÝíçò ÁíÜëõóçòÓ�ç óõíÝ÷åéá èá áíáöåñèïýìå óå �ñåéò �å÷íéêÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ó�çíåðéìåñéóìÝíç áíÜëõóç: ó�çí �å÷íéêÞ �ïõ áèñïßóìá�ïò, ó�çí �å÷íéêÞ �ïõ ëïãéó�Þêáé ó�çí �å÷íéêÞ �ïõ öõóéêïý [158℄. Ç �å÷íéêÞ �ïõ öõóéêïý êáé ç �å÷íéêÞ �ïõëïãéó�Þ Ý÷ïõí ßäéá áíáëõ�éêÞ äýíáìç áëëÜ êÜèå öïñÜ åíäåßêíõ�áé ç ÷ñÞóç ìßáòåê �ùí äýï áíáëüãùò ìå �ï ðñüâëçìá. Áõ�Ýò ïé �ñåéò �å÷íéêÝò èá äïèïýí óåóõíäõáóìü ìå Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá.¸ó�ù Ýíáò óùñüò S ðïõ õðïó�çñßæåé �éò åîÞò ðñÜîåéò (äåò Ó÷Þìá 11.1):
• Push(S; x): ÂÜæåé ó�çí êïñõöÞ �ïõ óùñïý S �ï ó�ïé÷åßï x.
• Pop(S): Åðéó�ñÝöåé �ï ó�ïé÷åßï ó�çí êïñõöÞ �ïõ óùñïý S, åöüóïí ïóùñüò äåí åßíáé Üäåéïò, åíþ �áõ�ï÷ñüíùò �ï äéáãñÜöåé.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Push(S,x)

x

x=Pop(S)

x

MultiPop(S,k)

k

Ó÷Þìá 11.1: Ïé �ñåéò ðñÜîåéò ðïõ õðïó�çñßæïí�áé áðü �ï óùñü.
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• MultiPop(S; k): Åðéó�ñÝöåé �á ðñþ�á k ó�ïé÷åßá �ïõ óùñïý S, Þ ëéãü�åñááí ï óùñüò äåí ðåñéÝ÷åé �üóá ðïëëÜ, êáé �á äéáãñÜöåé áðü �ï óùñü.¸ó�ù ü�é êÜèå ðñÜîç Push êáé Pop Ý÷åé ìïíáäéáßï êüó�ïò êáé áðï�åëïýí�éò ó�ïé÷åéþäåéò ðñÜîåéò ðïõ ìå�ñïýìå ãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü �çò áðïäï�éêü�ç�áò�ïõ óùñïý. Ç ðñÜîç MultiPop(S; k) Ý÷åé êüó�ïò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò ßóï ìåk, äçëáäÞ ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç �ï êüó�ïò �çò ðñÜîçò áõ�Þò åßíáé O(n) áíó�ï óùñü âñßóêïí�áé n ó�ïé÷åßá, êáèþò åê�åëåß n ðñÜîåéò Pop. Åßíáé üìùòáõ�ü �ï åðéìåñéóìÝíï �çò êüó�ïò? ÄçëáäÞ, ðïéü åßíáé �ï óõíïëéêü êüó�ïò ìßáòïðïéáóäÞðï�å áêïëïõèßáò ðñÜîåùí P = p1; p2; : : : ; pn åðÜíù ó�ï óùñü S?Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �éò �ñåéò áõ�Ýò �å÷íéêÝò ãéá íá äåßîïõìå ü�é �ï êüó�ïòáõ�ü åßíáé åîáéñå�éêÜ ìéêñü.Ç Ôå÷íéêÞ �ïõ Áèñïßóìá�ïòÇ Ôå÷íéêÞ �ïõ Áèñïßóìá�ïò õðïëïãßæåé Ýíá Üíù üñéï T (n) ó�ï óõíïëéêü êüó�ïòìßáò áêïëïõèßáò n ðñÜîåùí (Ýíá Üèñïéóìá), êáé Ýðåé�á õðïëïãßæåé �ï ìÝóïêüó�ïò T (n)n .Ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ óùñïý, Ýó�ù ü�é T (n) åßíáé �ï êüó�ïò �çò áêïëïõèßáò�ùí n ðñÜîåùí P . �áñá�çñïýìå ü�é êÜèå öïñÜ ðïõ åéóÜãå�áé Ýíá ó�ïé÷åßïó�ï óùñü ìå ìßá ðñÜîç Push ìðïñåß íá åîá÷èåß áðü áõ�üí ìå ìßá ðñÜîç Pop ÞMultiPop. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é óå ìßá áêïëïõèßá n ðñÜîåùí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå�ï ðïëý n ðñÜîåéò Push ìáæß ìå �ï ðïëý n ðñÜîåéò Pop (åß�å áõ�Ýò åßíáé áðüìßá ðñÜîç Pop åß�å áðü ìßá ðñÜîç MultiPop). ÅðïìÝíùò, �ï êüó�ïò ãéá �çíáêïëïõèßá �ùí n ðñÜîåùí åßíáé T (n)=O(n). ¢ñá, �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò êáéãéá �éò �ñåéò ðñÜîåéò åßíáé T (n)n =O(1).Áõ�Þ ç �å÷íéêÞ áí êáé öáßíå�áé áðëÞ, ÷ñçóéìïðïéåß�áé ìüíï óå ðïëý áðëÝòðåñéð�þóåéò áöïý äåí åßíáé ðÜí�á åöéê�ü íá ìå�ñÞóïõìå �ï áêñéâÝò êüó�ïò üëùí�ùí åíäéÜìåóùí ó�áäßùí ìÝóù �ùí ïðïßùí äéÝñ÷å�áé ç äïìÞ êá�Ü �ç äéÜñêåéá�çò áêïëïõèßáò ðñÜîåùí. �éá áõ�ü �ï ëüãï äåí èá åðåê�áèïýìå ðåñáé�Ýñù óåáõ�Þ.Ç Ôå÷íéêÞ �ïõ Ëïãéó�ÞÇ Ôå÷íéêÞ �ïõ Ëïãéó�Þ ðñïóäßäåé Ýíá óõãêåêñéìÝíï êüó�ïò, �ï åðéìåñéóìÝíïêüó�ïò, óå êÜèå ðñÜîç áíåîÜñ�ç�á áðü �ï ðñáãìá�éêü �ïõò êüó�ïò. ¼�áí �ïðñáãìá�éêü êüó�ïò ìéáò ðñÜîçò åßíáé ìéêñü�åñï áðü �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò,�ü�å ç äéáöïñÜ äßíå�áé óå óõãêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá ìÝóá ó�ç äïìÞ äåäïìÝíùí ùòðßó�ùóç. ¼�áí �ï ðñáãìá�éêü êüó�ïò åßíáé ìåãáëý�åñï áðü �ï åðéìåñéóìÝíïêüó�ïò, �ü�å ÷ñçóéìïðïéåß�áé ç áðïèçêåõìÝíç ðßó�ùóç áðü êÜðïéá áðü �á ó�ïé÷åßá�çò äïìÞò ãéá íá êáëõöèåß �ï êüó�ïò. �ñïöáíþò èá ðñÝðåé �ï åðéìåñéóìÝíï



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 271êüó�ïò ìßáò ðñÜîçò íá åðéëåãåß Ý�óé þó�å ïé ðéó�þóåéò íá ìçí ãßíïí�áé ðï�Ýáñíç�éêÝò. ¸�óé åããõüìáó�å ü�é �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ìßáò ïðïéáóäÞðï�åáêïëïõèßáò ðñÜîåùí äåí èá åßíáé ðï�Ý ìéêñü�åñï áðü �ï ðñáãìá�éêü �çò êüó�ïòêáé åðïìÝíùò �ï óõíïëéêü åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ìßáò áêïëïõèßáò ðñÜîåùí öñÜóóåé�ï ðñáãìá�éêü �çò êüó�ïò.Ôï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ìéáò ðñÜîçò äßíå�áé áðü �ï Üèñïéóìá �ïõ ðñáãìá�éêïýêüó�ïõò �çò ðñÜîçò áõîçìÝíï êá�Ü �çí ðßó�ùóç ðïõ êá�áèÝ�åé Þ áðïóýñåé áðüêÜðïéá ó�ïé÷åßá ìÝóá áðü �ç äïìÞ.Åöáñìüæïí�áò �ç óõãêåêñéìÝíç �å÷íéêÞ ó�ï óùñü, áöïý �ï êÜèå ó�ïé÷åßïìðïñåß íá ëÜâåé ìÝñïò ìüíï óå äýï ðñÜîåéò, ìßáò åéóáãùãÞò ó�ï óùñü êáé ìßáòåîáãùãÞò áðü �ï óùñü, �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò a
 �ùí ðñÜîåùí êáèïñßæå�áéùò åîÞò:
• a
(Push(S; x)) = 2

• a
(Pop(S)) = 0

• a
(MultiPop(S; k)) = 0Ó�çí ïõóßá, ÷ñåþíïõìå �çí ðñÜîç Push �üóï ãéá �çí åéóáãùãÞ �ïõ ó�ïé÷åßïõüóï êáé ãéá �ç äéáãñáöÞ �ïõ áðü ìßá Pop Þ MultiPop. ÅðïìÝíùò, ïé äýï�åëåõ�áßåò ðñÜîåéò Ý÷ïõí ìçäåíéêÞ ÷ñÝùóç.¼�áí åéóÜãïõìå Ýíá ó�ïé÷åßï ìå Push ó�ï óùñü, �ü�å �ï åðéìåñéóìÝíïêüó�ïò åßíáé 2, áðü �ï ïðïßï ðëçñþíå�áé �ï ðñáãìá�éêü êüó�ïò ðïõ åßíáé 1,åíþ ðéó�þíå�áé �ï ó�ïé÷åßï ðïõ åéóÞ÷èçêå ìå 1 ìïíÜäá. ¼�áí �ï ó�ïé÷åßï áõ�üèá åîá÷èåß ìå Pop Þ MultiPop, �ü�å áðü �çí ðßó�ùóÞ �ïõ ðëçñþíå�áé ç ðñÜîçåîáãùãÞò. ÅðïìÝíùò, ìå âÜóç �çí ðñïçãïýìåíç êá�áíïìÞ �ïõ åðéìåñéóìÝíïõêüó�ïõò, êáëýð�å�áé �ï ðñáãìá�éêü êüó�ïò üëùí �ùí ðñÜîåùí. Ïé ðéó�þóåéòðï�Ý äåí ãßíïí�áé áñíç�éêÝò, êáé åðïìÝíùò �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ìßáò áêïëïõèßáòðñÜîåùí öñÜóóåé �ï ðñáãìá�éêü êüó�ïò áõ�Þò �çò áêïëïõèßáò. ¢ñá, ãéá nðñÜîåéò �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò åßíáé �ï ðïëý 2n êáé �åëéêÜ �ï åðéìåñéóìÝíïêüó�ïò êÜèå ðñÜîçò åßíáé 2nn =2=O(1).Ç äõóêïëßá áõ�Þò �çò �å÷íéêÞò Ýãêåé�áé ó�ç óùó�Þ áí�éó�ïß÷éóç �ùí åðéìåñéóìÝíùíêïó�þí óå êÜèå ðñÜîç.Ç Ôå÷íéêÞ �ïõ ÖõóéêïýÓ�çí Ôå÷íéêÞ �ïõ Ëïãéó�Þ ïé ðéó�þóåéò áí�éó�ïé÷ïýóáí óå ðñïðëçñùìÝíç åñãáóßáðïõ Ý÷åé ãßíåé ãéá êÜèå ó�ïé÷åßï �çò äïìÞò äåäïìÝíùí. Ó�ç Ôå÷íéêÞ �ïõÖõóéêïý, ïé ðéó�þóåéò áí�éó�ïé÷ïýí ó�ï äõíáìéêü �çò äïìÞò äåäïìÝíùí þó�åíá ðëçñþóåé ìåëëïí�éêÝò ðñÜîåéò. Áí ìßá ðñÜîç åßíáé áêñéâÞ, �ü�å �ï äõíáìéêü



272 ÊåöÜëáéï 11. ÅðéìåñéóìÝíç ÁíÜëõóçèá ìåéùèåß áñêå�Ü þó�å íá êáëõöèåß �ï êüó�ïò �çò, åíþ áí åßíáé öèçíÞ, �ü�å�ï äõíáìéêü èá áõîçèåß þó�å íá êáëýøåé �éò ìåëëïí�éêÝò áêñéâÝò ðñÜîåéò. Ôïäõíáìéêü ëïéðüí ðñïóÜð�å�áé óå üëç �ç äïìÞ äåäïìÝíùí êáé ü÷é óå êÜèå ó�ïé÷åßï�çò äïìÞò îå÷ùñéó�Ü êáé õðïäçëþíåé �çí åõ÷Ýñåéá �çò äïìÞò íá åê�åëÝóåéòáêñéâÝò ðñÜîåéò.�éï óõãêåêñéìÝíá, Ýó�ù ç áêïëïõèßá ðñÜîåùí P = p1; p2; : : : ; pn êáé Ýó�ùü�é ìå Di áíáðáñéó�ïýìå �ç äïìÞ Ýðåé�á áðü �çí åöáñìïãÞ �çò ðñÜîçò pi. ¸ó�ù
D0 ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �çò äïìÞò. Ç óõíÜñ�çóç äõíáìéêïý Φ áí�éó�ïé÷åß êÜèåäïìÞ Di óå Ýíáí ðñáãìá�éêü áñéèìü Φ(Di) ðïõ åßíáé �ï äõíáìéêü �çò äïìÞòäåäïìÝíùí Di.

Φ : Di → ℜÔï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò a
i �çò i-ïó�Þò ðñÜîçò éóïý�áé ìå �ï ðñáãìá�éêü �çòêüó�ïò 
i áõîçìÝíï êá�Ü �ç ìå�áâïëÞ �ïõ äõíáìéêïý �çò äïìÞò. ÄçëáäÞ:a
i = 
i + Φ(Di)− Φ(Di−1) (11.1)Ôï óõíïëéêü åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ãéá n ðñÜîåéò åßíáé:n
∑i=1

a
i =
n
∑i=1

(
i + Φ(Di)− Φ(Di−1))êáé áöïý �ï Üèñïéóìá �ùí Φ åßíáé �çëåóêïðéêü:n
∑i=1

a
i =

n
∑i=1


i + Φ(Dn)− Φ(D0)�ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò åßíáé ßóï ìå �ï ðñáãìá�éêü êüó�ïòáõîçìÝíï êá�Ü �ç ìå�áâïëÞ �ïõ äõíáìéêïý áðü �çí D0 ó�çí Dn. Áí èÝëïõìå�ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò íá öñÜóóåé �ï ðñáãìá�éêü êüó�ïò, èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé
Φ(Dn) ≥ Φ(D0). ÌÜëéó�á, ãåíéêþò èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé Φ(Di) ≥ Φ(D0), áöïýãåíéêÜ äåí ãíùñßæïõìå �ï ìÞêïò �çò áêïëïõèßáò ðñÜîåùí. ÓõíÞèùò Φ(D0) = 0êáé åðïìÝíùò èá ðñÝðåé áðëþò íá éó÷ýåé Φ(Di) ≥ 0.Áò äïýìå ðùò åöáñìüæå�áé ç óõãêåêñéìÝíç �å÷íéêÞ ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõóùñïý. Ïñßæïõìå �ç óõíÜñ�çóç Φ(S) íá åßíáé ßóç ìå �ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùíðïõ åßíáé áðïèçêåõìÝíá ó�ï S. Áñ÷éêÜ ï óùñüò S åßíáé êåíüò, ïðü�å Φ(S0) = 0.Áí ï óùñüò Si Ý÷åé (ìå�Ü �çí ðñÜîç pi) ` ó�ïé÷åßá, �ü�å �ï äõíáìéêü åßíáé èå�éêüáöïý Φ(Si) = ` > 0 êáé Üñá éó÷ýåé Φ(Si) ≥ 0 ãéá êÜèå i.�ñï÷ùñïýìå ó�çí áíÜëõóç �ùí ðñÜîåùí. ¸ó�ù ü�é ðñéí �çí åê�Ýëåóç �çòi-ïó�Þò ðñÜîçò õðÜñ÷ïõí ` ó�ïé÷åßá ìÝóá ó�ï óùñü Si−1. Áí ç i-ïó�Þ ðñÜîç



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 273åßíáé ç Push(Si−1; x), �ü�å ç ìå�áâïëÞ �ïõ äõíáìéêïý åßíáé:
Φ(Si)− Φ(Si−1) = `+ 1− ` = 1êáé åðïìÝíùò �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò a
pui �çò Push(S; x) èá åßíáé:a
pui = 
pui + 1 = 1 + 1 = 2üðïõ 
pui åßíáé �ï ðñáãìá�éêü �çò êüó�ïò. Ôï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ëïéðüí åßíáéO(1).Áí�ßó�ïé÷á ãéá �çí Pop(S) ç ìå�áâïëÞ �ïõ äõíáìéêïý åßíáé:

Φ(Si)−Φ(Si−1) = `− 1− ` = −1êáé åðïìÝíùò �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò a
poi �çò Pop(S) èá åßíáé:a
poi = 
poi − 1 = 1− 1 = 0üðïõ 
poi åßíáé �ï ðñáãìá�éêü �çò êüó�ïò. ¢ñá, �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò åßíáéO(1).ÔÝëïò, ãéá �çí Multipop(S; k) ç ìå�áâïëÞ �ïõ äõíáìéêïý åßíáé:
Φ(Si)− Φ(Si−1) = `− k − ` = −káöïý áðü �çí Si−1 áöáéñïýìå k ó�ïé÷åßá óõíïëéêÜ ãéá íá êá�áëÞîïõìå ó�çí Si,êáé åðïìÝíùò �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò a
mpi �çò Multipop(S; k) èá åßíáé:a
mpi = 
mpi − k = k − k = 0üðïõ 
mpi åßíáé �ï ðñáãìá�éêü �çò êüó�ïò. Óõíåðþò, �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïòåßíáé O(1).ÅðïìÝíùò áðïäåßîáìå êáé ìå �ç ìÝèïäï �ïõ öõóéêïý ü�é üëåò ïé ðñÜîåéò ó�ïóùñü S Ý÷ïõí åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò O(1), ðáñü�é êÜðïéåò áðü áõ�Ýò �éò ðñÜîåéòìðïñïýí íá Ý÷ïõí ðïëý ìåãáëý�åñï êüó�ïò.11.3 Äõíáìéêïß �ßíáêåòÓå ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò (ãéá ðáñÜäåéãìá, ó�ïí êá�áêåñìá�éóìü ìå áíïéê�Þ äéåýèõíóç,äåò ÊåöÜëáéï 8.9) äåí ãíùñßæïõìå åê �ùí ðñï�Ýñùí �ï ðëÞèïò �ùí ó�ïé÷åßùíðïõ ðñÝðåé íá áðïèçêåõèïýí óå Ýíáí ðßíáêá. Áõ�ü ãßíå�áé ãéá�ß õðïó�çñßæïí�áéðñÜîåéò åéóáãùãÞò íÝùí ó�ïé÷åßùí ó�ïí ðßíáêá, êáèþò êáé ðñÜîåéò äéáãñáöÞò



274 ÊåöÜëáéï 11. ÅðéìåñéóìÝíç ÁíÜëõóçó�ïé÷åßùí áðü �ïí ðßíáêá. �ñïóï÷Þ üìùò ãéá�ß äåí ìáò åíäéáöÝñïõí ïé ëåð�ïìÝñåéåòõëïðïßçóçò �ùí äýï áõ�þí ðñÜîåùí, ðáñÜ ìüíï ïé åðéð�þóåéò �ïõò óå ó÷Ýóç ìå�ïí åëåýèåñï ÷þñï �ïõ ðßíáêá. Ôï ìÝãåèïò �ïõ ðßíáêá åî ïñéóìïý åßíáé ó�á�éêüêáé äåí ìå�áâÜëëå�áé áöïý �ï ëåé�ïõñãéêü óýó�çìá äåóìåýåé óõíå÷üìåíåò èÝóåéòìíÞìçò ãéá áõ�üí êáé äåí ðñïóöÝñåé êáìßá åããýçóç üóïí áöïñÜ ó�ç ìå�áâïëÞ�ïõ ìåãÝèïõò �ïõ. Èåùñïýìå, ëïéðüí, ü�é �ï êüó�ïò äÝóìåõóçò ìíÞìçò åßíáéO(1). �éá áõ�ü áêñéâþò �ï ëüãï èá ðñÝðåé íá õðïó�çñßîïõìå Ýíá ìç÷áíéóìüáí�éãñáöÞò åíüò ðßíáêá óå Ýíá íÝï ðßíáêá åß�å ü�áí ï áñ÷éêüò ðßíáêáò äåí Ý÷åéÜëëåò èÝóåéò åß�å ü�áí åßíáé ðïëý êåíüò.Ó�çí ðñïêåéìÝíç ðåñßð�ùóç Ý÷ïõìå äýï äéáöïñå�éêÜ öáéíüìåíá ðïõ ðñÝðåéíá éóïññïðÞóïõìå. Áðü �ç ìßá, áí åðéëÝîïõìå ìåãÜëï ìÝãåèïò ðßíáêá þó�åíá Ý÷ïõìå ðïëý ÷þñï åëåýèåñï, �ü�å ç óðá�Üëç ÷þñïõ åßíáé ìåãÜëç. Áðü �çíÜëëç, áí ï ðßíáêáò åßíáé ðÜí�ï�å ðëÞñçò, �ü�å ç åéóáãùãÞ åíüò íÝïõ ó�ïé÷åßïõáðáé�åß �ç äçìéïõñãßá åíüò íÝïõ ðßíáêá ìå ìÝãåèïò êá�Ü 1 ìåãáëý�åñï, þó�åíá ÷ùñÝóåé �ï íÝï ó�ïé÷åßï. Óå áõ�Þ �ç ðåñßð�ùóç äåí Ý÷ïõìå óðá�Üëç ÷þñïõáëëÜ óå êÜèå åéóáãùãÞ íÝïõ ó�ïé÷åßïõ õðï÷ñåïýìáó�å íá áí�éãñÜöïõìå üëï�ïí ðßíáêá.Ç äéáäéêáóßá åðÝê�áóçò åíüò ðßíáêá T åðé�Üóóåé �ç äçìéïõñãßá åíüò íÝïõìåãáëý�åñïõ ðßíáêá T ′ üðïõ áí�éãñÜöïí�áé �á ó�ïé÷åßá �ïõ T . ¸ðåé�á áðü�ç äéáäéêáóßá åðÝê�áóçò ï T áðïññßð�å�áé, åíþ ï T ′ èá Ý÷åé ÷þñï ãéá íÝáó�ïé÷åßá. Ç äéáäéêáóßá óýí�ìçóçò åíüò ðßíáêá T åðé�Üóóåé �ç äçìéïõñãßá åíüòíÝïõ ìéêñü�åñïõ ðßíáêá T ′ üðïõ áí�éãñÜöïí�áé �á ó�ïé÷åßá �ïõ T . ¸ðåé�á áðü�ç äéáäéêáóßá óýí�ìçóçò ï T áðïññßð�å�áé åíþ ï T ′ äåí èá Ý÷åé �üóï ìåãÜëçóðá�Üëç ÷þñïõ üðùò ï T . Ó�ï Ó÷Þìá 11.2 öáßíïí�áé ïé äéáäéêáóßåò åðÝê�áóçòêáé óýí�ìçóçò. Ôá ãåìÜ�á êåëéÜ åßíáé óêéáóìÝíá, åíþ �á ëåõêÜ åßíáé êåíÜ.ÅðéðëÝïí, åðÜíù áðü êÜèå ðßíáêá öáßíå�áé ç ðëçñü�ç�Ü �ïõ.
.   .   . .   .   .T

.   .   . .   .   .T

n  -

n/2
n/2 

.   .   . .   .   .T

.   .   . .   .   .T

n
n/2

n/2
n/4

(T)=1

(T)=0,5

(T )=0,67

(T )=0,67

Ó÷Þìá 11.2: Ïé ðñÜîåéò åðÝê�áóçò êáé óýí�ìçóçò óå Ýíáí ðßíáêá.Ç ëýóç óå áõ�ü �ï ðñüâëçìá åßíáé íá óõíäõÜóïõìå áõ�Ýò �éò äýï áêñáßåòëýóåéò. ¸ó�ù Ýíáò ðßíáêáò T ìå ìÝãåèïò n, ï ïðïßïò ðåñéÝ÷åé m ó�ïé÷åßá.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 275Ïñßæïõìå �çí ðëçñü�ç�á �(T ) �ïõ ðßíáêá T ùò �ï ëüãï �ùí ó�ïé÷åßùí ó�ïíðßíáêá T ðñïò �ï óõíïëéêü �ïõ ÷þñï, äçëáäÞ �(T ) = mn (äåò Ó÷Þìá 11.2).Áðáé�ïýìå ç ðëçñü�ç�á åíüò ðßíáêá íá âñßóêå�áé ìÝóá óå Ýíá äéÜó�çìá, þó�åíá åîáóöáëßóïõìå ü�é ï ðßíáêáò ïý�å èá åßíáé ðïëý êåíüò áëëÜ äåí èá åßíáé êáéðïëý ðëÞñçò. ÅðïìÝíùò èá ðñÝðåé:� ≤ �(T ) ≤ �üðïõ � < � ≤ 1. Áí �(T ) = � �ü�å ï ðßíáêáò Ý÷åé õðåñ÷åéëßóåé êáé �ïíåðåê�åßíïõìå äçìéïõñãþí�áò Ýíá íÝï ðßíáêá T ′ ìåãÝèïõò 2��+�n. Áí�éó�ïß÷ùò,ü�áí �(T ) = �, �ü�å ï ðßíáêáò T ′ åßíáé áñáéüò êáé èá ðñÝðåé íá óõí�ìçèåßóå Ýíáí ðßíáêá T ′ ìåãÝèïõò 2��+�n. Ç åðéëïãÞ áõ�Þ ùò ðñïò �ï íÝï ìÝãåèïò�ïõ ðßíáêá ãßíå�áé þó�å ç ðëçñü�ç�á �ïõ íÝïõ ðßíáêá íá éóáðÝ÷åé áðü �éò äýïáêñáßåò êá�áó�Üóåéò ðïõ áíáðáñßó�áí�áé áðü �á � êáé �, äçëáäÞ íá éó÷ýåé�(T ′) = �+�
2 áìÝóùò ìå�Ü �çí åðÝê�áóç Þ �ç óýí�ìçóç.Ç ðïëõðëïêü�ç�á ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò ãéá êÜèå ðñÜîç ó�ïí ðßíáêá (åéóáãùãÞÞ äéáãñáöÞ ó�ïé÷åßïõ) ùò ðñïò �ç äéá÷åßñéóç �ïõ ðßíáêá åßíáé O(n) áöïý ó�ç÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç èá ðñÝðåé íá áí�éãñÜøïõìå Ýíáí ðßíáêá ìåãÝèïõò O(n) óåêÜðïéïí Üëëïí. �ïéï åßíáé üìùò �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò? Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�éò �å÷íéêÝò �ïõ ëïãéó�Þ êáé �ïõ öõóéêïý ãéá íá �ï õðïëïãßóïõìå ãéá �çíðåñßð�ùóç üðïõ � = 0; 5 êáé � = 1, äçëáäÞ ãéá �çí ðåñßð�ùóç üðïõ ï ðßíáêáòìðïñåß íá åßíáé áðü ìéóïÜäåéïò ìÝ÷ñé �åëåßùò ãåìÜ�ïò.Ç Ôå÷íéêÞ �ïõ Ëïãéó�ÞÎåêéíþí�áò ìå �çí Ôå÷íéêÞ �ïõ Ëïãéó�Þ, ç éäÝá åßíáé ü�é áêñéâþò ðñéí áðü êÜèåðñÜîç óýí�ìçóçò Þ åðÝê�áóçò êÜèå êåëß èá Ý÷åé ðßó�ùóç ðïõ ó�ï óýíïëü �çòèá åßíáé éêáíÞ íá êáëýøåé áõ�Þí �çí áêñéâÞ ðñÜîç. Áõ�Þ ç ðßó�ùóç óå êÜèå êåëß�ïõ ðßíáêá T ðñïêýð�åé áðü �éò ðñÜîåéò äéáãñáöÞò Þ åéóáãùãÞò åíüò ó�ïé÷åßïõ.ÓõãêåêñéìÝíá, èÝ�ïõìå �á åîÞò åðéìåñéóìÝíá êüó�ç ãéá êÜèå ðñÜîç:

• a
(Delete) = 3

• a
(Insert) = 5�þò ðñïÝêõøáí üìùò áõ�Ü �á êüó�ç? Ç éäÝá âáóßæå�áé ó�ï ãåãïíüò ü�é ïðßíáêáò Ô ìåãÝèïõò n ðïõ ðñïÞëèå áðü ìßá óýí�ìçóç Þ åðÝê�áóç èá ÷ñåéáóèåß�ïõëÜ÷éó�ïí n
4 ðñÜîåéò åéóáãùãÞò Þ äéáãñáöÞò ðñéí åðáíáóõí�ìçèåß (m = n

2 ) Þåðáíáåðåê�áèåß (m = n). ÅðïìÝíùò, óå áõ�ü �ï äéÜó�çìá èá ðñÝðåé ç óõíïëéêÞðßó�ùóç íá ìðïñåß íá êáëýøåé �ç óýí�ìçóç Þ �çí åðÝê�áóç.�éá �çí ðñÜîç �çò åéóáãùãÞò, äéáêñßíïõìå äýï ðåñéð�þóåéò. Ó�çí ðñþ�çðåñßð�ùóç, ìå�Ü �çí åéóáãùãÞ éó÷ýåé m < n, êáé åðïìÝíùò äåí áðáé�åß�áé



276 ÊåöÜëáéï 11. ÅðéìåñéóìÝíç ÁíÜëõóçåðÝê�áóç. Óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç �ï ðñáãìá�éêü êüó�ïò �çò ðñÜîçò åßíáé 1 êáéáðïìÝíåé ðßó�ùóç ãéá �çí åéóáãùãÞ ßóç ìå 4, áðü �çí ïðïßá 1 ðñïóÜð�å�áé ó�ïêåëß ðïõ Ýãéíå ç åéóáãùãÞ, åíþ �á õðüëïéðá 3 ðñïóÜð�ïí�áé óå êåëéÜ ðïõ Ý÷ïõíìçäåíéêÞ ðßó�ùóç åéóáãùãÞò (áíåîÜñ�ç�á áí Ý÷ïõí ó�ïé÷åßá Þ ü÷é). ¼�áím = n, �ü�å áðáé�åß�áé íá ãßíåé åðÝê�áóç �ïõ ðßíáêá óå Ýíá íÝï ðßíáêá T ′ìåãÝèïõò 4n
3 . Ôï êüó�ïò ãéá �çí áí�éãñáöÞ �ïõ T ó�ïí T ′ åßíáé ßóï ìå n (�ïðëÞèïò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ T ) êáé êáëýð�å�áé áðü �éò ðéó�þóåéò ðïõ Ý÷ïõí �áó�ïé÷åßá �ïõ T . Ïé ðéó�þóåéò öèÜíïõí áöïý áðáé�ïýí�áé �ïõëÜ÷éó�ïí n

4 ðñÜîåéòåéóáãùãÞò üðïõ ç êÜèå ìßá ðáñÝ÷åé ðßó�ùóç 4, ðïõ óçìáßíåé óõíïëéêÞ ðßó�ùóçßóç ìå n (üóï äçëáäÞ êáé �ï êüó�ïò �çò åðÝê�áóçò). Ôï óýíïëï �ùí ðéó�þóåùíó�ïí T ′ åßíáé 0. ÅðïìÝíùò, ïé ðéó�þóåéò ðï�Ý äåí ãßíïí�áé áñíç�éêÝò, êáé Üñá �ïåðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ìßáò áêïëïõèßáò ðñÜîåùí öñÜóóåé �ï ðñáãìá�éêü êüó�ïòáõ�Þò �çò áêïëïõèßáò.�éá �çí ðñÜîç �çò äéáãñáöÞò, äéáêñßíïõìå ðÜëé äýï ðåñéð�þóåéò. ¼�áím > n
2 , áðü �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ðëçñþíïõìå �ï ðñáãìá�éêü êüó�ïò ðïõåßíáé ßóï ìå 1 êáé �ï õðüëïéðï 2 êá�áíÝìå�áé ó�á ðñþ�á (áðü áñéó�åñÜ) êåëéÜ�ïõ ðßíáêá Ô ðïõ Ý÷ïõí ìçäåíéêÞ ðßó�ùóç. ¼�áí m = n

2 , �ü�å äçìéïõñãïýìåÝíá íÝï ðßíáêá T ′ ìåãÝèïõò 3n
4 êáé áí�éãñÜöïõìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ T ó�ïí T ′.Ôï êüó�ïò �çò óýí�ìçóçò åßíáé n2 (üóá êáé �á ó�ïé÷åßá �ïõ T ) êáé êáëýð�ïí�áé÷ñçóéìïðïéþí�áò �éò ðéó�þóåéò �ùí ðñþ�ùí n

2 êåëéþí. Ï íÝïò ðßíáêáò T ′Ý÷åé óýíïëï ðéó�þóåùí ßóï ìå 0. ÅðïìÝíùò, ïé ðéó�þóåéò ðï�Ý äåí ãßíïí�áéáñíç�éêÝò, êáé Üñá �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ìßáò áêïëïõèßáò ðñÜîåùí öñÜóóåé�ï ðñáãìá�éêü êüó�ïò áõ�Þò �çò áêïëïõèßáò.�ñïçãïõìÝíùò, èåùñÞóáìå ü�é ïé áêïëïõèßåò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò åßíáéü�áí Ý÷ïõìå åß�å óõíå÷üìåíåò åéóáãùãÝò åß�å óõíå÷üìåíåò äéáãñáöÝò. Áõ�üåßíáé ëïãéêü óõìðÝñáóìá áí êáíåßò ëÜâåé õðüøç �ïõ ü�é óå ìßá áêïëïõèßá ðïõêõñéáñ÷åß�áé áðü äéáãñáöÝò, ïé åéóáãùãÝò áðëþò êáèõó�åñïýí �ç óýí�ìçóç êáéäßíïõí åðéðëÝïí ðéó�þóåéò, åíþ �ï ßäéï éó÷ýåé êáé ó�çí ðåñßð�ùóç áêïëïõèßáòðïõ êõñéáñ÷åß�áé áðü åéóáãùãÝò. ÅðïìÝíùò, áêïëïõèßåò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí êáé �éòäýï ðñÜîåéò åßíáé óßãïõñá âïëéêü�åñåò óå ó÷Ýóç ìå áêïëïõèßåò ðïõ áðï�åëïýí�áéìüíï áðü åéóáãùãÝò Þ äéáãñáöÝò.Óõìðåñáóìá�éêÜ, ãéá ìßá áêïëïõèßá n ðñÜîåùí, �ï ìÝãéó�ï åðéìåñéóìÝíïêüó�ïò åßíáé max{3; 5}n = 5n, êáé Üñá �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ãéá êÜèå ðñÜîçåßíáé 5nn =O(1).Ç Ôå÷íéêÞ �ïõ ÖõóéêïýÈá áðïäþóïõìå ìßá óõíÜñ�çóç äõíáìéêïý ó�ïí ðßíáêá T ðïõ íá áíáðáñéó�Ü�ç äõíá�ü�ç�á �ïõ T íá ðëçñþóåé áêñéâÝò ðñÜîåéò. �ñþ�á èá óõæç�Þóïõìå



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 277�ç äéáßóèçóç ðßóù áðü �çí åðéëïãÞ áõ�Þò �çò óõíÜñ�çóçò. Èá èÝëáìå áõ�Þ çóõíÜñ�çóç íá åßíáé 0, ü�áí ï ðßíáêáò ìåãÝèïõò n Ý÷åé ðëçñü�ç�á áêñéâþò ßóçìå 3
4 . Áí ç ðëçñü�ç�á �åßíåé åß�å ðñïò �ï 1

2 åß�å ðñïò �ï 1, �ü�å ç óõíÜñ�çóçíá Ý÷åé �Ý�ïéá �éìÞ ðïõ íá ìðïñåß íá êáëýøåé �ï êüó�ïò ãéá �çí åðÝê�áóç Þ �çóýí�ìçóç �ïõ ðßíáêá.¸ó�ù ü�é ìå Ti áíáðáñéó�ïýìå �ïí ðßíáêá Ýðåé�á áðü �çí i-ïó�Þ ðñÜîç óåáõ�üí êáé Ýó�ù ü�émi åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí ó�ïé÷åßùí ðïõ áðïèçêåýåé. Ç åðüìåíçóõíÜñ�çóç Φ(Di) ãéá �ïí ðßíáêá Ôi åããõÜ�áé ü�é �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ðÜí�áèá êáëýð�åé �ï ðñáãìá�éêü êüó�ïò { áðü åäþ êáé ó�ï åîÞò èá áíáðáñéó�ïýìåìå Φi �ï Φ(Di):
Φi =







4 ·
(mi − 3n

4

) áí mi > 3n
4

2 ·
(

3n
4 −mi) áí mi < 3n

4
0 áí mi = 3n

4Ç óõíÜñ�çóç äõíáìéêïý ðï�Ý äåí ãßíå�áé áñíç�éêÞ êáé åðïìÝíùò �ï åðéìåñéóìÝíïêüó�ïò ðïõ èá õðïëïãßóïõìå áðï�åëåß Üíù öñÜãìá ó�ï ðñáãìá�éêü êüó�ïò �ùíðñÜîåùí.Èá ìéëÞóïõìå îå÷ùñéó�Ü ãéá êÜèå ðñÜîç. Áí ç i-ïó�Þ ðñÜîç åßíáé ç åéóáãùãÞêáé �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò �çò åßíáé a
insi , åíþ �ï ðñáãìá�éêü �çò êüó�ïò åßíáé
insi , �ü�å äéáêñßíïõìå äýï ðåñéð�þóåéò:1. mi < n. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ï ðßíáêáò äåí ÷ñåéÜæå�áé åðÝê�áóç. Áími > 3n
4 , �ü�å �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò åßíáé:a
insi = 
insi +Φi−Φi−1 = 1+4

(mi−1 + 1− 3n
4

)

−4

(mi−1 −
3n
4

)

= 1+4 = 5åíþ áí mi < 3n
4 , �ü�å �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò åßíáé:a
insi = 
insi +Φi−Φi−1 = 1+2

(

3n
4
−mi−1 − 1

)

−2

(

3n
4
−mi−1

)

= 1−2 = −1Ôï áñíç�éêü åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò äçëþíåé ü�é áí mi < 3n
4 , �ü�å ìßáåéóáãùãÞ áðïìáêñýíåé áðü �ç óýí�ìçóç êáé Üñá åßíáé âïëéêü ãéá �ïíðßíáêá.2. m = n. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ï ðßíáêáò ÷ñåéÜæå�áé åðÝê�áóç. ÔïåðéìåñéóìÝíï êüó�ïò åßíáé:a
insi = 
insi +Φi−Φi−1 = (n+1)+4

(n− 3

4

4n
3

)

−4

(n− 1− 3n
4

)

= 5



278 ÊåöÜëáéï 11. ÅðéìåñéóìÝíç ÁíÜëõóçüóï äçëáäÞ êáé �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ìßáò áðëÞò åéóáãùãÞò ÷ùñßòåðÝê�áóç.ÕðïèÝ�ïí�áò ü�é ç i-ïó�Þ ðñÜîç åßíáé äéáãñáöÞ èåùñïýìå ü�é �ï åðéìåñéóìÝíïêüó�ïò åßíáé a
deli êáé ü�é �ï ðñáãìá�éêü åßíáé 
deli . Êáé óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóçäéáêñßíïõìå äýï ðåñéð�þóåéò:1. mi > n
2 . Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ï ðßíáêáò äåí ÷ñåéÜæå�áé ìåßùóç. Áími < 3n
4 , �ü�å �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò åßíáé:a
deli = 
deli +Φi−Φi−1 = 1+2

(

3n
4
− (mi−1 − 1)

)

−2

(

3n
4
−mi−1

)

= 3åíþ áí mi > 3n
4 , �ü�å �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò åßíáé:a
deli = 
deli +Φi−Φi−1 = 1+4

(mi−1 − 1− 3n
4

)

−4

(mi−1 −
3n
4

)

= −3Ôï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò åßíáé áñíç�éêü áöïý ìßá äéáãñáöÞ ü�áí mi > 3n
4áðïìáêñýíåé �ïí ðßíáêá áðü �çí áêñáßá ðåñßð�ùóç üðïõ åßíáé �åëåßùòðëÞñçò.2. mi = n

2 . Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ï ðßíáêáò ÷ñåéÜæå�áé óýí�ìçóç. ÔïåðéìåñéóìÝíï êüó�ïò åßíáé:a
deli = 
deli +Φi−Φi−1 =
(n

2
+ 1
)

+2

(

3

4

2n
3
− n

2

)

−2

(

3n
4
−
(n

2
+ 1
)

)

= 3üóï äçëáäÞ êáé �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ìßáò áðëÞò äéáãñáöÞò ÷ùñßò óýí�ìçóç.Áöïý ç óõíÜñ�çóç äõíáìéêïý äåí åßíáé ðï�Ý áñíç�éêÞ, ðñïêýð�åé ü�é �ïåðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ìßáò áêïëïõèßáò n ðñÜîåùí öñÜóóåé �ï ðñáãìá�éêü êüó�ïò�çò ßäéáò áêïëïõèßáò. ÅðïìÝíùò, �ï ìÝãéó�ï êüó�ïò áõ�Þò �çò áêïëïõèßáò èáåßíáé 5n - áöïý ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç åßíáé üëåò åéóáãùãÝò ìå �ï ìåãáëý�åñïåðéìåñéóìÝíï êüó�ïò. ¢ñá, �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò êÜèå ðñÜîçò åßíáé 5nn =O(1).ÅðïìÝíùò, áí êáé áõ�Þ ç õëïðïßçóç �ùí äõíáìéêþí ðéíÜêùí Ý÷åé êüó�ïò÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò ßóï ìå O(n) �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò åßíáé ìüëéò O(1)êáé áõ�ü ãéá�ß ïé áêñéâÝò ðñÜîåéò åßíáé ðïëý ëéãü�åñåò óå ó÷Ýóç ìå �ï ðëÞèïò�ùí öèçíþí ðñÜîåùí óå ïðïéáäÞðï�å áêïëïõèßá ðñÜîåùí.



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 27911.4 Áõ�ïñãáíïýìåíåò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùíÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á èá åîå�Üóïõìå ìéá êá�çãïñßá äïìþí ðïõ êáëïýí�áé áõ�ïñãáíïýìåíåòäïìÝò äåäïìÝíùí (self-organizing). Ïé áõ�ïñãáíïýìåíåò äïìÝò áðï�åëïýí êïìøÝòëýóåéò ó�ï ðñüâëçìá �ïõ ëåîéêïý (åýñåóç - äéáãñáöÞ - åéóáãùãÞ), ü�áí �áó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ S Ý÷ïõí óõ÷íü�ç�åò ðñüóâáóçò ïé ïðïßåò ìðïñïýí íáìå�áâÜëëïí�áé êá�Ü �ç äéÜñêåéá �çò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ (on-line). ÅðåéäÞ�á ó�ïé÷åßá Ý÷ïõí óõãêåêñéìÝíåò óõ÷íü�ç�åò ðñüóâáóçò, ïé áõ�ïñãáíïýìåíåòäïìÝò öñïí�ßæïõí íá ïñãáíþíïõí �çí áðïèÞêåõóç �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S ìå �ñüðïþó�å �á ó�ïé÷åßá ðïõ Ý÷ïõí ìåãÜëç óõ÷íü�ç�á ðñüóâáóçò íá âñßóêïí�áé êïí�Üó�ï óçìåßï ðñüóâáóçò. ÓõãêåêñéìÝíá, ðñüóâáóç ó�ï ó�ïé÷åßï xi èá ðñïêáëÝóåéìå�áêßíçóÞ �ïõ ó�ï óçìåßï ðñüóâáóçò. Áõ�Þ ç �áê�éêÞ êÜíåé öèçíü�åñåò �éòåðüìåíåò ðñïóâÜóåéò ó�ï xi.Ïé áõ�ïñãáíïýìåíåò äïìÝò äåí äéá�çñïýí êÜðïéá óáöÞ ðëçñïöïñßá ó÷å�éêáìå �á ó�ïé÷åßá, üðùò ç óõ÷íü�ç�á ðñüóâáóçò. Áõ�ü áðü �ç ìéá ðáñÝ÷åé ìéêñü�åñçåðéâÜñõíóç ÷þñïõ áëëÜ Ý÷åé óáí óõíÝðåéá íá ìçí ðáñÝ÷ïí�áé åããõÞóåéò ãéá�çí ðïëõðëïêü�ç�á êÜðïéáò ðñÜîçò ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç. �áñüë" áõ�Ü, çåðéìåñéóìÝíç ðïëõðëïêü�ç�á �ùí ðñÜîåùí åßíáé áí�áãùíéó�éêÞ �ùí óõíçèéóìÝíùíó�á�éêþí äïìþí. Åðßóçò ïé áõ�ïñãáíïýìåíåò äïìÝò ìðïñïýí íá ðñïóáñìüæïí�áéó�éò áëëáãÝò �ùí éäéï�Þ�ùí �çò åéóüäïõ, Ý÷ïí�áò üìùò óáí ìåéïíÝê�çìá ü�éêÜèå �ïõò ðñÜîç åðéâáñýíå�áé áðü �á Ýîïäá áíáäéïñãÜíùóçò �çò äïìÞò (ìå�áêßíçóçó�ïé÷åßùí ó�ï óçìåßï ðñüóâáóçò). ¸íá âáóéêü ÷áñáê�çñéó�éêü �ùí áõ�ïñãáíïýìåíùíäïìþí åßíáé ü�é åßíáé åýêïëåò ó�çí õëïðïßçóç.Íá óçìåéùèåß ü�é ïé äïìÝò ðïõ åîå�Üæïí�áé, õðïó�çñßæïõí ðñÜîåéò ëåîéêþí.Óå áõ�Þ �çí åíü�ç�á èá åîå�Üóïõìå äýï áõ�ïñãáíïýìåíåò äïìÝò: �çí áõ�ïñãáíïýìåíçãñáììéêÞ ëßó�á êáé �á áñèñùìÝíá äÝí�ñá, ìáæß ìå �çí åðéìåñéóìÝíç áíÜëõóç�ùí ðñÜîåùí óå áõ�Ýò.11.4.1 Áõ�ïñãáíïýìåíåò �ñáììéêÝò Ëßó�åò�ñüêåé�áé ãéá ðïëý áðëÝò ãñáììéêÝò ëßó�åò ðïõ áðïèçêåýïõí ó�ïé÷åßá �ïõóõíüëïõ S = {x1; : : : ; xn}, õðïêåßìåíá ó�éò ðñÜîåéò �ïõ ëåîéêïý, a

ess(x),ins(x) êáé del(x). Ïé ëßó�åò ìðïñïýí íá õëïðïéçèïýí ìå ïðïéïäÞðï�å ãíùó�ü�ñüðï, ìå óõíäåäåìÝíç ëßó�á Þ ìå �ç ÷ñÞóç ðßíáêá.�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù, ü�é óå ìßá ëßó�á ãßíïí�áé áíáæç�Þóåéò ìå äéáöïñå�éêÞðéèáíü�ç�á ðñïóðÝëáóçò óå êÜèå êüìâï êáé ü�é ç ðéèáíü�ç�á ðñïóðÝëáóçò �ïõi-ïó�ïý êüìâïõ, pi, åßíáé ãíùó�Þ åê �ùí ðñï�Ýñùí. Åßíáé åõíüç�ï ü�é ç åðßäïóçèá âåë�éùèåß áí ïé êüìâïé äéá�á÷èïýí êá�Ü öèßíïõóá ðéèáíü�ç�á åðßóêåøçò.�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é ç ðéèáíü�ç�á åðßóêåøçò �ïõ i-ïó�ïý êüìâïõ ìßáò



280 ÊåöÜëáéï 11. ÅðéìåñéóìÝíç ÁíÜëõóçëßó�áò éóïý�áé ìå pi = 1=2i. Ôü�å ìå êá�Üëëçëç Üëãåâñá ðñïêýð�åé ü�é ç ìÝóç�éìÞ �ïõ áñéèìïý �ùí óõãêñßóåùí ãéá ìßá åðé�õ÷Þ áíáæÞ�çóç åßíáé:n
∑i=1

i× pi = 2Áí õðï�åèåß ü�é ïé êüìâïé áõ�ïß �ïðïèå�ïýí�áé ó�ç ëßó�á ìå áýîïõóá ðéèáíü�ç�áðñïóðÝëáóçò, �ü�å áðïäåéêíýå�áé ü�é ç ìÝóç �éìÞ �ïõ áñéèìïý �ùí óõãêñßóåùíãéá ìßá åðé�õ÷Þ áíáæÞ�çóç åßíáé:n
∑i=1

i× pn+1−i = n− 1 +
1

2n+1Ôï ðáñÜäåéãìá áõ�ü áðïäåéêíýåé �ï óçìáí�éêü ðëåïíÝê�çìá �çò ðñþ�çò åêäï÷Þò.ÌÜëéó�á áí �ï ìÞêïò �çò ëßó�áò åßíáé ìåãÜëï, �ü�å ç äéáöïñÜ åßíáé óõí�ñéð�éêÞ.Ùó�üóï, ç åñþ�çóç ðïõ �ßèå�áé åßíáé: \�þò ðñÝðåé íá äéá�á÷èïýí ïé êüìâïé ìßáòëßó�áò, ü�áí äåí åßíáé ãíùó�Ýò åê �ùí ðñï�Ýñùí ïé ðéèáíü�ç�åò ðñïóðÝëáóçò�ùí êüìâùí;"Ïñßæïõìå ùò pos(i) �ç èÝóç �ïõ xi ó�ç ëßó�á, äçëáäÞ �ùí áñéèìü �ùíó�ïé÷åßùí ðïõ ðáñåìâÜëëïí�áé áðü �ï áñéó�åñü Üêñï �çò ëßó�áò, ùò �ï xi.Êáèåìßá ðñÜîç ðñïóðåëáýíåé ãñáììéêÜ �á ó�ïé÷åßá �çò ëßó�áò áðü �ï áñéó�åñüÜêñï, ìÝ÷ñé �çí åýñåóç �ïõ êá�Üëëçëïõ ó�ïé÷åßïõ Þ �ï �Ýëïò �çò ëßó�áò. Óõíåðþò,ïé ðñÜîåéò a

ess(xi) êáé del(xi), êïó�ßæïõí pos(xi), åíþ ç ðñÜîç ins(xi), Ý÷åéêüó�ïò |S|+1, ìéáò êáé ðñÝðåé íá åîáóöáëéó�åß ü�é xi =∈ S. �áñÜëëçëá ìå êÜèåðñÜîç õëïðïéåß�áé êáé ìéá ó�ñá�çãéêÞ áõ�ïñãÜíùóçò �çò ëßó�áò. Äýï áðü �éòðéï ãíùó�Ýò ó�ñá�çãéêÝò áõ�ïñãÜíùóçò åßíáé ïé:Êáíüíáò Ìå�áêßíçóçò ó�çí Áñ÷Þ: (Move to Front Rule { MFR). Êáèåìßááðü �éò ðñÜîåéò a

ess(x), ins(x), ìå�áêéíåß �ï x ó�çí áñ÷Þ �çò ëßó�áò÷ùñßò íá ìå�áâÜëëåé �ç óåéñÜ �ùí õðïëïßðùí ó�ïé÷åßùí, åíþ ç ðñÜîçdel(x) äéáãñÜöåé �ï ó�ïé÷åßï áðü �ç ëßó�á.Êáíüíáò Áí�éìå�Üèåóçò: (Transposition Rule { TR). H ðñÜîç a

ess(x) åíáëëÜóåé�ï x ìå �ï ðñïçãïýìåíü �ïõ ó�ïé÷åßï, ç ðñÜîç ins(x) êÜíåé �ï x ðñï�åëåõ�áßïó�ïé÷åßï �çò ëßó�áò êáé ç ðñÜîç del(x) äéáãñÜöåé �ï ó�ïé÷åßï áðü �ç ëßó�á.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá áíáëýóïõìå �ç óõìðåñéöïñÜ �ïõ êáíüíá ìå�áêßíçóçò ó�çáñ÷Þ ó�ïí ïðïßï èá áíáöåñüìáó�å ãéá óõí�ïìßá ùò MFR. Áò äïýìå ìéá áêïëïõèßáðñÜîåùí óå ëßó�á ìå �çí MFR ó�ñá�çãéêÞ ïñãÜíùóçò.
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1 3 4

ins(2)−→ 2 1 3 4
a

ess(3)−→ 3 2 1 4

del(1)−→ 3 2 4Ôï êüó�ïò áõ�Þò �çò áêïëïõèßáò åßíáé 4 + 3 + 3 = 10.¼ðùò Ýãéíå ðñïöáíÝò áðü �ï ðáñÜäåéãìá, ìå �çí áõ�ïñãáíïýìåíç ëßó�áêÜèå ðñÜîç ìðïñåß íá ó�ïé÷ßóåé ìÝ÷ñé Ï(|S|). Èá äïýìå óå åðüìåíï ÊåöÜëáéïü�é ç ó�ñá�çãéêÞ MFR åßíáé éäéáß�åñá áðï�åëåóìá�éêÞ ùò ðñïò �çí óõíïëéêÞðïëõðëïêü�ç�á ìéáò áêïëïõèßáò ðñÜîåùí êáé ü�é ìÜëéó�á åßíáé �ï ðïëý äýïöïñÝò áñãü�åñç, áðü �ç âÝë�éó�ç ó�á�éêÞ ïñãÜíùóç �çò ëßó�áò. Áõ�üò ï �ýðïòáíÜëõóçò êáëåß�áé áí�áãùíéó�éêÞ áíÜëõóç.11.4.2 Tá ÁñèñùìÝíá äÝí�ñáÔá áñèñùìÝíá äÝí�ñá åßíáé ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç áõ�ïñãáíïýìåíçò äïìÞò ðïõåîå�Üæïõìå. �ñüêåé�áé ãéá ìéá áõ�ïñãáíïýìåíç äïìÞ äõáäéêïý êïìâïðñïóáíá�ïëéóìÝíïõäÝí�ñïõ, ç ïðïßá äßíåé ëýóç ó�ï ðñüâëçìá �ïõ âåâáñõìÝíïõ ëåîéêïý (weighteddi
tionary). Ç éäéáé�åñü�ç�á �ùí áñèñùìÝíùí äÝí�ñùí Ýãêåé�áé ó�ï ü�é áðï�åëïýíêïìøÝò ëýóåéò ãéá �ï âåâáñõìÝíï ëåîéêü, åðéäåéêíýïí�áò ðïëý êáëÞ åðéìåñéóìÝíçðïëýðëïêü�ç�á ãéá êÜèå ðñÜîç ÷ùñßò íá áðïèçêåýïõí �á âÜñç êÜèå ó�ïé÷åßïõ.Ùò ó�ñá�çãéêÞ åðáíïñãÜíùóçò åðéëÝãå�áé ç åîÜñèñùóç ùò ðáñáëëáãÞ �çòó�ñá�çãéêÞòÌå�áêßíçóçò ó�ç Ñßæá. Êá�Ü �ç äéÜñêåéá êÜèå ðñÜîçò, �ï åìðëåêüìåíïó�ïé÷åßï ìå�áöÝñå�áé ó�ç ñßæá ìå äéáäï÷éêÝò ðåñéó�ñïöÝò, üðùò èá äïýìå ó�çóõíÝ÷åéá. Áõ�Þ ç ó�ñá�çãéêÞ Ý÷åé ùò óõíÝðåéá ïé åðüìåíåò ðñÜîåéò ðïõ åìðëÝêïõíáõ�ü �ï ó�ïé÷åßï íá åßíáé ðéï öèçíÝò ãéá�ß áíáìÝíå�áé �ï ó�ïé÷åßï íá âñåèåßêïí�Ü ó�ç ñßæá. Ï ÷åéñü�åñïò ÷ñüíïò ìéáò åðß ìÝñïõò ðñÜîçò ìðïñåß íá åßíáéÏ(|S|) áëëÜ êÜèå ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò ãéá ìéá áêïëïõèßá ðñÜîåùí åßíáé áí�áãùíéó�éêüòìå ó�á�éêÝò äïìÝò ðïõ áðïèçêåýïõí ðëçñïöïñßá óõ÷íü�ç�áò. Ó�ç óõíÝ÷åéá èáåîå�Üóïõìå ðéï áíáëõ�éêÜ �ç ó�ñá�çãéêÞ áõ�ïñãÜíùóçò êáé èá ðåñéãñÜøïõìåêáèåìßá áðü �éò åðß ìÝñïõò ðñÜîåéò.TYPE nodeptr=^node;node=RECORDdata:INTEGER; left,right,parent:nodeptrEND;PROCEDURE Splay(
urrent:nodeptr);VAR father:nodeptr;BEGINfather:=
urrent^.parent;



282 ÊåöÜëáéï 11. ÅðéìåñéóìÝíç ÁíÜëõóçWHILE father<>NILL DOBEGINIF father^.parent=NILL THEN SingleRotate(
urrent)ELSE DoubleRotate(
urrent)father:=
urrent^.parentENDEND;PROCEDURE SingleRotate(x:nodeptr);BEGINIF x^.parent^.left=x THEN ZigLeft(x) ELSE ZigRight(x)END;PROCEDURE ZigLeft(x:nodeptr);VAR p,q:nodeptr;BEGINp:=x^.parent; q:=x^.right; x^.right:=p; x^.parent:=NIL;IF q<>NIL THEN q^.parent:=p;p^.left:=q; p^.parent:=xEND;PROCEDURE ZigZigLeft(x:nodeptr);VAR p1,q1,p2,q2,gp2:nodeptr;BEGINp1:=x^.parent; p2:=p1^.parent; q1:=x^.right; q2:=p1^.right;gp2:=p2^.parent; x^.right:=p1; p1^.parent:=x;p1^.right:=p2; p2^.parent:=p1;IF q1<>NIL THEN q1^.parent:=p1; p1^.left:=q1;IF q2<>NIL THEN q2^.parent:=p2; p2^.left:=q2;x^.parent:=gp2;IF gp2<>NIL THENIF gp2^.left=p2 THEN gp2^.left:=x ELSE gp2^.right:=xEND;̧ ó�ù Ýíá ó�ïé÷åßï x ∈ S. �éá �ç ìå�áöïñÜ �ïõ x ó�ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ,åðáíáëáìâÜíïõìå óõíå÷þò �ïí ìå�áó÷çìá�éóìü åîÜñèñùóçò, ìÝ÷ñé �ï x íáêá�áó�åß ñßæá. Ïé ðåñéð�þóåéò ðïõ ðåñéãñÜöïí�áé, áðåéêïíßæïí�áé êáé ó�ï Ó÷Þìá 11.3.Ïé óõììå�ñéêÝò ðåñéð�þóåéò äåí áðåéêïíßæïí�áé.
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Ó÷Þìá 11.3: ÅöáñìïãÞ åîÜñèñùóçò ó�ïí êüìâï x. i) Zig: Ôåñìá�éêÞ áðëÞðåñéó�ñïöÞ ó�ïí x, ii) Zig-Zig: Äýï áðëÝò ðåñéó�ñïöÝò ìéá ó�ïí x êáé ìßá ó�ïíz, iii) Zig-Zag: ÄéðëÞ ðåñéó�ñïöÞ ó�ïí x.ÅîÜñèñùóç�åñßð�ùóç 1(zig): Áí ï p(x), o ðá�Ýñáò �ïõ x, åßíáé ñßæá �ü�å êÜíïõìå ìéááðëÞ ðåñéó�ñïöÞ ó�ï p(x) êáé öÝñíïõìå �ïí x ó�ç ñßæá. Áõ�Þ ç ðåñßð�ùóçåßíáé �åñìá�éêÞ.�åñßð�ùóç 2(zig { zig): Áí ï p(x) äåí åßíáé ñßæá, êáé ïé p(x) êáé x åßíáé êáéïé äýï áñéó�åñÜ Þ äåîéÜ ðáéäéÜ �ùí ãïíÝùí �ïõò, �ü�å åê�åëïýìå ìéá áðëÞðåñéó�ñïöÞ ó�ïí p(x) ìå �ïí ðá�Ýñá �ïõ, p(p(x)), áêïëïõèïýìåíç áðüìéá äåý�åñç áðëÞ ðåñéó�ñïöÞ, �çò ßäéáò öïñÜò ìå �çí ðñþ�ç, ó�çí áêìÞ



284 ÊåöÜëáéï 11. ÅðéìåñéóìÝíç ÁíÜëõóçðïõ óõíäÝåé �ïí x ìå �ïí p(x). Ç ðåñßð�ùóç áõ�Þ äåí åßíáé áíáãêáßá�åñìá�éêÞ.�åñßð�ùóç 3(zig { zag): Ï p(x) äåí åßíáé ñßæá, êáé ïé p(x) êáé x äåí åßíáé �ïõßäéïõ åßäïõò ðáéäéÜ, äçëáäÞ ï p(x) åßíáé áñéó�åñü ðáéäß êáé ï x äåîéü Þ �ïáí�ßó�ñïöï. Ôü�å åê�åëïýìå ìéá äéðëÞ ðåñéó�ñïöÞ ó�ïí x. Ç ðåñßð�ùóçáõ�Þ äåí åßíáé áíáãêáßá �åñìá�éêÞ.
¼ëåò ïé åðáíáëÞøåéò �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý åîÜñèñùóçò ÷ñåéÜæïí�áé ÷ñüíï

Θ(d), üðïõ d åßíáé �ï âÜèïò �ïõ êüìâïõ x. ÅðéðëÝïí ìå�Ü áðü êÜèå åîÜñèñùóç,�ï âÜèïò êÜèå êüìâïõ ó�ï ìïíïðÜ�é ðïõ ïäçãïýóå ó�ïí x, ìåéþíå�áé ðåñßðïõó�ï ìéóü, ãåãïíüò ðïõ êÜíåé �éò õðüëïéðåò ðñïóâÜóåéò óå üëïõò �ïõò êüìâïõò�ïõ ìïíïðá�éïý áõ�ïý, ðéï öèçíÝò. �áñáäåßãìá�á åöáñìïãÞò ðñÜîåùí åîÜñèñùóçòáðåéêïíßæïí�áé ó�ï Ó÷Þìá 11.4.Èá ìåëå�Þóïõìå �çí åðéìåñéóìÝíç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ðñÜîçò åîÜñèñùóçò.�é' áõ�ü �ï óêïðü èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ç ìÝèïäï �ïõ Öõóéêïý êáé èá ïñßóïõìåóõíÜñ�çóç äõíáìéêïý ãéá ïëüêëçñç �ç äïìÞ. Èåùñïýìå ü�é êÜèå êüìâïò Ý÷åéÝíá èå�éêü âÜñïò w(i). Åðßóçò ãéá êÜèå êüìâï x, ïñßæïõìå �ï ìåãåèüò �ïõ,s(x), ùò �ï Üèñïéóìá �ùí âáñþí, üëùí �ùí êüìâùí ó�ï õðüäåí�ñü �ïõ êáé�çí �Üîç �ïõ, r(x) = log s(x). ÔÝëïò, ùò äõíáìéêü �ïõ äÝí�ñïõ ïñßæïõìå�ï Üèñïéóìá �ùí �Üîåùí üëùí �ùí êüìâùí �ïõ, äçëáäÞ Φ(T ) =
∑

∀x∈T r(x).Ìéáò êáé ïé êõñßáñ÷åò ðñÜîåéò ðïõ ëáìâÜíïõí ÷þñá êá�Ü �çí åîÜñèñùóç åßíáé ïéðåñéó�ñïöÝò, ïñßæïõìå ùò ðïëõðëïêü�ç�á �çò ðñÜîçò, �ïí áñéèìü �ùí ðåñéó�ñïöþíðïõ ãßíïí�áé.�éá íá ðÜñïõìå ìßá éäÝá ãéá �çí åðéëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò äõíáìéêïý, õðïëïãßæïõìå�çí Φ óå äýï áêñáßåò ðåñéð�þóåéò. �ñþ�á íá èõìçèïýìå ü�é ∫ ln x = x ln x− xêáé åðïìÝíùò ∫ log2 x = x log2 x−x= ln 2. Ó�çí áêñáßá ìç æõãéóìÝíç ðåñßð�ùóçüðïõ ç �Üîç �ïõ i-ïó�ïý êüìâïõ åßíáé 2 ⌊log2 i⌋ êáé �ï äõíáìéêü �ïõ äÝí�ñïõ Tåßíáé
Φ(T ) = 2

n
∑i=1

⌊log2 i⌋ = 2n log2 n−O(n)Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ åßíáé æõãéóìÝíï �ï äÝí�ñï T , öñÜóóïõìå �çí óõíÜñ�çóç
Φ áðü �çí ðïóü�ç�á 2U(n), üðïõ U(n) = 2U(n=2) + log2 n. Ç åðßëõóç áõ�Þò�çò áíáäñïìéêÞò äßíåé U(n) = O(n) êáé åðïìÝíùò Φ(T ) = O(n).
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Ó÷Þìá 11.4: �áñáäåßãìá�á åöáñìïãÞò åîÜñèñùóçò. i)¸îÜñèñùóç ó�ïí êüìâï21. ii) Áêñáßá ðåñßð�ùóç åîÜñèñùóçò üðïõ åöáñìüæïí�áé óõíå÷þò zig-zig.ËÞììá 11.1. O åðéìåñéóìÝíïò ÷ñüíïò �çò åöáñìïãÞò �çò ðñÜîçò åîÜñèñùóçòóå êüìâï x êáé óå äÝí�ñï ìå ñßæá t åßíáé �ï ðïëý 3(r(t) − r(x)) + 1 =O(log(s(t)=s(x))).Proof. Õðåíèõìßæå�áé ü�é �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ìéáò ðñÜîçò óýìöùíá ìå �çìÝèïäï �ïõ Öõóéêïý, äßíå�áé áðü �ç Ó÷Ýóç 11.1 êáé åßíáé a
i = 
i + Φ(Di) −
Φ(Di−1).¸ó�ù �þñá êÜðïéïò êüìâïò v ∈ T . Me s(v), r(v) êáé s′(v), r′(v) èáóõìâïëßæïõìå �ï ìÝãåèïò êáé �çí �Üîç �ïõ v, ðñéí êáé ìå�Ü �çí åîÜñèñùóç,áí�ßó�ïé÷á. ¸ó�ù y ï ðá�Ýñáò �ïõ x êáé z ï ðá�Ýñáò �ïõ y (áí õðÜñ÷åé)ðñéí �çí åîÜñèñùóç ó�ïí x. Áíáëýïõìå �ï êüó�ïò êáèåìßáò ðåñßð�ùóçò �çòåîÜñèñùóçò îå÷ùñéó�Ü. ×ñåþíïõìå �ï ðñáãìá�éêü êüó�ïò ìéáò ðåñéó�ñïöÞòùò Ýíá.�åñßð�ùóç 1: ¸÷ïõìå ìéá ðåñßð�ùóç, ïðü�å �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò áõ�ïý�ïõ âÞìá�ïò åßíáé: ÁC = T + ∆Φ.
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1 + r′(x) + r′(y)− r(x)− r(y) ãéá�ß áëëÜæïõí ìüíï ïé �Üîåéò �ùí x êáé y
≤ 1 + r′(x) − r(x) ãéá�ß r(y) ≥ r′(y)
≤ 1 + 3(r′(x) − r(x)) ãéá�ß r′(x) ≥ r(x)⇒ r′(x) − r(x) ≤ 3(r′(x)− r(x))�åñßð�ùóç 2: Åê�åëïýí�áé äýï ðåñéó�ñïöÝò ïðü�å �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïòåßíáé:
2 + r′(x) + r′(y) + r′(z)
−r(x)− r(y)− r(z) ãéá�ß áëëÜæïõí ìüíï ïé �Üîåéò �ùí x, y êáé z
= 2 + r′(y) + r′(z)− r(x)− r(y) ãéá�ß r′(x) = r(z)
≤ 2 + r′(x) + r′(z)− 2r(x) ãéá�ß r′(x) ≥ r(y) êáé r(y) ≥ r(x).êáé èá äåßîïõìå ü�é 2+ r′(x)+ r′(z)− 2r(x) ≤ 3(r′(x)− r(x)) ⇒ 2r′(x)−r(x)− r′(z) ≥ 2. ¸÷ïõìå:r′(x) − r(x) + r′(x)− r′(z) ≥ 2⇒ log

s′(x)s(x) + log
s′(x)s′(z) ≥ 2⇒ (11.2)¼ìùò áðü �ï Ó÷Þìá 11.3 éó÷ýåé ü�é: s′(x) = s′(z) + s(x) + w(y) ⇒s′(x) ≥ s′(z) + s(x). ¢ñá ç Ó÷Ýóç 11.2 ãßíå�áé:

log
s′(z) + s(x)s(x) +log

s′(z) + s(x)s′(z) ≥ 2⇒ log

(

1 +
s′(z)s(x))+log(1 +

s(x)s′(z)) ≥ 2⇒

log

(

1 +
s′(z)s(x) + 1 +

s(x)s′(z)) ≥ 2⇒ log

(

2 +
s′2(z) + s2(x)s′(z)s(x) )

≥ 2ÅðïìÝíùò, áñêåß íá äåßîïõìå ü�é s′2(z)+s2(x)s′(z)s(x) ≥ 2. �ñÜãìá�é:s′2(z) + s2(x) ≥ 2s′(z)s(x) ⇒ (s′(z)− s(x))2 ≥ 0ðïõ éó÷ýåé ðÜí�á. ¢ñá, Ý÷ïõìå áðïäåßîåé ü�é �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò �çòåîÜñèñùóçò ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç åßíáé �ï ðïëý 3(r′(x) − r(x)).
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2 + r′(x) + r′(y) + r′(z)
−r(x)− r(y)− r(z)
≤ 2 + r′(y) + r′(z)− 2r(x) ãéá�ß r′(x) = r(z) êáé r(x) ≤ r(y).�åñßð�ùóç 3: Ôï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç åßíáé:üðïõ èá äåßîïõìå ü�é 2+r′(y)+r′(z)−2r(x) ≤ 2(r′(x)−r(x))⇒ 2r′(x)−r′(y)−r′(z) ≥ 2. Áõ�ü ðñïêýð�åé ìå �ïí ßäéï �ñüðï ðïõ åñãáó�Þêáìå ó�çí�åñßð�ùóç 2, ëüãù �çò áíéóü�ç�áò s′(y) + s′(z) ≤ s′(x). Ç åðéìåñéóìÝíçðïëõðëïêü�ç�á êáé óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç åßíáé �ï ðïëý 2(r′(x)−r(x)) ≤

2(r′(x)− r(x)).ÌÝ÷ñé ó�éãìÞò Ý÷ïõìå äþóåé öñÜãìá ãéá �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò êÜèåâÞìá�ïò åîÜñèñùóçò. Ôï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ãéá ïëüêëçñç �çí ìå�áêßíçóç�ïõ x áðü �á öýëëá ó�ç ñßæá äßíå�áé áðü �ï Üèñïéóìá �ïõ åðéìåñéóìÝíïõ êüó�ïõòêÜèå �ïðéêïý ìå�áó÷çìá�éóìïý. Áò äïýìå äýï äéáäï÷éêïýò �Ý�ïéïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò,�ïí k êáé �ïí k + 1. �áñá�çñïýìå ü�é r′k(x) = rk+1(x), äçëáäÞ ü�é ç �Üîç �ïõx ìå�Ü �çí åöáñìïãÞ �ïõ k−ó�ïý ìå�áó÷çìá�éóìïý, éóïý�áé ìå �çí �Üîç �ïõ xðñéí �çí åöáñìïãÞ �çò (k + 1)-ó�çò ðñÜîçò.Ç áêïëïõèßá ìå �ï ìÝãéó�ï óõíïëéêü åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò åßíáé, áêïëïõèßázig-zig êáé zig-zag ìå ïðïéáäÞðï�å óåéñÜ, �åñìá�éæüìåíç ìå Ýíá zig. Ôü�å �ïóõíïëéêü åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò èá åßíáé:a
spl(x) = 3(r′0(x) − r0(x)) + 3(r′1(x) − r1(x)) + · · · + 3(r′k(x)− rk(x)) + 1
= 3(r1(x) − r0(x)) + 3(r2(x) − r1(x)) + · · · + 3(rk+1(x)− rk(x)) + 1
· · · (�çëåóêïðéêü Üèñïéóìá)

= 3(rk+1(x)− r0(x)) + 1üðïõ ó�çí �åëåõ�áßá ãñáììÞ �ï r0(x) áí�éó�ïé÷åß ó�çí �Üîç �ïõ x ó�çí áñ÷éêÞ�ïõ èÝóç åíþ to rk+1(x) áí�éó�ïé÷åß ó�çí �Üîç �ïõ x áöïý Ý÷åé ìå�áöåñèåßó�ç ñßæá, ïðü�å ç �åëåõ�áßá ãñáììÞ ìðïñåß íá ãñáöåß ùò 3(r′(t) − r(x)) + 1,ïëïêëçñþíïí�áò �çí áðüäåéîç.Áò äïýìå �þñá �éò ðñÜîåéò ðïõ õðïó�çñßæåé �ï áñèñùìÝíï äÝí�ñï ìå �éòðïëõðëïêü�ç�Ýò �ïõò.a

ess(x; t):



288 ÊåöÜëáéï 11. ÅðéìåñéóìÝíç ÁíÜëõóç�ñüóâáóç �ïõ x ó�ï t. Õëïðïéåß�áé ìå óõíÞèç ðñïóðÝëáóç áðü �ç ñßæá ðñïò�ïí êüìâï x áêïëïõèïýìåíç áðü åîÜñèñùóç ðïõ ìå�áöÝñåé �ïí x ó�ç ñßæá.Áí �ï x äåí õðÜñ÷åé ó�ï äÝí�ñï, �ü�å åê�åëåß�áé åîÜñèñùóç ó�ïí êüìâï y,�ïí �åëåõ�áßï êüìâï ðïõ åðéóêÝöèçêå ç áíáæÞ�çóç, ðñéí êá�áëÞîåé ó�á öýëëá,ïðü�å óõìðåñáßíïõìå ü�é �ï x äåí õðÜñ÷åé ó�ï äÝí�ñï.Join(t1; t2): (ÓõíÝíùóç äÝí�ñùí)ÓõíÝíùóç �ùí äÝí�ñùí t1 êáé t2, óå Ýíá åíéáßï äÝí�ñï, êá�áó�ñÝöïí�áò �á ðáëéÜäÝí�ñá. Ç ðñÜîç áõ�Þ õëïðïéåß�áé ùò åîÞò:
• ¸ó�ùm �ï ìåãáëý�åñï ó�ïé÷åßï �ïõ t1. Åê�åëåß�áé a

ess(m; t1) (ïõóéáó�éêÜáêïëïõèåß�áé �ï äåîéü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �ç ñßæá ó�á öýëëá). Ìå�Ü �çíðñüóâáóç �ï t1 Ý÷åé �ïí m ó�ç ñßæá êáé ï m äåí Ý÷åé äåîß ðáéäß.
• Ç ñßæá �ïõ t2 ãßíå�áé äåîéü ðáéäß �ïõ m.Split(i; t): (Äéá÷ùñéóìüò)�ßíå�áé äéá÷ùñéóìüò �ïõ t óå äýï äÝí�ñá t1 êáé t2, ìå �ï t1 íá ðåñéÝ÷åé üëá�á ìéêñü�åñá Þ ßóá �ïõ i êáé �ï t2, �á ìåãáëý�åñá �ïõ i, ó�ïé÷åßá. Ç ðñÜîçõëïðïéåß�áé ùò åîÞò:
• Åê�åëåß�áé a

ess(i; t). To i ìðïñåß íá ìçí õðÜñ÷åé ó�ï äÝí�ñï, ïðü�å çðñüóâáóç ìðïñåß íá öÝñåé ó�ç ñßæá �ïõ t Ýíá ó�ïé÷åßï ìåãáëý�åñï �ïõ i.
• Áí �ï ó�ïé÷åßï ðïõ åßíáé ó�ç ñßæá åßíáé �ï i Þ ìéêñü�åñï �ïõ i, �ï t1áðï�åëåß�áé áðü �çí �ñÝ÷ïõóá ñßæá êáé �ï áñéó�åñü õðüäåí�ñü �çò êáé �ït2 áðü �ï äåîß õðüäåí�ñï �çò ñßæáò, äéáöïñå�éêÜ �ï t1 áðï�åëåß�áé ìüíïáðü �ï áñéó�åñü õðüäåí�ñï êáé �ï õðüëïéðï êïììÜ�é áðï�åëåß �ï t2.ins(i; t):Õëïðïéåß�áé ùò åîÞò:
• �ñþ�á åê�åëåß�áé Split(i; t) �ïõ t óå t1 êáé t2
• Ó�ç óõíÝ÷åéá äçìéïõñãåß�áé Ýíáò íÝïò êüìâïò, ëáìâÜíåé �çí �éìÞ i êáé �ïíÝï äÝí�ñï Ý÷åé ùò ñßæá �ïí i, áñéó�åñü õðüäåí�ñï �ï t1 êáé äåîß �ï t2.del(i; t):
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• �ñþ�á åê�åëåß�áé a

ess(i; t) êáé ï i Ýñ÷å�áé ó�ç ñßæá.
• Êá�üðéí äéáãñÜöå�áé ç ñßæá �ïõ t êáé ðñïêýð�ïõí äýï õðüäåí�ñá t1 êáé t2
• Ôï íÝï äÝí�ñï ðñïêýð�åé ìå�Ü �çí ðñÜîç Join(t1; t2).Ó�ç óõíÝ÷åéá èá äïýìå �éò ðïëõðëïêü�ç�åò êÜèå ðñÜîçò. ¸ó�ù ó�ïé÷åßïi ó�ï äÝí�ñï êáé i−, i+ �á ó�ïé÷åßá ðïõ âñßóêïí�áé ðñéí êáé ìå�Ü áðü �ï ióå óõììå�ñéêÞ äéÜ�áîç. Ôï ðáñáêÜ�ù Èåþñçìá óõíïøßæåé �çí áðüäïóç �ùíðñáîåùí ó�á áñèñùìÝíá äÝí�ñá.Èåþñçìá 11.1. ¸ó�ù W �ï Üèñïéóìá �ùí âáñþí, üëùí �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõäÝí�ñïõ. Ôü�å ïé åðéìåñéóìÝíåò ðïëõðëïêü�ç�åò ãéá êÜèå ðñÜîç åßíáé ïé åîÞò:A

ess(i; t) :







3 log
( Ww(i))+ 1 áí �ï i âñßóêå�áé ó�ï t

3 log
( W

min{w(i−);w(i+)}

)

+ 1 áí �ï i äåí âñßóêå�áé ó�ï t.Join(t1; t2) : 3 log
( Ww(i))+O(1); üðïõ i åßíáé �ï ìåãáëý�åñï ó�ïé÷åßï �ïõ t1:Split(i; t) :







3 log
( Ww(i))+O(1) áí �ï i âñßóêå�áé ó�ï t

3 log
( W

min{w(i−);w(i+)}

)

+O(1) áí �ï i äåí âñßóêå�áé ó�ï t:ins(i; t) : 3 log
( W

min{w(i−);w(i+)}

)

+ log
( Ww(i))+O(1):del(i; t) : 3 log

( Ww(i))+ log
(W−w(i)w(i−)

)

+O(1):Proof. Ïé ðïëõðëïêü�ç�åò ðñïêýð�ïõí áðü �ï ËÞììá 11.1, óáí åðáêüëïõèï �ïõü�é êÜèå ðñÜîç ðåñéÝ÷åé êáé Ýíáí ìå�áó÷çìá�éóìü åîÜñèñùóçò. Áò äïýìå ðñþ�á�çí a

ess. Áðü �ï ËÞììá 11.1 Ý÷ïõìå ü�é ç åðéìåñéóìÝíç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé�ï ðïëý 3(log(s(t)=s(x))) + 1. ÅðéðëÝïí éó÷ýïõí, s(t) = W êáé s(x) ≥ w(i),ëüãù �ïõ ãåãïíü�ïò ü�é ï êüìâïò x ìðïñåß íá Ý÷åé ìç êåíÜ õðüäåí�ñá. Áí ðÜëéäåí õðÜñ÷åé ç �éìÞ i ó�ï t èá åßíáé s(x) ≥ min{w(i−); w(i+)}, üðïõ áõ�Þ �çöïñÜ ï x äåí ðåñéÝ÷åé �çí �éìÞ i áëëÜ �çí i− Þ �çí i+, áíÜëïãá ðïõ ãßíå�áéåîÜñèñùóç. �ñïêýð�åé åýêïëá ëïéðüí ï ÷ñüíïò ãéá a

ess, åíþ êáé ãéá �çíSplit, éó÷ýïõí áíÜëïãá.



290 ÊåöÜëáéï 11. ÅðéìåñéóìÝíç ÁíÜëõóçÓå ü�é áöïñÜ �çí Join, ç ðïëõðëïêü�ç�á ðñïêýð�åé áðü áõ�Þ �çò A

ess,áëëÜ ðñïêýð�åé åðéðëÝïí áýîçóç �ïõ äõíáìéêïý ìå�Ü �çí óõíÝíùóç. Áõ�Þ çáýîçóç åßíáé log (s(t1)+s(t2))−log s(t1) ≤ 3 log
( Ws(t1)

), üðïõW = s(t1)+s(t2)ïðü�å ç óõíïëéêÞ åðéìåñéóìÝíç ðïëõðëïêü�ç�á �çò ðñÜîçò èá åßíáé <êüó�ïòåîÜñèñùóçò> + <ìå�áâïëÞ äõíáìéêïý êá�Ü �çí Ýíùóç> + <ðñáãìá�éêü êüó�ïòJoin> = 3 log
(s(t1)w(i) )+ 3 log

( Ws(t1)

)

+Ï(1) = 3 log
( Ww(i))+Ï(1).�éá �çí ðñÜîç ins èá èåùñÞóïõìå ü�é W = s(t) + w(i), ïðü�å ï ðñþ�ïòüñïò ðñïêýð�åé áðü �ï êüó�ïò �çò ðñÜîçò åîÜñèñùóçò ðïõ èá ÷ñåéáó�åß êáé ïäåý�åñïò üñïò ëüãù �çò áýîçóçò �ïõ äõíáìéêïý �ïõ äÝí�ñïõ, ìå�Ü �çí ðñïóèÞêç�ïõ êüìâïõ ìå �éìÞ i ó�ç ñßæá. Áõ�Þ ç áýîçóç éóïý�áé ìå log

(s(t) + w(i)) −
logw(i) = log Ww(i) .Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é �á âÜñç ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ìüíï ãéá �ïõò óêïðïýò�çò áíÜëõóçò êáé ü�é �ï áñèùñìÝíï äÝí�ñï äåí Ý÷åé êáìßá ãíþóç �ùí âáñþí.Óõíåðþò, �ï Èåþñçìá 11.1 åßíáé áëçèÝò ãéá ïðïéáäÞðï�å áíÜèåóç èå�éêþíâáñþí. Èá äïýìå êÜðïéá ÈåùñÞìá�á ðïõ áðïäåéêíýïõí �çí êáëÞ áðüäïóç �ùíáñèñùìÝíùí äÝí�ñùí.Èåþñçìá 11.2. ¸ó�ù áêïëïõèßá m ðñïóâÜóåùí óå áñèñùìÝíï äÝí�ñï n êüìâùí.Ôï óõíïëéêü êüó�ïò �çò áêïëïõèßáò åßíáé Ï((m + n) log n+m).Èåþñçìá 11.3. ¸ó�ù �õ÷áßï áñèñùìÝíï äÝí�ñï ìå n êüìâïõò, ïé êüìâïé �ïõïðïßïõ åßíáé áñéèçìÝíïé ìå óõììå�ñéêÞ äéÜ�áîç. Ôï êüó�ïò �çò ðñïóðÝëáóçòüëùí �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ âÜóåé �çò óõììå�ñéêÞò äéÜ�áîçò åßíáé ìüëéò O(n).¸ó�ù �þñá ü�é ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï áñèñùìÝíï äÝí�ñï óáí äéðëïïõñÜ. ÏéäéðëïïõñÝò õðïó�çñßæïõí åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò ó�ïé÷åßùí áðü �á äýï Üêñá�ïõò. Ïé äéðëïïõñÝò ìðïñïýí íá ðñïóïìïéùèïýí áðü áñèñùìÝíá äÝí�ñá áí�éó�ïé÷ßæïí�áò�ï i−ó�ü áðï áñéó�åñÜ ó�ïé÷åßï �çò äéðëïïõñÜò, ó�ïí i−ó�ü âÜóåé óõììå�ñéêÞòäéÜ�áîçò, êüìâï �ïõ äÝí�ñïõ.Èåþñçìá 11.4. ¸ó�ù Ýíá áñèñùìÝíï äÝí�ñï ìå n êüìâïõò, �ï ïðïßï ðñïóïìïéþíåéìéá äéðëïïõñÜ. Ìéá áêïëïõèßá áðü m ðñÜîåéò äéðëïïõñÜò ó�ï äÝí�ñï, ÷ñåéÜæå�áé÷ñüíï O(n+m).11.5 ÂéâëéïãñáöéêÞ ÓõæÞ�çóçÓ�ï [158℄ ìðïñåß�å íá âñåß�å �çí ðñù�ïãåíÞ ðáñïõóßáóç �ùí �å÷íéêþí �ïõëïãéó�Þ êáé �ïõ öõóéêïý ìå �çí ìïñöÞ ðïõ �éò äþóáìå ðñïçãïõìÝíùò. Åðßóçò



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 291êëáóéêÜ ðáñáäåßãìá�á åöáñìïãÞò áõ�Þò �çò áíÜëõóçò ìðïñåß�å íá âñåß�å ó�á[111, 110, 151℄. Ôï êëáóéêü âéâëßï [27℄ ðåñéÝ÷åé ìßá åê�åíÞ áíáöïñÜ ó�çíåðéìåñéóìÝíç áíÜëõóç.ÅðéðëÝïí, ó�ï [119℄ ïé �å÷íéêÝò åðéìåñéóìÝíçò áíÜëõóçò Ý÷ïõí åðåê�áèåßþó�å íá ëáìâÜíå�áé õðüøç êáé ç äéá÷ñïíéêü�ç�á. Ìßá äïìÞ äåäïìÝíùí åßíáéäéá÷ñïíéêÞ [33℄ ü�áí åðé�ñÝðåé �çí äåéê�ïäü�çóç ü÷é ìüíï �ùí ó�ïé÷åßùí ðïõðåñéÝ÷åé ìßá óõãêåêñéìÝíç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ áëëÜ �ç äåéê�ïäü�çóç êáé üëùí �ùíåêäï÷þí �çò ìå âÜóç �éò ðñÜîåéò åíçìÝñùóçò ðïõ Ý÷ïõí ãßíåé óå áõ�Þ.Ïé äïìÝò äåäïìÝíùí ìå êáëÞ åðéìåñéóìÝíç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé óõíÞèùòåîáéñå�éêÜ áðëÝò êáé êá�Üëëçëåò ãéá áðïäï�éêÝò õëïðïéÞóåéò [119℄. ¼ìùò,õðÜñ÷ïõí ðåñéð�þóåéò üðïõ ç áíõðáñîßá åããýçóçò ãéá �ï êüó�ïò êÜèå ðñÜîçòîå÷ùñéó�Ü äåí åßíáé åðéèõìç�Þ - ãéá ðáñÜäåéãìá óå óõó�Þìá�á ðñáãìá�éêïý÷ñüíïõ. Óå áõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéò áðáé�ïýìå êÜèå ðñÜîç íá Ý÷åé åããõçìÝíáìéêñü êüó�ïò ïðü�å ó�çí ðñïêåéìÝíç ðåñßð�ùóç �ï êáëý�åñï ìÝ�ñï åßíáé çðïëõðëïêü�ç�á ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò ãéá êÜèå ðñÜîç. �åííÜ�áé �ï åñþ�çìáëïéðüí áí äïèåßóçò ìßá äïìÞò äåäïìÝíùí ìå êáëü åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ãéá �éòðñÜîåéò ðïõ õðïó�çñßæåé ìðïñïýìå íá ó÷åäéÜóïõìå ìßá Üëëç äïìÞ ìå áí�ßó�ïé÷åòðïëõðëïêü�ç�åò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò ãéá �éò ßäéåò ðñÜîåéò. Áõ�Ýò óõíÞèùòåßíáé ðéï ðïëýðëïêåò áöïý áðáé�ïýí ìç÷áíéóìïýò áõîç�éêÞò äñïìïëüãçóçò �ùíáêñéâþí ðñÜîåùí. ¸íá êëáóéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé �ï äÝíäñï ìå äáê�õëïäåßê�åòüðïõ ïé õëïðïéÞóåéò ìå åðéìåñéóìÝíç [110℄ Þ ìÝóç ðïëõðëïêü�ç�á [145℄ åßíáéåîáéñå�éêÜ ðéï áðëÝò óå ó÷Ýóç ìå �çí áí�ßó�ïé÷ç ãéá ðïëõðëïêü�ç�á ÷åéñü�åñçòðåñßð�ùóçò [15℄ ðïõ åßíáé åîáéñå�éêÜ ðïëýðëïêç êáé äõóíüç�ç.ÌåñéêÝò öïñÝò üìùò åßíáé áäýíá�ï íá åîéóùèïýí ç åðéìåñéóìÝíç ðïëõðëïêü�ç�áìå �çí ðïëõðëïêü�ç�á ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò ãéá óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá. ÊëáóéêüðáñÜäåéãìá áðï�åëåß �ï ðñüâëçìá �çò ¸íùóçò-Åýñåóçò óõíüëùí (Union-Find).Ç âÝë�éó�ç åðéìåñéóìÝíç ðïëõðëïêü�ç�á ãéá �çí ðñÜîç Åýñåóçò (Find) åßíáéÈ(�(n;m)) [156℄, üðïõ n åßíáé ï áñéèìüò �ùí ó�ïé÷åßùí, m åßíáé �ï ðëÞèïò�ùí ðñÜîåùí Åýñåóçò êáé �() åßíáé ç áí�ßó�ñïöç óõíÜñ�çóç A
kermann ðïõáõîÜíå�áé ìå ðïëý áñãü ñõèìü. Ç âÝë�éó�ç ðïëõðëïêü�ç�á ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçòãéá �çí ðñÜîç �çò Åýñåóçò åßíáé È( logn
log logn) [118℄ êáé áóõìð�ù�éêÜ åßíáé ðïëýìåãáëý�åñç áðü �çí âÝë�éó�ç åðéìåñéóìÝíç ðïëõðëïêü�ç�á.11.6 ÁóêÞóåéò1. Ó�çí áðüäåéîç ìå �çí �å÷íéêÞ �ïõ ëïãéó�Þ Ý÷ïõìå êÜíåé �ç óéùðçñÞõðüèåóç ü�é ç ðñÜîç �çò åðÝê�áóçò áðü Ýíáí ðßíáêá T ìåãÝèïõò n óå Ýíáíðßíáêá T ′ ìåãÝèïõò 4n

3 áðáé�åß n âÞìá�á. Áí áðáé�åß�áé ç áñ÷éêïðïßçóç



292 ÊåöÜëáéï 11. ÅðéìåñéóìÝíç ÁíÜëõóç�ùí Üäåéùí êåëéþí �ïõ ðßíáêá ðüóï ðñÝðåé íá ãßíåé �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò�çò åéóáãùãÞò? Áí�ßó�ïé÷á ó�ç óýí�ìçóç Ý÷ïõìå êÜíåé �ç óéùðçñÞ õðüèåóçü�é üëá �á ó�ïé÷åßá åßíáé óõíå÷üìåíá ó�ïí ðßíáêá Ô êáé åðïìÝíùò �ïêüó�ïò åßíáé n
2 ãéá �çí áí�éãñáöÞ ó�ïí T ′. �üóï ðñÝðåé íá åßíáé �ïåðéìåñéóìÝíï êüó�ïò �çò äéáãñáöÞò áí �á ó�ïé÷åßá åßíáé äéÜóðáñ�á ó�ïíT êáé áðáé�ïýí�áé n âÞìá�á ãéá �çí áí�éãñáöÞ �ùí ó�ïé÷åßùí? Áí�ßó�ïé÷áíá áëëÜîå�å êáé �ç óõíÜñ�çóç äõíáìéêïý ó�çí áðüäåéîç ìå �ç ìÝèïäï �ïõöõóéêïý.2. Íá ãåíéêåýóå�å �çí áðüäåéîç ìå �çí �å÷íéêÞ �ïõ öõóéêïý ãéá äõíáìéêïýòðßíáêåò þó�å íá åöáñìüæå�áé óå �õ÷áßá � êáé �. �üóï åßíáé �ï åðéìåñéóìÝíïêüó�ïò óáí óõíÜñ�çóç �ùí � êáé �? ÅðéðëÝïí, áí èåùñÞóå�å ü�é ìå 
áíáðáñéó�ïýìå �çí ðëçñü�ç�á åíüò ðßíáêá ìå�Ü áðü óýí�ìçóç Þ åðÝê�áóç,íá õðïëïãßóå�å �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò óáí óõíÜñ�çóç �ùí �, � êáé 
.�ñïóÝî�å ü�é � < 
 < � åíþ ó�çí áíÜëõóç ðïõ êÜíáìå ó�ï 11.3, 
 = 3

4 .3. Ç ãíùó�Þ âéïìç÷áíßá óõóêåõþí ÓÕÓÊÏ êá�áóêåõÜæåé ìáñáöÝ�éá. Ó�áêåí�ñéêÜ ãñáöåßá �çò ç å�áéñåßá Ý÷åé ìßá ïèüíç ðïõ áðåéêïíßæåé �ùí áñéèìüóõóêåõþí ðïõ Ý÷ïõí êá�áóêåõáóèåß ìÝ÷ñé �þñá. ÊÜèå öïñÜ ðïõ ÝíáìáñáöÝ�é êá�áóêåõÜæå�áé, Ýíáò õðÜëëçëïò åíçìåñþíåé �çí ïèüíç. Ôïêüó�ïò �çò åíçìÝñùóçò åßíáé 
 + dm, üðïõ 
 åßíáé �ï ó�áèåñü êüó�ïòãéá �çí ìå�áêßíçóç �ïõ õðáëëÞëïõ ðñïò �çí ïèüíç, d åßíáé �ï êüó�ïòáíÜ øçößï ðïõ áëëÜæåé ó�çí ïèüíç åíþ m åßíáé ï áñéèìüò �ùí øçößùíðïõ áëëÜæïõí. �éá ðáñÜäåéãìá, ü�áí ç ïèüíç ìå�áâÜëëå�áé áðü 12999óå 13000, �ï êüó�ïò ãéá �çí å�áéñåßá åßíáé 
 + 4d ìéáò êáé áëëÜæïõí�Ýóóåñá øçößá óõíïëéêÜ. Ç å�áéñåßá èá Þèåëå íá åðéìåñßóåé �ï êüó�ïò �çòåíçìÝñùóçò �çò ïèüíçò óå êÜèå ìáñáöÝ�é ðïõ êá�áóêåõÜæå�áé, ìå ó�áèåñüêüó�ïò áíÜ ìáñáöÝ�é. �éï óõãêåêñéìÝíá, èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ìßáðïóü�ç�á e ðïõ ðñïóÜð�å�áé óå êÜèå ìáñáöÝ�é Ý�óé þó�å �ï óýíïëï �ùíðïóï�Þ�ùí áõ�þí íá åßíáé ßóï Þ íá îåðåñíÜ �ï óõíïëéêü ðñáãìá�éêüêüó�ïò åíçìÝñùóçò �çò ïèüíçò. Ç ÓÕÓÊÏ ãéá íá êñá�Þóåé ÷áìçëÜ�çí �éìÞ ðþëçóçò èÝëåé íá ìåéþóåé �ï e üóï �ï äõíá�üí ðåñéóóü�åñï÷ùñßò âÝâáéá íá æçìéþíå�áé. �ñïöáíþò, e > 
 + d ìéáò êáé êÜèå öïñÜðïõ êá�áóêåõÜæå�áé Ýíá ìáñáöÝ�é �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá øçößï (�ï ìéêñü�åñçòóçìáí�éêü�ç�áò) ðñÝðåé íá áëëÜîåé.4. ¸íáò äõáäéêüò ìå�ñç�Þò åßíáé Ýíáò äõáäéêüò áñéèìüò ðïõ Ý÷åé k äõáäéêÜøçößá êáé õðïó�çñßæåé ìüíï ìßá ðñÜîç: �çí áýîçóÞ �ïõ êá�Ü Ýíá. Áíìå�ñÜìå �ïí áñéèìü �ùí äõáäéêþí øçößùí ðïõ ìå�áâÜëëïí�áé óå êÜèå



ÁíÜëõóç Áëãïñßèìùí 293áýîçóç �ü�å åßíáé ðñïöáíÝò ü�é �ï êüó�ïò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò èá åßíáéO(k) (ó�çí ðåñßð�ùóç áýîçóçò áðü �ï 2k − 1 ó�ï 2k).5. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò êÜèå áýîçóçò åßíáé ìüëéò O(1).6. Ìðïñåß�å íá óêåö�åß�å Ýíáí �ñüðï þó�å �ï êüó�ïò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçòãéá �ç ìïíáäéáßá áýîçóç íá åßíáé O(1)?Õðüäåéîç: Öáí�áó�åß�å �ïí äõáäéêü ìå�ñç�Þ õëïðïéçìÝíï óå ìßá ëßó�á,üðïõ �ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï åßíáé �ï øçößï ìéêñü�åñçò óçìáí�éêü�ç�áò (LSB)åíþ �ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï åßíáé �ï øçößï ìåãáëý�åñçò óçìáí�éêü�ç�áò(MSB) êáé ðñïóðáèÞó�å íá ðñïóèÝóå�å êáé Üëëïõò äåßê�åò.7. �ïéï åßíáé �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò ó�çí ðåñßð�ùóç üðïõ åðé�ñÝðïõìå åê�üòáðü �ç ìïíáäéáßá áýîçóç êáé �ç ìïíáäéáßá ìåßùóç?8. Ìðïñåß�å íá ðñï�åßíå�å ìßá ëýóç þó�å ïé ðñÜîåéò �çò ìïíáäéáßáò áýîçóçòêáé ìïíáäéáßáò ìåßùóçò íá õðïó�çñßæïí�áé óå O(1) ÷ñüíï ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò?9. Íá äåßîå�å ðùò ìðïñïýìå íá õëïðïéÞóïõìå ìßá ïõñÜ (õðïó�çñßæïí�áé ïéðñÜîåéò åéóáãùãÞò ó�ï áñéó�åñü�åñü �çò óçìåßï êáé äéáãñáöÞò áðü �ïäåîéü�åñü �çò óçìåßï) ÷ñçóéìïðïéþí�áò äýï óùñïýò Ý�óé þó�å �ï åðéìåñéóìÝíïêüó�ïò �ùí äýï ðñÜîåùí íá åßíáé O(1).10. Èåùñåßó�å ìßá áðëÞ ïõñÜ ðñï�åñáéü�ç�áò ìå �ç ìïñöÞ ðëÞñïõò äõáäéêïýäÝíäñïõ üðïõ õðïó�çñßæïí�áé ïé ðñÜîåéò ÄéáãñáöÞ Åëá÷ßó�ïõ (DeleteMin)êáé ÅéóáãùãÞ (Insert) { ó�ç ñßæá áðïèçêåýå�áé �ï åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßïåíþ êÜèå êüìâïò ðåñéÝ÷åé ó�ïé÷åßï ðïõ åßíáé åëÜ÷éó�ï áíÜìåóá óå üëá�á ó�ïé÷åßá �ïõ õðïäÝíäñïõ �ïõ. �íùñßæïõìå ü�é �ï êüó�ïò ÷åéñü�åñçòðåñßð�ùóçò êáé ãéá �éò äýï ðñÜîåéò åßíáé O(log n), üðïõ n åßíáé ï áñéèìüò�ùí ó�ïé÷åßùí ó�çí ïõñÜ ðñï�åñáéü�ç�áò. �ñï�åßíå�å ìßá êá�ÜëëçëçóõíÜñ�çóç äõíáìéêïý Ý�óé þó�å �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò �çò ðñÜîçò ÄéáãñáöÞ Åëá÷ßó�ïõíá åßíáé O(1) åíþ �ï åðéìåñéóìÝíï êüó�ïò �çò ÅéóáãùãÞò íá åßíáé O(log n).
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