ΔΕΝΔΡΑ ΑΝΑΔΡΟΜΗΣ

Τα δένδρα αναδρομής είναι μία τεχνική ανάλυσης κόστους (χρόνου εκτέλεσης, αριθμού συγκρίσεων κλπ) αναδρομικών διαδικασιών για τις οποίες έχουμε σχηματίσει τις αντίστοιχες αναδρομικές εξισώσεις.

Πρώτα θα δούμε τον τρόπο κατασκευής δένδρου αναδρομής από εξίσωση μέσα από ένα παράδειγμα και μετά θα περιγράψουμε τη γενική διαδικασία. Από τη γενική διαδικασία θα προκύψουν κάποια γενικά αποτελέσματα, που καλύπτουν πολλές από τις περιπτώσεις αναδρομικών εξισώσεων που αντιμετωπίζονται στην πράξη.

Σε ένα δένδρο αναδρομής, κάθε κόμβος  έχει δύο πεδία: το πεδίο μεγέθους και το πεδίο του μη αναδρομικού κόστους.

	Τ(μέγεθος)
	μη αναδρομικό κόστος


Το πεδίο μεγέθους καθορίζει την παράμετρο της συνάρτησης κόστους Τ για το συγκεκριμένο κόμβο. Στην παραπάνω αναπαράσταση περιλαμβάνουμε το όνομα της συνάρτησης Τ για να υπενθυμίζουμε ότι το πεδίο μεγέθους δεν εκφράζει κόστος.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

Θεωρείστε την παρακάτω συνάρτηση κόστους, που ουσιαστικά είναι μια απλοποιημένη έκδοση της αναδρομικής εξίσωσης που αντιστοιχεί στη Mergesort:
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BHMA 1o: Για την αποφυγή λαθών αντικατάστασης κατά την ανάπτυξη του δένδρου αναδρομής ξαναγράφουμε τη συνάρτηση κόστους με τη χρήση βοηθητικής μεταβλητής. Η εξίσωση που προκύπτει λέγεται αναδρομική εξίσωση εργασίας.
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ΒΗΜΑ 2ο: Ένας νέος κόμβος μπορεί να δημιουργηθεί από τη στιγμή που γίνεται γνωστή η τιμή του πεδίου μεγέθους του. Έτσι, είμαστε σε θέση να δημιουργήσουμε τη ρίζα του δένδρου αναδρομής για την T(n), στην οποία το μέγεθος είναι n.

	Τ(n)
	


BHMA 3o: Η διαδικασία του καθορισμού του μη αναδρομικού κόστους και των απογόνων ενός μη συμπληρωμένου κόμβου λέγεται ανάπτυξη αυτού του κόμβου. Παίρνουμε το πεδίο μεγέθους του κόμβου που πρόκειται να αναπτυχθεί, που σε αυτή την περίπτωση είναι n και αντικαθιστούμε το k στην αναδρομική εξίσωση εργασίας (1). Στη συγκεκριμένη περίπτωση το αποτέλεσμα είναι 
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. Όλοι οι όροι του αποτελέσματος που αναφέρονται ως Τ() γίνονται απόγονοι του κόμβου που αναπτύσσουμε και οι υπόλοιποι όροι αποτελούν την τιμή του πεδίου μη αναδρομικού κόστους.

	Τ(n)
	n


  
	Τ(n/2)
	
	
	
	Τ(n/2)
	


Καθώς όλοι οι κόμβοι στο ίδιο επίπεδο φαίνονται ίδιοι, μπορούμε να τους δημιουργούμε σε ομάδες. Γενικά όμως κάθε μη συμπληρωμένος κόμβος πρέπει να αναπτύσσεται σύμφωνα με το πεδίο μεγέθους του. Καθώς τώρα τα πεδία μεγέθους των κόμβων που βρίσκονται στο μεγαλύτερο βάθος είναι n/2, αντικαθιστούμε στην εξίσωση εργασίας το k με την τιμή n/2. Το αποτέλεσμα το χρησιμοποιούμε για να αναπτύξουμε τους μη συμπληρωμένους κόμβους ως εξής:

	Τ(n)
	n


  
	Τ(n/2)
	n/2
	
	
	Τ(n/2)
	n/2





	Τ(n/4)
	
	
	Τ(n/4)
	
	
	Τ(n/4)
	
	
	Τ(n/4)
	


ΒΗΜΑ 4ο: Συνεχίζουμε με τον ίδιο τρόπο μέχρι να γίνει σαφής ο τρόπος ανάπτυξης του δένδρου. Στο παράδειγμά μας βλέπουμε ότι στο βάθος d η παράμετρος στο πεδίο μεγέθους είναι n/2d και το μη αναδρομικό κόστος συμβαίνει να είναι επίσης n/2d (θεωρούμε ότι η ρίζα έχει βάθος 0). Στο απλό αυτό παράδειγμα όλοι οι κόμβοι του ίδιου βάθους είναι ίδιοι, αλλά αυτό δε συμβαίνει στη γενική περίπτωση.
Με επαγωγή αποδεικνύεται ότι για κάθε υποδένδρο ισχύει η εξίσωση:

πεδίο μεγέθους ρίζας
= ( (μη αναδρομικό κόστος συμπληρωμένων κόμβων)

+




    ( (πεδίο μεγέθους μη συμπληρωμένου κόμβου)

Στο παράδειγμα του δένδρου με τους επτά κόμβους ισχύει για τη ρίζα:
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ΤΕΧΝΙΚΗ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΔΕΝΔΡΟΥ ΑΝΑΔΡΟΜΗΣ

Πρώτα αθροίζουμε τα μη αναδρομικά κόστη όλων των κόμβων του ίδιου βάθους. Αυτό ονομάζεται άθροισμα γραμμής για το συγκεκριμένο βάθος:


	Τ(n)
	n


  

	Τ(n/2)
	n/2
	
	
	Τ(n/2)
	n/2






	Τ(n/4)
	
	
	Τ(n/4)
	
	
	Τ(n/4)
	
	
	Τ(n/4)
	




Στη συνέχεια υπολογίζουμε το άθροισμα των αθροισμάτων γραμμής για όλα τα βάθη. Για να υπολογισθεί αυτό πρέπει να είναι γνωστό το μέγιστο βάθος του δένδρου αναδρομής. Αυτό δίνεται για την παράμετρο μεγέθους που αντιστοιχεί στη βασική περίπτωση.

Στο παράδειγμά μας παρατηρούμε ότι τα πεδία μεγέθους ως συνάρτηση του βάθους d δίνονται ως n/2d. Άρα οι βασικές περιπτώσεις (φύλλα) βρίσκονται σε βάθος d = lg(n).

Καθώς λοιπόν το άθροισμα γραμμής του δένδρου είναι n, η συνολική τιμή της T(n) είναι της τάξης n lg(n). 
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