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στνών τοιτείων 
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Παξαδείγκαηα εθαξκνγήο 

 Έρνπκε κπξνζηά καο κία ηεξάζηηα αθνινπζία από 

δνζνιεςίεο (γηα παξάδεηγκα από ην Amazon) 

 Πνηνη είλαη νη θνξπθαίνη πσιεηέο (πνπ έθαλαλ ηηο 

πεξηζζόηεξεο πσιήζεηο); 

 Διέγρνπκε ηελ θίλεζε ζην δίθηπν. 

 Πνηεο IP πεγέο είλαη ππεύζπλεο γηα ην κεγαιύηεξν κέξνο ηεο 

θίλεζεο ζην δίθηπν; 

 Έρνπκε έλα δίθηπν από δνξπθόξνπο πνπ παξαηεξνύλ 

πνιιέο πεξηνρέο.  

 Πνηεο είλαη νη πεξηνρέο κε ηελ κεγαιύηεξε θηλεηηθόηεηα ζηε 

δηάξθεηα κίαο εβδνκάδαο; 



Σεκαληηθόηεηα 

 Δκθαλίδεηαη ζε πνιιά άιια πξνβιήκαηα θαη εθαξκνγέο 
ησλ ξνώλ. 

 (itemset mining, entropy estimation, compressed sensing, …) 

 Δίλαη από ηα πξνβιήκαηα πνπ έρνπλ κειεηεζεί 
πεξηζζόηεξν θαη έρνπλ πξνηαζεί αξθεηνί αιγόξηζκνη. 

 Οη πην δεκνθηιείο αιγόξηζκνη ρσξίδνληαη ζε δύν 
θαηεγνξίεο:  

 Αιγόξηζκνη πνπ βαζίδνληαη ζε κεηξεηέο (counter-based 
algorithms): Frequent, Lossy-Counting, Space-Saving. 

 Αιγόξηζκνη πνπ ρξεζηκνπνηνύλ sketches: Hierarchical 
Search + Group Testing, Count-Min Sketch, Count 
Sketch. 



Αιγόξηζκνη πνπ βαζίδνληαη ζε 
κεηξεηέο (counter-based algorithms) 

 
 Frequent Algorithm 

 Lossy-Counting Algorithm 

 Space-Saving Algorithm 



Τν  Γεληθό Πξόβιεκα 

Φαληαζηείηε όηη παξαηεξνύκε κία ξνή δεδνκέλσλ.  

Απηή ε ξνή απνηειείηαη από αξηζκνύο ζην δηάζηεκα 

[1,…,U], όπνπ U είλαη έλα πάλσ θξάγκα ζηα ζηνηρεία. 

Μαο ελδηαθέξεη λα βξνύκε ηνπο αξηζκνύο εθείλνπο 

πνπ εκθαλίδνληαη πην ζπρλά ζηε ξνή. 

Παξάδεηγκα: 

1, 5, 8, 9, 10, 3, 23542341234, 15, 289, 31516, 23, 8, 

3571, 1251, 8, 5, 124, 289, 17, 15, 23542341234, 126, 

1251, 5,…   



Αλ ηα ζηνηρεία δελ είλαη αθέξαηνη; 

πλήζσο κπνξνύκε λα αληηζηνηρήζνπκε ηα 

ζηνηρεία ζε αθέξαηνπο: 

 (2310) 998-765  2310998765 

 128.6.75.111  

111+256(75+256(6+256*128))) = 

2147896175 (32 bits)   

 «δεηγκαηνιεςία»  13 bytes 

Ση γίλεηαη κε εηθόλεο, ήρνπο, θιπ.; 

Υξεζηκνπνηνύκε ζπλαξηήζεηο 

θαηαθεξκαηηζκνύ γηα λα ηα 

αληηζηνηρήζνπκε ζε αθεξαίνπο.  



Μία απιή ιύζε; 

 Φηηάρλνπκε έλαλ πίλαθα κεγέζνπο U. Πξνζζέηνπκε 1 
ζηελ i-νζηή ζέζε αλ εκθαληζηεί ζηε ξνή ην ζηνηρείν 
i. Έπεηηα βξίζθνπκε ηηο κεγαιύηεξεο ηηκέο 
δηαζρίδνληαο ηνλ πίλαθα. 

 

Απηή ε ιύζε όκσο δελ δνπιεύεη… 

 Γηα IP δηεπζύλζεηο ν πίλαθαο ζα έρεη κέγεζνο 4GB. 

 Γηα δεπγάξηα IP δηεπζύλζεσλ: 16384PB! 

 Οκνίσο θαη γηα ηηο δνζνιεςίεο ζην Amazon. 

Αθόκα θαη αλ είρακε δηαζέζηκν ρώξν, ν ρξόλνο γηα ηελ 
δηαπέξαζε ηνπ πίλαθα ζα είλαη ηεξάζηηνο. 



Απινπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

 Αο απινπνηήζνπκε ιίγν ην πξόβιεκα: 

 Μπνξνύκε λα βξνύκε αλ ππάξρεη κέζα ζε κία ξνή 
κεγέζνπο n έλα ζηνηρείν πνπ εκθαλίδεηαη παξαπάλσ από 
n/2 θνξέο (ζηνηρείν πιεηνςεθίαο); Π.ρ. 

 Ρνή: 1 1 2 2 2 2 3 1 1 3 1 1 3 1 1 3 1 1 1 1 3 1 

 ηνηρείν Πιεηνςεθίαο: 1 

 Σν πξόβιεκα απηό είλαη εηδηθή πεξίπησζε ηνπ 
γεληθόηεξνπ πξνβιήκαηνο ησλ ζπρλώλ ζηνηρείσλ πνπ 
ζέινπκε λα ιύζνπκε. 

 Πξνηάζεθε ην 1981 από ηνλ J. S. Moore ζην Journal of 
Algorithms. Ο αιγόξηζκνο γηα ηε ιύζε ηνπ νλνκάζηεθε 
Majority Algorithm. 



Αιγόξηζκνο Σηνηρείνπ Πιεηνςεθίαο 
(majority algorithm) 

 Αλ είρακε O(n) δηαζέζηκε κλήκε ζα ήηαλ άκεζε ε 

επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Όκσο δελ έρνπκε. 

 Μπνξνύκε λα ην ιύζνπκε κε O(1) κλήκε; 

 Αιγόξηζκνο δύν πεξαζκάησλ: 

 1ν πέξαζκα: Δύξεζε ηνπ πηζαλνύ ππνςήθηνπ ζηνηρείνπ. 

 2ν πέξαζκα: Τπνινγηζκόο ηεο ζπρλόηεηάο ηνπ θαη 

επαιήζεπζε ηνπ αλ είλαη κεγαιύηεξε από n/2. 



Αιγόξηζκνο Σηνηρείνπ Πιεηνςεθίαο 
(majority algorithm) 

 (1ν πέξαζκα) Δύξεζε ηνπ πηζαλνύ ππνςήθηνπ ζηνηρείνπ: 

 Αξρηθνπνίεζε ελόο κεηξεηή ζην 0 θαη ελόο θάδνπ 1 ζέζεο. 

 Γηα θάζε ζηνηρείν ηεο ξνήο πνπ δηαβάδεηαη:  

 Αλ ν κεηξεηήο είλαη 0, βάδνπκε ην ζηνηρείν ζηνλ θάδν (αληηθαζη- 
ζηώληαο ηπρόλ άιιν πνπ ππάξρεη) θαη ζέηνπκε ηνλ κεηξεηή ζην 1. 

 Αιιηώο, αλ ην ζηνηρείν είλαη ίδην κε απηό ηνπ θάδνπ, απμάλνπκε ηνλ 
κεηξεηή θαηά 1. 

 Αιιηώο κεηώλνπκε ην κεηξεηή θαηά 1. 

 (2ν πέξαζκα) Τπνινγηζκόο ζπρλόηεηαο:  

 Σν ζηνηρείν πνπ έκεηλε ζηνλ θάδν ζην ηέινο ηεο ξνήο είλαη ην 
ππνςήθην ζηνηρείν πιεηνςεθίαο. 

 Με ην 2ν πέξαζκα ππνινγίζνπκε ηε ζπρλόηεηά ηνπ κε έλαλ 
κεηξεηή θαη επαιεζεύνπκε αλ είλαη κεγαιύηεξε από n/2. 



Παξάδεηγκα 1 

(1ν πέξαζκα): 

Ρνή : 1 1 2 2 2 2 3 1 1 3 1 1 3 1 1 3 1 1 1 1 3 1 (n=22) 

Κάδνο : 1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Μεηξεηήο : 1 2 1 0 1 2 1 0 1 0 1 2 1 2 3 2 3 4 5 6 5 6 

Τπνςήθην ζηνηρείν: 1 

(2ν πέξαζκα): 

Ρνή : 1 1 2 2 2 2 3 1 1 3 1 1 3 1 1 3 1  1   1   1   3   1 

Μεηξεηήο : 1 2 2 2 2 2 2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 10 11 12 12 13 

Ιζρύεη 13>22/2 άξα ην 1 είλαη ην ζηνηρείν πιεηνςεθίαο. 

 



Παξάδεηγκα 2 

(1ν πέξαζκα): 

Ρνή : 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 1 2 3 (n=18) 

Κάδνο : 1 1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 3 2 2  

Μεηξεηήο : 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0  

Τπνςήθην ζηνηρείν: 2 

(2ν πέξαζκα): 

Ρνή : 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 1 2 3 

Μεηξεηήο : 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 5 5 

Ιζρύεη 5<18/2 άξα δελ ππάξρεη ζηνηρείν πιεηνςεθίαο. 

 



Οξζόηεηα Αιγόξηζκνπ 

Φαληαζηείηε όηη βάδνπκε ζε δεπγάξηα όζεο εκθαλίζεηο ηνπ 

ζηνηρείνπ πιεηνςεθίαο κπνξνύκε κε άιια ζηνηρεία ηεο ξνήο:  

Σόηε ζα ππάξρνπλ επηπιένλ εκθαλίζεηο ηνπ ζηνηρείνπ 
πιεηνςεθίαο πνπ δελ είλαη ζε δεπγάξηα: 

Κάζε δεπγάξη αιιειναλαηξείηαη (έρνπκε κείσζε θαη αύμεζε 
θαηά 1 ζηνλ κεηξεηή): 

Δπνκέλσο, ζην ηέινο ζα έρνπκε έλα ζεηηθό πιήζνο 

εκθαλίζεσλ γηα ην ζηνηρείν πιεηνςεθίαο αλεμαξηήησο 

πσο ζα είλαη ηα δεπγάξηα. 



Αιγόξηζκνο Σηνηρείνπ Πιεηνςεθίαο 
(majority algorithm) 

 Λύλεηαη κε έλα πέξαζκα; 

 Όρη πάληα. 

 Αλ ππάξρεη ζηνηρείν πιεηνςεθίαο ηόηε όπσο απνδείμακε ν 
αιγόξηζκνο αθόκα θαη κε έλα πέξαζκα ζα ην βξεη ζσζηά (1ν 
παξάδεηγκα). 

 Αλ δελ ππάξρεη όκσο ζηνηρείν πιεηνςεθίαο ηόηε ην ζηνηρείν 
πνπ επηζηξέθεηαη κε έλα πέξαζκα δελ απνηειεί ηε ζσζηή 
απάληεζε (απαηηείηαη θαη ην 2ν πέξαζκα γηα ηνλ έιεγρν). 

 Ο αιγόξηζκνο απηόο γεληθεύηεθε γηα k ζηνηρεία ην 1982 
από ηνπο Misra and Gries κε ην όλνκα Frequent 
Algorithm, ελώ αλαθαιύθζεθε μαλά ην 2002 κε αθόκα 
πην απνδνηηθέο πινπνηήζεηο θαη όξηα πνπ δηαηππώζεθαλ 
ην 2003 [Bose et al.]. 



Αιγόξηζκνο Σπρλόηεηαο  
(Frequent Algorithm) 

Ο αιγόξηζκνο ζπρλόηεηαο βξίζθεη θάζε ζηνηρείν κε ζπρλόηεηα 

κεγαιύηεξε από n/(k+1) ρξεζηκνπνηώληαο k θάδνπο κίαο ζέζεο 

θαη k κεηξεηέο. 
 

Αιγόξηζκνο πρλόηεηαο: 

 Γηα θάζε ζηνηρείν ηεο ξνήο πνπ δηαβάδεηαη: 

 Αλ ην ζηνηρείν είλαη ζε θάπνην θάδν (από ηνπο k),                

απμάλνπκε θαηά 1 ηνλ αληίζηνηρν κεηξεηή. 

 Αιιηώο, αλ έλαο κεηξεηήο είλαη 0, ηνπνζεηνύκε ην ζηνηρείν ζε 

απηόλ ηνλ θάδν (αληηθαζηζηώληαο ηπρόλ άιιν ζηνηρείν) θαη 

θάλνπκε ηνλ αληίζηνηρν κεηξεηή 1. 

 Αιιηώο, κεηώλνπκε όινπο ηνπο κεηξεηέο θαηά 1. 



Οξζόηεηα Αιγνξίζκνπ 
Ιδηόηεηα: Κάζε ζηνηρείν κε ζπρλόηεηα κεγαιύηεξε 
από n/(k+1) ζα ππάξρεη ζε έλαλ θάδν ζην ηέινο ηεο 
ξνήο. 

Απόδεημε: Αληίζηνηρε κε ηελ πξνεγνύκελε.  

 Απαηηνύκελνο Υώξνο: O(k) 

 Με έλα κόλν πέξαζκα κπνξνύκε λα αλαθέξνπκε 
ηα ππνςήθηα ζηνηρεία σο απάληεζε αιιά δελ 
έρνπκε αθόκα θξάγκαηα γηα ην ζθάικα. 

 Απαηηείηαη λέν κνληέιν γηα ην πξόβιεκα ώζηε 
λα ππνζηεξίδεη πξνζεγγίζεηο κε δεδνκέλα όξηα 
ζθάικαηνο. 



Τν  Τειηθό Πξόβιεκα 

 Σν πξόβιεκα ησλ ζπρλώλ ζηνηρείσλ (Frequent Items – 

Heavy Hitters), δηαηππώλεηαη ηειηθά σο εμήο:  

 Αλ έρνπκε κία ξνή πνπ απνηειείηαη από n ζηνηρεία, καο 

ελδηαθέξεη λα βξνύκε ηα ζηνηρεία πνπ εκθαλίδνληαη κε 

ζπρλόηεηα fn, όπνπ 0<f<1 έλα πξνθαζνξηζκέλν όξην, θαη 

θαλέλα κε ζπρλόηεηα <(f-ε)n, όπνπ 0<ε<1 έλα πξνθαζνξηζκέλν 

ζθάικα. 

 Η εθηίκεζε θάζε ζπρλόηεηαο πξέπεη λα γίλεηαη κε ζθάικα εn. 



Απόδνζε Αιγνξίζκνπ Σπρλόηεηαο 

 ην ηειηθό πξόβιεκα ν αιγόξηζκνο εθαξκόδεηαη 

αθξηβώο κε ηνλ ίδην ηξόπν, ζέηνληαο: f=1/(k+1). 

 Με έλα κόλν πέξαζκα ηεο ξνήο έρνπκε ηελ 

ηειηθή εθηίκεζε ησλ  k ζπρλώλ ζηνηρείσλ θαη 

κάιηζηα κε όξην γηα ην ζθάικα: 

 Η ρξήζε k=1/ε κεηξεηώλ θαη θάδσλ εθηηκά ηηο 

ζπρλόηεηεο κε ζθάικα εn [Bose et al., 2003]. 

 Απαηηνύκελνο Χώξνο: O(k)=O(1/ε). 

 



Αιγόξηζκνο Lossy Counting 
Ο αιγόξηζκνο απηόο πξνηάζεθε ην 2002 από ηνπο Manku, 

Motwani θαη ε θεληξηθή ηνπ ηδέα είλαη ε νκαδνπνίεζε 

ζηνηρείσλ θαη ε άζξνηζε ησλ αληηζηνίρσλ κεηξεηώλ ηνπο. 

Αιγόξηζκνο Lossy Counting (απιή έθδνζε): 

 Κάζε ζηνηρείν ηεο ξνήο πνπ δηαβάδεηαη απνζεθεύεηαη ζε 

κία νκάδα ζηελ κλήκε (αλ δελ ππάξρεη ήδε). Αλ ην ζηνηρείν 

ππάξρεη ηόηε απμάλνπκε θαηά 1 ηνλ αληίζηνηρν κεηξεηή ηνπ 

(ηελ ζπρλόηεηά ηνπ). 

 Κάζε θνξά πνπ κία νκάδα θηάζεη ζε πιήζνο ηα 1/ε 

ζηνηρεία, ηα ζηνηρεία ηεο ζπγρσλεύνληαη θαη νη αληίζηνηρνη 

κεηξεηέο ηνπο αζξνίδνληαη. 

 Όινη νη ππόινηπνη κεηξεηέο κεηώλνληαη θαηά 1 ελώ 

ζβήλνληαη όια ηα ζηνηρεία πνπ έρνπλ κεδεληθό κεηξεηή. 



Απόδνζε Αιγνξίζκνπ Lossy Counting 

 Από ηελ αλάιπζε ηεο κεζόδνπ πξνθύπηεη όηη ν 

απαηηνύκελνο ρώξνο απνζήθεπζεο γηα ηα 

εηζεξρόκελα ζηνηρεία θαη κέρξη ην ηέινο ηεο ξνήο  

είλαη: O(1/ε  log(εn)), όπνπ ε ην ζθάικα. 

 Οη ζπρλόηεηεο εθηηκώληαη κε ζθάικα εn. 

 ηελ πιήξε έθδνζε ηνπ αιγνξίζκνπ θξαηνύληαη 

επηπιένλ πιεξνθνξίεο γηα ηηο νκάδεο 

επηηπγράλνληαο πεξαηηέξσ κείσζε ηνπ 

ζθάικαηνο. 



Αιγόξηζκνο Space Saving 
Ο αιγόξηζκνο απηόο πξνηάζεθε ην 2005 από ηνπο Metwally, 
Agrawal, El Abaddi θαη ε θεληξηθή ηνπ ηδέα είλαη ε ζπγρώλεπζε 
ησλ δύν πξνεγνύκελσλ αιγνξίζκσλ (Loosy Counting θαη 
Frequent). Υξεζηκνπνηεί k θάδνπο κίαο ζέζεο θαη k αληίζηνηρνπο 
κεηξεηέο, όπνπ k=1/ε. 

Αιγόξηζκνο Space Saving: 

 Αξρηθνπνηνύληαη νη κεηξεηέο κε 0. 

 Σα πξώηα k δηαθνξεηηθά ζηνηρεία ηνπνζεηνύληαη ζηνπο θάδνπο 
ελώ απμάλνληαη νη αληίζηνηρνη κεηξεηέο ηνπο όζν δηαβάδνληαη 
επαλαιήςεηο ηνπο. Όζν δειαδή δηαβάδεηαη ζηνηρείν πνπ ππάξρεη, 
απμάλνπκε θαηά 1 ηνλ αληίζηνηρν κεηξεηή ηνπ (ελεκεξώλνληαο 
ηελ ζπρλόηεηά ηνπ). 

 Αλ δηαβαζηεί ζηνηρείν από ηε ξνή πνπ δελ ππάξρεη ζε θάπνηνλ 
από ηνπο k θάδνπο, ηόηε απηό αληηθαζηζηά ην ζηνηρείν ησλ 
θάδσλ πνπ έρεη ηελ κηθξόηεξε ζπρλόηεηα, ελώ ν αληίζηνηρνο 
κεηξεηήο γίλεηαη 1. 



Αλάιπζε Αιγνξίζκνπ Space Saving 

Ιδηόηεηα: Βξίζθεη θάζε ζηνηρείν κε ζπρλόηεηα κεγαιύηεξε από 
n/(k+1), κε ζθάικα ζηηο ζπρλόηεηεο όρη πεξηζζόηεξν από εn. 

Απόδεημε:  

Αξρηθά ζα απνδείμνπκε όηη ε κηθξόηεξε ηηκή ησλ κεηξεηώλ (έζησ 
min) είλαη ην πνιύ εn: 

 Πξάγκαηη, ε κέζε ηηκή όισλ ησλ κεηξεηώλ είλαη εn θαζώο ην 
άζξνηζκα όισλ ησλ ζπρλνηήησλ είλαη n θαη δηαηξώληαο κε ην πιήζνο 
ηνπο k πξνθύπηεη n/(1/ε) = εn.  

 Δθόζνλ ε κέζε ηηκή ηνπο είλαη εn δελ κπνξεί ν κηθξόηεξνο λα είλαη 
πάλσ από ηελ ηηκή απηή, άξα min  εn. 

Καηόπηλ ζα απνδείμνπκε όηη ε πξαγκαηηθή ζπρλόηεηα θάζε 
απνζεθεπκέλνπ ζηνηρείνπ έρεη ζθάικα ην πνιύ εn: 

 Πξάγκαηη, κε ρξήζε ηεο καζεκαηηθήο επαγσγήο, θαζώο δηαηξέρνπκε 
ηελ ξνή, ε ηηκή ηνπ min απμάλεηαη κνλόηνλα (δελ κπνξεί όκσο λα 
μεπεξάζεη ηελ ηηκή εn) 



Αλάιπζε Αιγνξίζκνπ Space Saving 

Σέινο ζα απνδείμνπκε όηη θάζε ζηνηρείν x πνπ έρεη 
πξαγκαηηθή ζπρλόηεηα κεγαιύηεξε από εn 
απνζεθεύεηαη ζε θάπνηνλ θάδν. Με απαγσγή ζε άηνπν: 

 Έζησ αληίζεηα όηη ην ζηνηρείν x έρεη θύγεη από ηνπο 
θάδνπο θαη αληηθαηαζηάζεθε από άιιν ζηνηρείν.  

 Αλ mint ήηαλ ε ηηκή ηνπ ειαρίζηνπ ηε ζηηγκή ηεο 
αληηθαηάζηαζεο ηνπ x, ηόηε ε ζπρλόηεηα ηνπ x ζα ήηαλ  
mint. 

 Όκσο επεηδή ε min απμάλεηαη κνλόηνλα κέρξη ην ηέινο 
ηεο ξνήο, ζα ηζρύεη: ζπρλόηεηα(x)  mint   min  εn. 
Άηνπν. 

 Απαηηνύκελνο Χώξνο: O(k)=O(1/ε). 



Υινπνηήζεηο-Πεηξάκαηα 

 Γηα ηνπο αιγνξίζκνπο πνπ βαζίδνληαη ζε κεηξεηέο (counter-
based algorithms) ππάξρνπλ δηάθνξεο πινπνηήζεηο. Κάπνηεο 
πινπνηήζεηο ηνπο βξίζθνληαη ζηε δηεύζπλζε:  

 http://www.research.att.com/~marioh/frequent-items 

 Πεηξάκαηα πνπ έγηλαλ επηβεβαίσζαλ ηηο ζεσξεηηθέο 
αλαιύζεηο. 

 Όινη νη αιγόξηζκνη απηνί θαίλεηαη λα έρνπλ παξόκνηα 
απόδνζε ρεηξόηεξεο πεξίπησζεο: ρξεζηκνπνηώληαο ρώξν 
O(1/ε) δίλνπλ πξνζεγγηζηηθή ιύζε κε αθξίβεηα εn. 

 πρλά ζηελ πξάμε νη αιγόξηζκνη απηνί είλαη πην αθξηβείο από 
όζν θαζνξίδνπλ ηα ζεσξεηηθά όξηα. 

 πγθξίζεηο έγηλαλ ζε κία κεγάιε πνηθηιία δεδνκέλσλ ξνώλ: 
web, network, synthetic data, θιπ. 

http://www.research.att.com/~marioh/frequent-items
http://www.research.att.com/~marioh/frequent-items
http://www.research.att.com/~marioh/frequent-items
http://www.research.att.com/~marioh/frequent-items
http://www.research.att.com/~marioh/frequent-items


Υινπνηήζεηο-Πεηξάκαηα 

 F (Frequency), LC-LCD (Lossy Counting), SSL-SSH (Space Saving) 

 Καη νη δύν πινπνηήζεηο ηνπ αιγνξίζκνπ Space Saving επηηπγράλνπλ 
ηέιεηα αθξίβεηα ρξεζηκνπνηώληαο κηθξό ρώξν (10KB-1MB). 

 Τπνζηεξίδνπλ γξήγνξεο ξνέο (κπνξνύλ λα επηηύρνπλ 20M-30M 
ελεκεξώζεηο ην δεπηεξόιεπην). 

f f 



Σπκπεξάζκαηα 

 Οη αιγόξηζκνη πνπ βαζίδνληαη ζε κεηξεηέο (counter-based 

algorithms) είλαη πνιύ απνδνηηθνί εθόζνλ κε ρώξν O(1/ε) 

δίλνπλ πξνζεγγηζηηθή ιύζε κε αθξίβεηα εn.  

 Δίλαη πνιύ γξήγνξνη ζηελ πξάμε ππνζηεξίδνληαο αξθεηά 

εθαηνκκύξηα ελεκεξώζεηο ην δεπηεξόιεπην. 

 Δίλαη παξόκνηνη, αιιά ππάξρεη ζαθώο έλαο «ληθεηήο», ν 

Space Saving Algorithm. 

 Κπξηόηεξν Μεηνλέθηεκα: Δθαξκόδνληαη κόλν ζην Cash-

Register Model (αθίμεσλ) θαη όρη ζην γεληθόηεξν κνληέιν 

Turnstile Model (αθίμεσλ θαη αλαρσξήζεσλ).  



Αιγόξηζκνη πνπ                        

ρξεζηκνπνηνύλ sketches 

 

 Hierarchical Search Algorithm + Group Testing 

 Count-Min Sketch Algorithm 

 Count Sketch Algorithm 



Τη γίλεηαη ζην Μνληέιν ηνπ Μύινπ; 
(δπλακηθή πιεηνςεθία) 

 Οη πξνεγνύκελεο κέζνδνη δελ κπνξνύλ λα ρεηξηζηνύλ 
αθίμεηο θαη αλαρσξήζεηο ζηνηρείσλ. Αο δνύκε αξρηθά πνηα 
είλαη ε δηαθνξά γηα ην πξόβιεκα ηνπ ζηνηρείνπ 
πιεηνςεθίαο ζην κνληέιν απηό:   

 Παξάδεηγκα: (+i ζεκαίλεη όηη ην i θηάλεη, -i ζεκαίλεη όηη 
ην i αλαρσξεί) 

+1 +1 +1 +2 +3 +4 +4 +4 +4 +4 +4 +4 

νπόηε ην ζηνηρείν πιεηνςεθίαο είλαη ην 4. Όκσο αλ ε ξνή 
ζπλερίδεηαη σο εμήο: 

-4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 

ηόηε ην ζηνηρείν πιεηνςεθίαο είλαη ην 1.  

 Νηεηεξκηληζηηθέο ιύζεηο ηώξα δελ ππάξρνπλ. Έηζη 
θαηαθεύγνπκε ζηνπο Sketch Algorithms. 



H ηδέα ηεο Ιεξαξρηθήο Πξνζέγγηζεο 

 Έζησ όηη ρσξίδνπκε ηα ζηνηρεία πνπ βξίζθνληαη ζηε ξνή 
ζε δύν νκάδεο κε νπνηνλδήπνηε απιό ηξόπν (π.ρ. όζα είλαη 
ζην δηάζηεκα [1,U/2] θαη όζα είλαη ζην [U/2, U]).  

 Αλ ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ κίαο νκάδαο είλαη >n/2 ηόηε 
απηό ζεκαίλεη όηη ην πιεηνςεθηθό ζηνηρείν πηζαλόλ λα 
είλαη ζε απηή ηελ νκάδα.  

 Σν ζίγνπξν όκσο είλαη όηη θαλέλα από ηα ζηνηρεία ηεο 
άιιεο νκάδαο δελ κπνξεί λα είλαη πιεηνςεθηθό ζηνηρείν. 

 Έηζη κπνξνύκε λα απνθιείνπκε νιόθιεξεο νκάδεο 
ζηνηρείσλ από ηελ απάληεζε (pruning) θαη λα ζπλερίδνπκε 
αλαδξνκηθά ζηηο νκάδεο πνπ έκεηλαλ. 

 Ο ρώξνο αλαδήηεζεο πεξηνξίδεηαη ζεκαληηθά. 

 

 



Ο αιγόξηζκνο Hierarchical Search 

 Δίλαη έλαο αλαδξνκηθόο αιγόξηζκνο divide-and-conquer ν 
νπνίνο αθνινπζεί έλα δπαδηθό δέληξν (binary tree) πάλσ ζην 
πεδίν νξηζκνύ [1,U] ησλ ζηνηρείσλ ηεο ξνήο. 

 ε θάζε επίπεδν ηνπ δέληξνπ ρξεζηκνπνηείηαη έλα θαηάιιειν 
sketch πνπ βνεζά ζηνλ εληνπηζκό ησλ ζπρλώλ ζηνηρείσλ (ή 
ηνπ ζηνηρείνπ πιεηνςεθίαο αλάινγα κε ην πνην πξόβιεκα 
ιύλνπκε) ζηνπο θόκβνπο. 

 Γπαδηθή Αλαδήηεζε:  

 Βξίζθνπκε αλ ην ζηνηρείν πιεηνςεθίαο ή θάπνην ζπρλό ζηνηρείν 
είλαη ζην δηάζηεκα [1,U/2] ή ζην δηάζηεκα [U/2, U].  

 Αλαδξνκηθά ζπλερίδνπκε ζην θαηάιιειν ππνδηάζηεκα.  

 Ιδηόηεηα ηνπ δέληξνπ: όινη νη πξόγνλνη ελόο ζπρλνύ 
ζηνηρείνπ είλαη επίζεο ζπρλά ζηνηρεία. 

 



Παξάιιειε Δπαδηθή Αλαδήηεζε 

 Μπνξνύκε λα θάλνπκε πνιιέο αλαδεηήζεηο ηαπηόρξνλα 

θαηαζθεπάδνληαο sketches ζηα δηάθνξα επίπεδα ηνπ δέληξνπ 

πνπ αθνξνύλ νκάδεο δηαζηεκάησλ. Γηα παξάδεηγκα: 

 Η πξώηε νκάδα ζα είλαη ην δηάζηεκα [1,U/2]. 

 Σα δηαζηήκαηα πνπ νξίδνληαη ζην επόκελν επίπεδν είλαη: [1,U/4], 

(U/4,U/2], (U/2,3U/4], (3U/4,U]. 

 Η δεύηεξε νκάδα ζα πεξηέρεη ηα δηαζηήκαηα: [1,U/4], (U/2,3U/4] 

 θιπ. 

 Από ην sketch ηεο πξώηεο νκάδαο κπνξνύκε λα βξνύκε ζε 

πνην κηζό αλήθεη ην ζηνηρείν πιεηνςεθίαο ελώ καδί κε ην 

sketch ηεο δεύηεξεο ζε πνην ηέηαξην αλήθεη, θιπ. 



Δνκή ησλ Οκάδσλ 

 Θα έρνπκε ζπλνιηθά logU νκάδεο (sketches).  

 Πώο όκσο νξίδνπκε ζε πνηα νκάδα ζα αλήθεη ην 
θάζε ζηνηρείν; 

Οκάδα 1 

Οκάδα 2 

Οκάδα 3 

Οκάδα 4 

Οκάδα 5 



Τνπνζέηεζε Σηνηρείσλ ζηηο Οκάδεο 

Ιδέα: Έζησ ην ζηνηρείν i. Σόηε, ην i κπαίλεη ζε 

εθείλεο ηηο νκάδεο γηα ηηο νπνίεο ηα αληίζηνηρα bits 

ηεο δπαδηθήο αλαπαξάζηαζήο ηνπ είλαη 1. 

Παξάδεηγκα: Σν 13=00001101 κπαίλεη ζηηο νκάδεο 

1, 3 θαη 4. Γειαδή πξνζζέηνπκε 1 ζηνπο 

αληίζηνηρνπο κεηξεηέο ηνπο. 

Όηαλ ζηε ξνή έρνπκε άθημε ηνπ i ηόηε πξνζζέηνπκε 

1 ζηηο αληίζηνηρεο νκάδεο, ελώ όηαλ έρνπκε 

αλαρώξεζε αθαηξνύκε 1. 



Απόδεημε Οξζόηεηαο 

Έζησ ε δπαδηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ 
πιεηνςεθηθνύ ζηνηρείνπ.  

Αλ ην bit j ηνπ ζηνηρείνπ είλαη 1 ηόηε ε νκάδα j 
ζα έρεη κεηξεηή κεγαιύηεξν από ην κηζό ηνπ 
κεγέζνπο ηεο ξνήο. 

Άξα, θνηηώληαο ηνπο κεηξεηέο ζηα sketches 
κπνξνύκε λα εληνπίζνπκε ην πιεηνςεθηθό 
ζηνηρείν νπνηαδήπνηε ζηηγκή. 

Δπίζεο κπνξνύκε λα ππνζηεξίμνπκε θαη 
αλαρσξήζεηο από ηε ζηηγκή πνπ νη κεηξεηέο 
επηηξέπεηαη θαη λα κεηώλνληαη θαηά 1. 



Παξάδεηγκα 

+1 +1 +1 +2 +3 +4 +4 +4 +4 +4 +4 +4 

ύλνιν ηνηρείσλ: 12  

ηνηρεία: 1001, 2010, 3011, 4100  (έρνπκε 3 νκάδεο) 

1ε Οκάδα: {1[3], 3[1]} 2ε Οκάδα: {2[1], 3[1]} 3ε Οκάδα: {4[7]} 

Πιήζνο-1εο=3+1=4 Πιήζνο-2εο=1+1=2 Πιήζνο-3εο=7>12/2 

Άξα ην ζηνηρείν πιεηνςεθίαο είλαη ην 4.  

Όκσο αλ ε ξνή ζπλερηζηεί σο εμήο: 

-4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 

Σειηθό ύλνιν ηνηρείσλ: 5 

1ε Οκάδα: {1[3], 3[1]} 2ε Οκάδα: {2[1], 3[1]} 3ε Οκάδα: {4[0]} 

Πιήζνο-1εο=3+1=4>5/2 Πιήζνο-2εο=1+1=2 Πιήζνο-3εο=0 

Άξα ην ζηνηρείν πιεηνςεθίαο είλαη ην 1 θαζώο ηζρύεη θαη 3>5/2  

 



Μία Φξήζηκε Ιδηόηεηα 
 Έζησ όηη ζε δηαθνξεηηθνύο ηεξκαηηθνύο ζηαζκνύο 

επηβιέπνπκε δηαθνξεηηθέο ξνέο (ή ηκήκαηα ηεο ίδηαο) γηα 

ηελ εύξεζε ηνπ πην ζπρλνύ ζηνηρείνπ. 

 Μπνξνύλ λα ζπλδπαζηνύλ νη παξαηεξήζεηο ηνπο; 

 Με ηελ ηεξαξρηθή κέζνδν ησλ νκάδσλ: ΝΑΙ. 

 Ο κόλνο πεξηνξηζκόο είλαη όηη πξέπεη ζε θάζε ζηαζκό λα έρνπλ 

νξηζηεί νη ίδηεο νκάδεο (ίδην δπαδηθό δέληξν ζε ίδην πεδίν U) 

 Πξνζζέηνπκε απιά ηνπο αληίζηνηρνπο κεηξεηέο ησλ ζηαζκώλ γηα 

ηελ θάζε κία νκάδα. 

 Σν απνηέιεζκα πνπ ζα πάξνπκε ζα είλαη ίδην κε ην αλ είρακε όιεο 

ηηο ξνέο ζε κία εληαία. 

 Μπνξνύκε ινηπόλ λα θαηαλέκνπκε ηελ δηαδηθαζία απηή 

πνιύ εύθνια. 



Γελίθεπζε 
 Η ηερληθή ησλ νκάδσλ είλαη επέιηθηε θαη κπνξεί λα γεληθεπηεί 

θαη γηα ην πξόβιεκα ησλ ζπρλώλ ζηνηρείσλ: 

 Γηαδηθαζία γηα ηα k πην ζπρλά ζηνηρεία: 

 Δπηιέγνπκε S ππνζύλνια ηνπ ζύκπαληνο (ππνζύλνια ηνπ [1,U]) 

 Γηα θάζε ζηνηρείν i πνπ δηαβάδεηαη από ηε ξνή: 

  Γηα θάζε ππνζύλνιν sj πνπ πεξηέρεη ην i: 

  Αθαηξνύκε ή πξνζζέηνπκε 1 ζηνπο κεηξεηέο ησλ θαηάιιεισλ 

νκάδσλ (αλάινγα κε ην αλ έρνπκε άθημε ή αλαρώξεζε) 

 Γηα λα βξνύκε ηα ζπρλά ζηνηρεία: 

Σε κάθε σποζύνολο, ελέγτοσμε αν σπάρτει ζστνό ζηοιτείο ζηις 

δσαδικές αναπαραζηάζεις (sketches) ποσ ζτημαηίζονηαι από ηις 

ομάδες, και ηο αναθέροσμε. 



Υπνζύλνια 

Λεπηνκέξεηεο πνπ πξέπεη αθόκα λα μεθαζαξηζηνύλ: 

 Πόζα ππνζύλνια ρξεηάδνληαη, δειαδή πόζν 

κεγάιν είλαη ην S; Πσο ηα επηιέγνπκε; 

 Πώο απνζεθεύνπκε ην θάζε ππνζύλνιν 

απνδνηηθά; 

 Ση εγγπήζεηο έρνπκε όηη απηή ε ηερληθή 

δνπιεύεη; 

 Ση γίλεηαη αλ δελ ππάξρεη κόλν έλα ζπρλό 

ζηνηρείν ζε έλα ππνζύλνιν; Μπνξνύκε λα 

αληρλεύζνπκε απηή ηε πεξίπησζε; 



Επηινγή Υπνζπλόισλ 

 Αλ επηιέμνπκε ηα ζηνηρεία θάζε ππνζπλόινπ ηπραία ηόηε 

ν ρώξνο πνπ ζα ρξεηαζηνύκε είλαη κεγάινο. 

 Αληί απηνύ ρξεζηκνπνηνύκε θαζνιηθέο ζπλαξηήζεηο 

θαηαθεξκαηηζκνύ (universal): 

 Οηθνγέλεηα ζπλαξηήζεσλ: F: {0…U-1}  {0…S-1} 

 Καζνιηθή Ιδηόηεηα:  x1 ≠ x2, θαη  f επηιεγκέλε 

νκνηόκνξθα ηπραία από ηελ νηθνγέλεηα F, ηζρύεη: 

Pr[f(x1)=f(x2)] = 1/S   

 Η ηνπνζέηεζε ησλ ζηνηρείσλ ζηα ππνζύλνια γίλεηαη σο 

εμήο: 

 Αλ f(i)=j ηόηε ζπκπεξηιακβάλνπκε ην ζηνηρείν i ζην 

ππνζύλνιν j (sj). 
 

 



Επηινγή Οηθνγέλεηαο Σπλαξηήζεσλ 

 Δπηιέγνπκε κία γλσζηή θαζνιηθή νηθνγέλεηα ε νπνία 

επηπιένλ έρεη θαη ηελ ηδηόηεηα όηη νη ζπλαξηήζεηο ηεο 

είλαη pairwise independent: 

fa,b(x) = ((ax + b) mod p) mod S   

    όπνπ p είλαη έλαο πξώηνο αξηζκόο >S αιιά κε p < 2S      

    θαζώο ιόγσ ηνπ αθόινπζνπ mod S δελ ρξεηάδεηαη λα  

    είλαη κεγαιύηεξν. 

 Σα a,b επηιέγνληαη από ην δηάζηεκα [1,…,p-1]. 

 Ση ρξεηάδεηαη λα απνζεθεύζνπκε ηε ζπλάξηεζε; 

 Αξθεί λα απνζεθεύζνπκε ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ a,b πνπ 

απαηηνύλ logp bits. 

 



Οξηζκόο Σπλόισλ 

 Υξεζηκνπνηνύκε ηελ πξνεγνύκελε νηθνγέλεηα γηα λα 

νξίζνπκε ηα ηειηθά S ππνζύλνια ηνπ U. 

 Έζησ όηη ςάρλνπκε γηα ηα k πην ζπρλά ζηνηρεία πνπ 

εκθαλίδνληαη κε ζπρλόηεηα κεγαιύηεξε από n/(k+1). 

 Θέηνπκε: S = 2k (ζα δνύκε ζε ιίγν γηαηί). Γειαδή 

αξθνύλ 2k ππνζύλνια. 

 Οξίδνπκε ην ππνζύλνιν sj κε θαηάιιεια aj θαη bj. 

 Σν ζηνηρείν i ηνπνζεηείηαη ζην ππνζύλνιν sj αλ f(i)=j, 

δειαδή αλ: 

((aji + bj) mod p) mod S = j 



Πηζαλνηηθά Απνηειέζκαηα 

 Θέινπκε λα επηιέμνπκε θαηάιιεια ππνζύλνια ώζηε λα 

έρνπκε αθξηβώο έλα ζπρλό ζηνηρείν ζε θαζέλα από 

απηά.  

 Μπνξεί όκσο λα ππάξρνπλ πεξηζζόηεξα από έλα ζπρλά 

ζηνηρεία ζε έλα ππνζύλνιν πνπ επηιέρζεθε. 

 Ή κπνξεί λα κελ ππάξρεη θαλέλα ζπρλό ζηνηρείν ζε έλα 

ππνζύλνιν πνπ επηιέρζεθε. 

 Αλ κπνξέζνπκε λα θξάμνπκε ηελ πηζαλόηεηα λα  

ζπκβεί απηό ηόηε ν αιγόξηζκνο ζα ηειεηνπνηεζεί. 



Αλάιπζε 
 Έζησ fr(i) ε ζπρλόηεηα ηνπ ζηνηρείνπ i ζηελ ξνή, θαη όηη έλα 

ζπρλό ζηνηρείν x ηνπνζεηείηαη ζε έλα ππνζύλνιν (έρεη ζπρλόηεηα 

κεγαιύηεξε από n/(k+1)). 

 Η αλακελόκελε ζπρλόηεηα ησλ ππνινίπσλ ζηνηρείσλ ζα είλαη: 

 

 

 

 

 Έηζη, από ηελ αληζόηεηα Markov ε πηζαλόηεηα έλα άιιν ζηνηρείν 

λα έρεη κεγαιύηεξε ζπρλόηεηα από ηνπ x είλαη: 
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Λόγσ ηεο θαζνιηθήο ηδηόηεηαο 

Με S=2k θξάζζεηαη ε πηζαλόηεηα 

Αθαηξείηαη ην 

όξην ηεο ζπρλό-

ηεηαο ηνπ x. 



Επαλαιήςεηο 

 Δπεηδή ε πηζαλόηεηα λα έρνπκε έλα αθόκα ζπρλό ζηνηρείν 

ζην ίδην ππνζύλνιν είλαη κηθξόηεξε ηνπ ½, αξθεί λα 

επαλαιάβνπκε ηελ δηαδηθαζία (όπσο κε ηελ ξίςε ελόο 

λνκίζκαηνο) ώζηε θάζε ζπρλό ζηνηρείν λα κπεη ζε 

ππνζύλνιν πνπ δελ ππάξρεη άιιν ζπρλό ζηνηρείν.  

 Μάιηζηα αξθεί λα επαλαιακβάλνπκε ηελ δηαδηθαζία 

log(k/δ) θνξέο (κε δηαθνξεηηθέο ζπλαξηήζεηο 

θαηαθεξκαηηζκνύ), ώζηε λα θξάμνπκε ηελ πηζαλόηεηα 

απνηπρίαο ζην δ, θαζώο: 

 Η πηζαλόηεηα απνηπρίαο ζε έλα ππνζύλνιν ζα είλαη: 

(1/2)log(k/δ)=δ/k 

 Οπόηε ε ζπλνιηθή πηζαλόηεηα απνηπρίαο γηα ηα k ζπρλά 

ζηνηρεία ζα είλαη ίζε κε δ. 



Ο Τειηθόο Αιγόξηζκνο 

1. Δπηιέγνπκε log(k/δ) αθέξαηεο ηηκέο aj, bj ζην 

δηάζηεκα [0…k-1] ηπραία κε ίδηα πηζαλόηεηα. 

2. Γηα θάζε ζηνηρείν i ζηε ξνή: 

1. Γηα j=1 κέρξη log(k/δ): 

 Αλ (((aji + bj) mod p) mod 2k = x) ηόηε 

 Πξόζζεζε (Αθαίξεζε) 1 από ηηο θαηάιιειεο νκάδεο ηνπ x 

γηα κία άθημε (αλαρώξεζε). 

3. Γηα λα βξνύκε ηα ζπρλά ζηνηρεία: 

 Γηα j=1 έσο log(k/δ), γηα x=1 έσο 2k, βξεο αλ ππάξρεη 

ζπρλό ζηνηρείν θαη δηάβαζε ηελ ηηκή ηνπ από ηηο νκάδεο 

ηνπ x. 



Η Εύξεζε ησλ Σπρλώλ Σηνηρείσλ 

Φάρλνπκε γηα ζηνηρεία κε ζπρλόηεηα > n/(k+1) 

 Άξα αλ ππάξρεη ζπρλό ζηνηρείν ζε έλα ππνζύλνιν ηόηε ε 

κέηξεζε ζα είλαη > n/(k+1) 

 Αλ ε κέηξεζε είλαη < n/(k+1), ηόηε δελ ππάξρεη ζπρλό ζηνηρείν 

ζην αληίζηνηρν ππνζύλνιν. 

 Αλ ςάρλνπκε ζηηο νκάδεο ελόο ππνζπλόινπ θαη βξνύκε θάπνηα 

νκάδα M έηζη ώζηε μέηρηζη(M)>n/(k+1) θαη ηαπηόρξνλα 

μέηρηζη(υποζύνολο) – μέηρηζη(M) > n/(k+1) ηόηε ππάξρνπλ 

2 ή πεξηζζόηεξα ζπρλά ζηνηρεία ζην ππνζύλνιν απηό (έρνπκε 

απνηπρία κε πηζαλόηεηα δ). 



Απόδνζε 

Υξόλνο Δθηέιεζεο θαη Υώξνο: 

 Γηα ηελ επεμεξγαζία ελόο ζηνηρείνπ ππνινγίδνπκε O(log(k/δ)) 

ζπλαξηήζεηο θαηαθεξκαηηζκνύ. 

 Απαηηείηαη logU ρξόλνο γηα επεμεξγαζία ησλ νκάδσλ, άξα: 

πλνιηθόο ρξόλνο: O(logklogU) 

Υώξνο: O(logklog2U) 

 

Έλα κηθξό ζέκα: Ο αιγόξηζκνο κπνξεί λα κελ δνπιέςεη όηαλ: 

 Η ζπλνιηθή ζπρλόηεηα ησλ άιισλ ζηνηρείσλ ζην ππνζύλνιν 

είλαη κεγαιύηεξε από n/(k+1) 

 Απηό ζπάληα ζπκβαίλεη ζηελ πξάμε, θαη είδακε όηη κπνξεί λα 

ζπκβεί κε πηζαλόηεηα δ (νπόηε θξάζζεηαη). 



Count-Min Sketch [Cormode, Muthukrishnan’04] 

 Η κέζνδνο Count-Min Sketch πνπ είδακε ζην 1ν κέξνο κπνξεί λα 
εθαξκνζηεί απεπζείαο ζην πξόβιεκα ησλ k ζπρλώλ ζηνηρείσλ. 

 Η ξνή κνληεινπνηείηαη σο έλα δηάλπζκα X δηάζηαζεο U ζην νπνίν 
ην ζηνηρείν x[i] εθθξάδεη ηελ ζπρλόηεηα ηνπ ζηνηρείνπ i{1…U}. 

 Οη παξάκεηξνη ζθάικαηνο (ε) θαη απνηπρίαο (δ) θαζνξίδνπλ ηηο 
παξακέηξνπο ηνπ sketch: 

 

 

 

 

 

 Γεκηνπξγείηαη κία ζπλνπηηθή εηθόλα ηεο ξνήο κε ηε κνξθή ελόο 
πίλαθα CM δηάζηαζεο w  d. 

 Υξεζηκνπνηνύληαη d αλεμάξηεηεο ζπλαξηήζεηο hash h() πνπ 
απεηθνλίδνπλ έλα ζηνηρείν ηεο ξνήο ζην δηάζηεκα [1…w], άξα         
ζε θάπνην θειί ζηελ θάζε γξακκή (όρη απαξαίηεηα ζην ίδην).   

Array: 

CM[i,j] 
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Απόδνζε ηνπ Count-Min Sketch 

 Η εθηίκεζε θάζε ζπρλόηεηαο x[i] (point query) γίλεηαη 

ππνινγίδνληαο ηελ ηηκή: mink { CM[k, hk(i)] }. 

 Η εθηίκεζε γίλεηαη κε ζθάικα εn, κε απαηηνύκελν ρώξν     

O(1/ε log 1/δ), ελώ ε πηζαλόηεηα γηα κεγαιύηεξν ζθάικα είλαη 

κηθξόηεξε από 1-δ. 

 Ο ρξόλνο γηα κία ελεκέξσζε ή κία πξνζέγγηζε είλαη O(log 1/δ).  

c 

c 

c 

c 

h1(i) 

hd(i) 

<i, c> d
 

w 



Count Sketch [Charikar, Chen, Farach-Colton ’02] 

 Η βαζηθή δηαθνξά ηεο κεζόδνπ απηήο από ηελ Count-Min Sketch 

είλαη όηη δελ ππνινγίδεηαη ειάρηζηε ηηκή ζηηο εθηηκήζεηο. 

 Απηό απνθεύγεηαη κε ηε ρξήζε d=log(1/δ) έμηξα ζπλαξηήζεσλ hash 

g1, g2, …, gd: {1…U}{+1,-1}. 

 Σν πιάηνο w επηιέγεηαη λα είλαη 4/ε2. 

 ε κία ελεκέξσζε <i,c> ζέηνπκε: CM[k,hk(i)] += c*gk(i). 

 

 c*g1(i) 

c*g2(i) 

c*g3(i) 

c*g4(i) 

h1(i) 

hd(i) 

<i, c> 

d
=

lo
g
 1

/δ
 

w=4/ε2 



Αλάιπζε ηνπ Count Sketch 

 Η εθηίκεζε θάζε ζπρλόηεηαο x[i] (point query) γίλεηαη 

ππνινγίδνληαο ηελ κέζε ηηκή ησλ: CM[k, hk(i)]*gk(i). 

 Σα όξηα ζην ζθάικα θαζνξίδνληαη αλαιύνληαο ηελ 

δηαθύκαλζε ησλ εθηηκήζεσλ θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 

αληζόηεηα ηνπ Chebyshev. Απνδεηθλύεηαη έηζη όηη θαη 

πάιη ε εθηίκεζε θάζε ζπρλόηεηαο γίλεηαη κε ζθάικα 

εn.  

 Ο απαηηνύκελνο ρώξνο είλαη: O(1/ε log 1/δ).  

 Η πηζαλόηεηα γηα κεγαιύηεξν ζθάικα είλαη κηθξόηεξε 

από 1-δ. 

 Ο ρξόλνο γηα κία ελεκέξσζε ή κία πξνζέγγηζε είλαη 

θαη πάιη: O(log 1/δ).  



Υινπνηήζεηο-Πεηξάκαηα 

 CGT (Hierarchical Search with Group Testing), CS (Count Sketch), CMH 
(Count-Min Sketch). 

 Παξαηεξνύκε όηη δελ είλαη ζαθέο πνηα κέζνδνο είλαη θαιύηεξε. Δμαξηάηαη από 
ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ θαη ησλ δεδνκέλσλ.  

 Παξαηεξνύκε ηώξα όηη ε ηαρύηεηα ελεκεξώζεσλ είλαη 10 θνξέο ρεηξόηεξε 
από ηνπο αιγνξίζκνπο ησλ κεηξεηώλ, ελώ απαηηείηαη δεθαπιάζηνο ρώξνο.  

 Απηό κάιινλ είλαη θαη ην θόζηνο πνπ πιεξώλνπκε γηα λα ππνζηεξίμνπκε ην 
κνληέιν ηνπ κύινπ (αθίμεηο θαη αλαρσξήζεηο). 

f f 



Σπκπεξάζκαηα 
 Σν πξόβιεκα ησλ ζπρλώλ ζηνηρείσλ είλαη έλα από ηα 

ζπνπδαηόηεξα πξνβιήκαηα κε ηεξάζηηεο εθαξκνγέο ζηηο ξνέο. 

 Μειεηήζεθε πνιύ θαη πξνηάζεθαλ αξθεηνί αιγόξηζκνη γηα ηε 
ιύζε ηνπ. 

 Οη αιγόξηζκνη ησλ κεηξεηώλ έρνπλ κεγαιύηεξε ηαρύηεηα 
ελεκεξώζεσλ απαηηώληαο ιηγόηεξν ρώξν, αιιά δελ 
ππνζηεξίδνπλ ην κνληέιν ηνπ κύινπ (αθίμεηο θαη αλαρσξήζεηο 
ζηνηρείσλ). 

 Οη αιγόξηζκνη πνπ ρξεζηκνπνηνύλ sketches έρνπλ κηθξόηεξε 
ηαρύηεηα, απαηηνύλ πεξηζζόηεξν ρώξν αιιά ππνζηεξίδνπλ θαη ην 
κνληέιν ηνπ κύινπ. 

 Επεθηάζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο έρνπλ επίζεο κειεηεζεί όπσο: 
 Η εύξεζε ζπρλώλ ππνζπλόισλ (όρη κεκνλνκέλσλ ζηνηρείσλ) 

 Η εύξεζε ησλ κεγαιύηεξσλ αιιαγώλ κεηαμύ δηαδνρηθώλ ξνώλ ηεο ίδηαο 
πεγήο 

 θιπ. 
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