
Πολυπλοκότθτα 
Χωρικι Πολυπλοκότθτα  

(Space Complexity) 
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Κίνθτρο 
Οι κλάςεισ πολυπλοκότθτασ 
αντιςτοιχοφν ςε φράγματα ςε 
πόρουσ. 
 

Ζνασ τζτοιοσ πόροσ είναι ο χώρος: 
το μζγεκοσ τθσ μνιμθσ ενόσ Η/Υ 
που χρθςιμοποιείται για τθν 
επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ 
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Στθν περίπτωςθ ανταιτιοκρατικοφ Η/Υ, 
μετράμε το χϊρο κάκε κλάδου 
υπολογιςμοφ και παίρνουμε το 

μζγιςτο.  



Κλάςεισ Χωρικισ Πολυπλοκότθτασ 

Για κάκε ςυνάρτθςθ f:NN, ορίηουμε: 
 

SPACE(f(n))={ L : θ L λφνεται από ζναν αιτιοκρατικό 
Η/Υ ςε O(f(n)) χϊρο} 

 

NSPACE(f(n))={ L : θ L λφνεται από ζναν 
ανταιτιοκρατικό Η/Υ ςε O(f(n)) χϊρο} 
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PSPACE και NPSPACE 
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Ορισμός: PSPACE είναι το ςφνολο των προβλθμάτων που είναι 
επιλφςιμα ςε πολυωνυμικό χϊρο από μία TM. 

 

 

 

 

Αντίςτοιχα ορίηεται θ NPSPACE: 

 
c

cnSPACEPSPACE 

 
c

cnNSPACENPSPACE 



Χϊροσ 3-SAT;;;;; 

Στιγμιότυπο 3SAT με n μεταβλθτζσ και m εκφράςεισ. 

Δυαδικόσ μετρθτισ: Μετράμε από το 0 ζωσ το 2n-1 δυαδικά. 

Αλγόρικμοσ: Χρθςιμοποίθςε τον μετρθτι. 
 

3-SAT  PSPACE 

Απόδειξθ: 

• Δθμιουργοφμε όλουσ τουσ 2n πικανοφσ ςυνδυαςμοφσ τιμοδοςιϊν με τον 

μετρθτι. 

• Ζλεγχοσ κάκε τιμοδοςίασ αν ικανοποιεί όλεσ τισ φράςεισ. 
 

NP  PSPACE 

Απόδειξθ: 

Ζςτω πρόβλθμα Y  NP. 

Αφοφ Y P 3SAT, υπάρχει αλγόρικμοσ που επιλφει το Y ςε πολυωνυμικό χρόνο ςυν 

ζνα πολυωνυμικό πλικοσ κλιςεων ςτο 3SAT. 
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Ποια είναι θ ςχζςθ 
μεταξφ NP και 

PSPACE; 



Χωροχρόνοσ 

Ζςτω ότι ζνασ τερματίςιμοσ ανταιτιοκρατικόσ 

υπολογιςμόσ χρθςιμοποιεί χϊρο S 

 

Πόςα βιματα υπολογιςμοφ μπορεί να κάνει; 

 

Αυτόσ ο αρικμόσ είναι: 2O(S) 
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Το Θεϊρθμα Savitch 

s(n) ≥ n 
  NSPACE(s(n))  SPACE(s2(n)) 

 

Ιδζα: 

Ζςτω N ζνασ ανταιτιοκρατικόσ Η/Υ. με πολ. χϊρου s(n). 

Καταςκευάηουμε Η/Υ Μ που ελζγχει όλουσ τουσ 
δυνατοφσ υπολογιςμοφσ του N. 

Αφοφ κάκε υπολογιςμόσ του N χρθςιμοποιεί το πολφ s(n) 
χϊρο, τότε ο M χρθςιμοποιεί χϊρο το πολφ s(n)… 

Για τθν ακρίβεια 2O(s(n)) 
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Συνζπεια 

PSPACE = NPSPACE 

 

Απόδειξθ:  

Προφανϊσ, PSPACENPSPACE.  

Από το κεϊρθμα του Savitch: NPSPACEPSPACE.  
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Ιεραρχία 

P ⊆ NP ⊆ PSPACE=NSPACE ⊆ EXPTIME 
 

• Το μόνο που ξζρουμε αυςτθρά είναι:  

P ≠ EXPTIME 
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Χϊροσ vs Χρόνοσ 

• Η πολυπλοκότθτα χϊρου δεν ςυμπεριφζρεται 
με τον ίδιο τρόπο όπωσ θ πολυπλοκότθτα 
χρόνου:   

– Ο ανταιτιοκρατικόσ υπολογιςμόσ δεν αυξάνει τθ 
πολυπλοκότθτα χϊρου δραςτικά (Θεϊρθμα 
Savitch). 
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PSPACE-Πλθρότθτα 

• PSPACE:  Προβλιματα απόφαςθσ που 
επιλφονται ςε πολυωνυμικό χϊρο. 

 

• PSPACE-Πλθρότθτα: Το πρόβλθμα Y είναι 
PSPACE-πλιρεσ αν 
1. Το Y είναι PSPACE  

2. Για κάκε πρόβλθμα X ςτο PSPACE, X P Y 

 

PSPACE-δυσχερής: Ιςχφει το (2) μόνο 
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Ποςοδείκτεσ 

• Ζνασ ποςοδείκτθσ είναι ζνασ τελεςτισ που 
περιορίηει τισ μεταβλθτζσ ενόσ λογικοφ τφπου 

 

• Δφο τφποι: 
– Κακολικόσ  (ςθμαίνει «για κάκε») 

– Υπαρξιακόσ  (ςθμαίνει «για κάποιο») 

 

• Τομζασ αναφοράσ 
– Σφνολο από το οποίο αντλοφν τιμζσ οι μεταβλθτζσ 
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Κακολικόσ Ποςοδείκτθσ 

• Δοκείςθσ μία πρόταςθσ P(x) 

 

• Και τιμϊν από ζνα ςφμπαν x1 … xn 

 

• Το x P(x) ςθμαίνει: 

 

P(x1)  P(x2)  …  P(xn) 
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Υπαρξιακόσ Ποςοδείκτθσ 

• Δοκείςθσ μίασ πρόταςθσ P(x) 

 

• Και τιμζσ από ζνα ςφμπαν x1 … xn 

 

• Το x P(x) ςθμαίνει: 

 

P(x1)  P(x2)  …  P(xn) 
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Ποςοδείκτεσ 
x y[y>x] 

y x[y>x] 

• Εμβζλεια ποςοδείκτθ (το τμιμα τθσ πρόταςθσ 
ςε παρενκζςεισ ςτο οποίο αντιςτοιχεί ο 
ποςοδείκτθσ) 

• Όλοι οι ποςοδείκτεσ ςτθν αρχι: 

– Προτακτική Κανονική Μορφή 

• Πλήρωσ ποςοδεδειγμζνοσ τύποσ 

– Κάκε μεταβλθτι είναι δζςμια ενόσ ποςοδείκτθ 

– Είναι πάντα Αλθκισ ι Ψευδισ  
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Το Πρόβλθμα QSAT 

• QSAT: Ζςτω (x1, …, xn) ζνασ λογικόσ τφποσ ςε μορφι CNF. Είναι ο παρακάτω τφποσ 
ΑΛΗΘΗΣ; 

x1 x2 x3 x4 … xn-1 xn (x1, …, xn) 

 

• Διαίςκθςθ: Η Αλίκθ επιλζγει 1 για x1, ζπειτα ο Γιϊργοσ για το x2, ζπειτα θ Αλίκθ για 
το x3, κοκ. Μπορεί θ Αλίκθ να ικανοποιιςει τον   για όλεσ τισ επιλογζσ του 
Γιϊργου; 

 

Παράδειγμα: x1 x2 x3(x1 ∨ x2) ∧ (x2 ∨ ￢x3) ∧ (￢x1 ∨ ￢x2 ∨ x3) 

• ΝΑΙ. Η Αλίκθ κζτει ςε 1 το x1; Ο Γιϊργοσ κζτει το x2; Η Αλίκθ κζτει το x3 ςτθν ίδια 
τιμι με το x2. 

 

Παράδειγμα: x1 x2 x3(x1 ∨ x2) ∧ (￢x2 ∨ ￢x3) ∧ (￢x1 ∨ ￢x2 ∨ x3) 

• ΌΧΙ. Αν θ Αλίκθ κζςει 0 ςτο x1; Ο Γιϊργοσ κζτει 0 ςτο x2 ; Η Αλίκθ χάνει 

• Αν θ Αλίκθ κζςει 1 ςτο x1; Ο Γιϊργοσ κζτει 1 ςτο x2 ; Η Αλίκθ χάνει 
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Quantified 
SAT 



QSAT  PSPACE 
Απόδειξθ: Αναδρομικά δοκιμάηουμε όλουσ τουσ 
ςυνδυαςμοφσ. Χρειαηόμαςτε μόνο ζνα bit ανά 
υποπρόβλθμα.  

– Ο χϊροσ είναι ανάλογοσ με το βάκοσ τθσ αναδρομικισ 
κλιςθσ. 
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x1 = 0 

  

x2 = 0 

x3 = 0 

x2 = 1 

x3 = 1 

 

  

x1 = 1 

(0, 0, 0) (0, 0, 1) (0, 1, 0) (0, 1, 1) (1, 0, 0) (1, 0, 1) (1, 1, 0) (1, 1, 1) 

Επιςτρζφει 1 αν και μόνο αν και  
τα δφο υποπροβλιματα είναι 1 

Επιςτρζφει 1 αν και μόνο αν 
κάποιο υποπρόβλθμα είναι 1 



QSAT  PSPACE 
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QSAT 

• Το πρόβλθμα αυτό είναι χειρότερο ωσ προσ τθν δυςκολία ςε ςχζςθ 
με τα NP-πλιρθ προβλιματα (μάλλον εκτόσ του NP και του coΝP). 

 

• Το πρόβλθμα αυτό είναι το πρότυπο πλιρεσ πρόβλθμα για κλάςεισ 
προβλθμάτων ψθλά ςτθν ιεραρχία.  

 

• Παράδειγμα (ςκάκι): Μπορεί ο άςπροσ να κερδίςει με 4 κινιςεισ; 
Δθλαδι: Υπάρχει 1θ κίνθςθ για ςζνα ( a) ζτςι ϊςτε όποια κίνθςθ 
και να κάνει ο Καςπάρωφ ( b), κα κάνεισ μία κίνθςθ ( c) ζτςι 
ϊςτε ότι κίνθςθ και να κάνει ο Καςπάρωφ ( d), κα κάνουμε ματ 
ςτθν 5θ κίνθςθ ςε ζνα ζγκυρο παιχνίδι (Φ(a,b,c,d))? 
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Βζβαια το ςκάκι ωσ 
πρόβλθμα λφνεται ςε Ο(1)!!!  



QSAT 

Θεώρημα: Το QSAT είναι PSPACE-πλιρθσ. 

Απόδειξθ: 

Ότι QSAT PSPACE ζχει αποδειχκεί. 

Για να αποδείξουμε ότι κάκε A  PSPACE, ανάγεται ςε 
πολυωνυμικό χρόνο ςτο QSAT, χρθςιμοποιοφμε μία 
τακτικι αντίςτοιχθ με αυτι τθσ απόδειξθσ για το SAT 
με τθ διαφορά ότι τθν ςυνδυάηουμε με τθν 
αναδρομικι τεχνικι που εφαρμόςτθκε ςτο Θεϊρθμα 
του Savitch.  
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3QSAT 

3QSAT είναι ςαν το QSAT μόνο που κάκε φράςθ 
ζχει 3 λεξιγράμματα. Το 3QSAT είναι PSPACE-
πλιρεσ 

 

• Ειδικι περίπτωςθ του QSAT, και άρα ανικει 
ςτο PSPACE 

• Αναγωγι από το QSAT (παρόμοια με τα 
αντίςτοιχα NP-πλιρθ προβλιματα) 
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Παιγνία Λογικισ 

Ζςτω: 

φ=x1 x2 … Qxn (x1, …, xn) 

ζνασ ποςοδεδειγμζνοσ λογικόσ τφποσ ςε προτακτικι 
κανονικι μορφι (Q είναι  ι ). 

Δφο παίκτεσ Α και Β, επιλζγουν μεταβλθτζσ – ο μεν Α 
τισ κακολικζσ και ο δε Β τισ υπαρξιακζσ. 

Νικθτισ είναι ο Β αν ο φ είναι ΑΛΗΘΗΣ ενϊ νικθτισ 
είναι ο Α αν είναι ΨΕΥΔΗΣ. 

Αν ο Α ι ο Β, ζχει τρόπο πάντα να κερδίηει τότε λζμε 
ότι ζχει νικηφόρα ςτρατηγική. 
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x1 x2 x3 (x1 ∨ x2) ∧ (x2 ∨ ￢x3) ∧ (￢x1 ∨ ￢x2 ∨ x3) 



Παιγνίο Λογικισ 

Παιγνίο-Λογικισ={φ | ςτο παιγνίο λογικισ για τον τφπο φ ο 
παίκτθσ Β ζχει νικθφόρα ςτρατθγικι} 

Το πρόβλθμα Παιγνίο-Λογικισ είναι PSPACE-Πλιρεσ 

Απόδειξθ: 

Είναι PSPACE-πλιρεσ αφοφ ςυμπίπτει με το QSAT. Πράγματι, 
ζνασ τζτοιοσ τφποσ είναι ικανοποιιςιμοσ αν και μόνο αν υπάρχει 
νικθφόρα ςτρατθγικι για το αντίςτοιχο παιγνίο λογικισ 
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Το Παιχνίδι τθσ Γεωγραφίασ 

Παιχνίδι: Δφο παίκτεσ, Α και Β, που εναλλάςονται μεταξφ τουσ ονομάηοντασ 
πόλεισ. Κανόνεσ: Η επόμενθ πόλθ κα πρζπει: 

 Να ξεκινά από το τελευταίο γράμμα τθσ προθγοφμενθσ λζξθσ 

 Και να διαφζρει από όλεσ τισ προθγοφμενεσ 

Ζνασ παίκτθσ κερδίηει αν ο αντίπαλόσ του δεν μπορεί να αναφζρει καμία 
πόλθ. 

Γενίκευση: Είςοδοσ: Γράφθμα G του οποίου οι κόμβοι είναι οι πόλεισ και οι 
ακμζσ αντιςτοιχοφν ςτον 1ο κανόνα (ποια πόλθ ακολουκεί ποια). Το παιχνίδι 
ξεκινά από κάποιο κόμβο s, με τον παίκτθ Α να ξεκινά. 

 

Ερώτηση: Ζχει ο παίκτθσ Α νικθφόρα ςτρατθγικι; 

Η γενικευμζνθ γεωγραφία είναι PSPACE-πλιρθσ 
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Γεωγραφία  PSPACE 

Αναδρομικόσ αλγόρικμοσ win(G,s) για να προςδιορίςουμε αν ο 
παίκτθσ που παίηει πρϊτοσ κερδίηει το παιχνίδι ξεκινϊντασ από το s 

• Αν δεν υπάρχει ακμι (s,v) ςτο G τότε επζςτρεψε ΌΧΙ, αλλιϊσ για 
κάκε ακμι (s,v) ςτο G, καλοφμε τθν win αναδρομικά ςτο (G-{s},v) 
και αν κάποια από αυτζσ τισ κλιςεισ απαντιςει ΌΧΙ τότε 
επζςτρεψε ΝΑΙ αλλιϊσ ΌΧΙ 

• Βάκοσ αναδρομισ: #γφρων = n =# κόμβων του G 

• Στοίβα αναδρομισ = ακολουκία κόμβων που ςβιςτθκαν από το 
γράφθμα 

⇒ πολυωνυμικόσ χϊροσ 
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3QSAT P Γεωγραφία 

Ζςτω ότι οι ποςοδείκτεσ εναλλάςςονται ζτςι ϊςτε να ξεκινάνε 
και να τελειϊνουν με το ∃: 

Είςοδοσ: Φ= ∃y1 ∀y2 ∃y3... ∃ym φ(y1, y2,…, ym) 

όπου φ = c1 ∧ c2 ∧ … ∧ ck 
 

Ο παίκτθσ Α (υπαρξιακόσ) και ο παίκτθσ Β (κακολικόσ). 

Καταςκευάηουμε γράφθμα G με αρχικό κόμβο s, ζτςι ϊςτε ο Α να 
ζχει νικθφόρα ςτρατθγικι αν και μόνο αν θ Φ είναι ΑΛΗΘΗΣ. 

Το γράφθμα ζχει: 

• Ζνα κομμάτι που αντιςτοιχεί ςτισ μεταβλθτζσ, όπου οι 
παίκτεσ επιλζγουν τιμοδοςία 

• Και ζνα κομμάτι για τισ φράςεισ για ζλεγχο των τιμοδοςιϊν 27 



Οι Μεταβλθτζσ 

Γαλάηιοι ρόμβοι: Παίκτθσ Α επιλζγει μονοπάτι 

Πράςινοι ρόμβοι: Παίκτθσ Β επιλζγει μονοπάτι 

Στο αρχικό μονοπάτι που αφορά τισ μεταβλθτζσ οι παίκτεσ 
εναλλάςςονται και επιλζγουν τιμοδοςίεσ για τισ μεταβλθτζσ 
που τουσ αντιςτοιχοφν (Α υπαρξιακζσ και Β κακολικζσ) 
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Οι Φράςεισ 

• Αν μία φράςθ δεν ικανοποιείται, τότε ο 
παίκτθσ Β τθν επιλζγει και κερδίηει 29 



Οι παίκτεσ ςε ςειρά τοποκετοφν πζτρεσ ςε 361 τομζσ από ζνα 
πλζγμα 1919. Ο μαφροσ παίηει πρϊτοσ. Εννιά ςθμεία δίνονται 
εκ των προτζρων για να υπάρχει ιςοδυναμία μεταξφ δφο 
παικτϊν. Κάκε τομι είναι ζνα ςθμείο ενϊ κάκε πζτρα 
κερδιςμζνθ είναι επίςθσ ζνασ πόντοσ. 



Άρα οι υπολογιςτζσ δεν μποροφν να 
παίξουν! 

Το Go είναι τόςο πολφπλοκο που τα καλφτερα προγράμματα 
χάνουν από παιδιά που παίηουν GO. Οι προγραμματιςτζσ το 
αποκαλοφν «το τελευταίο οχυρό τθσ ανκρϊπινθσ διάνοιασ». 



PSPACE-πλιρθ Προβλιματα 

• Ανταγωνιςτικι Χωροκζτθςθ Υπθρεςιϊν 
 

• Φυςικζσ γενικεφςεισ παιχνιδιϊν. 
– Othello, Hex, Geography, Rush-Hour, Instant Insanity 

– Shanghai, go-moku, Sokoban 
 

 

• Είναι δυνατό να μετακινιςουμε και να περιςτρζψουμε ζνα 
πολφπλοκο αντίκειμενο μζςα από ζναν ακανόνιςτου ςχιματοσ 
διάδρομο; 
 

• Είναι δυνατό να υπάρχει αδιζξοδο (deadlock) ςε ζνα ςφςτθμα 
επεξεργαςτϊν που επικοινωνοφν μεταξφ τουσ; 
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Ανταγωνιςτικι Χωροκζτθςθ 
Υπθρεςιϊν 

• Είςοδοσ: Γράφθμα με κετικά βάρθ και ζνασ ςτόχοσ B. 

• Παιχνίδι: Δφο ανταγωνιςτικοί παίκτεσ εναλλάςςονται ςτθν 
επιλογι κόμβων.  Δεν επιτρζπεται να επιλζξουν κόμβο αν 
κάποιοσ γείτονασ ζχει ιδθ επιλεγεί.  

• Μπορεί ο 2οσ παίκτθσ να εγγυθκεί ζνα κζρδοσ τουλάχιςτον B;  
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10 1 5 15 5 1 5 1 15 10 

ΝΑΙ αν B = 20; ΟΧΙ αν B = 25. 



Ανταγωνιςτικι Χωροκζτθςθ 
Υπθρεςιϊν 

Το πρόβλθμα είναι PSPACE-πλιρεσ. 

 

• Απόδειξθ: 
 

– Για επίλυςθ ςε πολυωνυμικό χϊρο χρθςιμοποιοφμε 
αναδρομι όπωσ και ςτο QSAT, αλλά ςε κάκε βιμα 
υπάρχουν μζχρι n επιλογζσ αντί για 2. 

 

– Για να δείξουμε ότι είναι πλιρεσ, κα δείξουμε ότι το 

3QSAT  ανάγεται ςε αυτό. 
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Ανταγωνιςτικι Χωροκζτθςθ 
Υπθρεςιϊν 

Στιγμιότυπο (x1, …, xn) = C1  C1  … Ck του 3QSAT. 

– Ζχουμε ζναν κόμβο για κάκε μεταβλθτι και το ςυμπλιρωμά τθσ και τα 
ςυνδζουμε. 

• Το πολφ ζνα μεταξφ του xi και του ςυμπλθρϊματόσ του μπορεί να επιλεχκεί 

– Επιλζγουμε c  k+2, και κζτουμε βάροσ ci ςτο xi και το ςυμπλιρωμά του 
B = cn-1 + cn-3 + … + c4 + c2 + 1.  

• Εξαςφαλίηει ότι οι μεταβλθτζσ επιλζγονται ςε ςειρά xn, xn-1, …, x1. 

– Ωσ ζχει ο παίκτθσ 2 κα χάςει για 1 μονάδα: cn-1 + cn-3 + … + c4 + c2. 
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Ανταγωνιςτικι Χωροκζτθςθ 
Υπθρεςιϊν 

• Δϊςε ςτον παίκτθ 2 μία τελευταία κίνθςθ όπου κα προςπακιςει 
να κερδίςει. 

• Για κάκε φράςθ Cj, προςκζτουμε ζνα κόμβο με τιμι 1 και μία 
ακμι ςτα λεξιγράμματά τθσ. 

• Ο παίκτθσ 2 μπορεί να κάνει τθν τελευταία κίνθςθ αν και μόνο αν 
θ τιμοδοςία που δόκθκε από τουσ παίκτεσ εναλλάξ αποτυγχάνει 
να ικανοποιιςει κάποια φράςθ.  ▪ 

36 

  



xn  



xn

  



x2  



x2

  



x1  



x1

1 

  



x1    x2    xn

... 

10n 10n 

100 100 

10 10 



37 

15-Γρίφοσ 
• 8-γρίφοσ, 15-γρίφοσ 

– Πλαίςιο:  33 πλαίςιο από πλακίδια αρικμθμζνα από 
1-8. 

– Κίνθςθ:  μετακίνθςθ γειτονικοφ πλακιδίου ςε άδειο 
τετράγωνο (άςπρο) 

– Στόχοσ: Εφρεςθ ακολουκίασ κινιςεων από αρχικι 
διαμόρφωςθ ςε διαμόρφωςθ ςτόχο 

1 2 

4 5 

3 

6 

8 7   

1 2 

4 5 

3 

6 

7 8   

Αρχικι διαμόρφωςθ διαμόρφωςθ ςτόχοσ 

1 2 

4 5 

3 

6 8 7 

  . . . 
? 
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Το Πρόβλθμα Σχεδιαςμοφ 

Συνκικεσ: C = { C1, …, Cn }. 

Αρχικι Διαμόρφωςθ:  C0  C ςυνκθκϊν που αρχικά ικανοποιοφνται 

Διαμόρφωςθ Στόχοσ: C*  C ςυνκθκϊν που κζλουμε να ικανοποιοφνται 

Τελεςτζσ: O = { O1, …, Ok }. 
– Η εφαρμογι του τελεςτι Oi, προχποκζτει κάποιεσ ςυνκικεσ 

– Μετά τθν εφαρμογι του Oi κάποιεσ ςυνκικεσ γίνονται Αλθκείσ και κάποιεσ Ψευδείσ 

 

• Σχεδιαςμόσ: Είναι δυνατό εφαρμόηοντασ μία ακολουκία τελεςτϊν να 
μετακινθκοφμε από τθν αρχικι διαμόρφωςθ ςτθ διαμόρφωςθ ςτόχο; 

 

• Παράδειγμα 
– 15-γρίφοσ. 

– Ο κφβοσ τουσ Rubik.  

– Logistics (μετακίνθςθ ανκρϊπων, εξοπλιςμοφ και υλικϊν) 
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Ο 8-Γρίφοσ 

• Παράδειγμα Σχεδιαςμοφ.  Μποροφμε να λφςουμε τον 8-γρίφο; 
 

• Συνκικεσ: Cij, 1  i, j  9. 
 

• Αρχικι διαμόρφωςθ:  C0 = {C11, C22, …, C66, C78, C87, C99}. 
 

• Διαμόρφωςθ Στόχοσ:  C* = {C11, C22, …, C66, C77, C88, C99}. 
 

• Τελεςτζσ. 
– Προχπόκεςθ για εφαρμογι Oi =  {C11, C22, …, C66, C78, C87, C99}. 
– Ζπειτα από τον Oi, οι ςυνκικεσ C79 και C97 είναι αλθκείσ. 
– Ζπειτα από τον Oi, οι ςυνκικεσ C78 και C99 είναι ψευδείσ. 

 

• Λφςθ: Δεν υπάρχει λφςθ πάντα για τον 8-γρίφο ι τον 15-γρίφο! 

Cij Σθμαίνει ότι το πλακίδιο i είναι ςτο τετράγωνο j 

1 2 3 

4 5 6 

8 7 9 

1 2 3 

4 5 6 

8 7 9 

Oi 
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Γιατί ο 8-Γρίφοσ δεν είναι Επιλφςιμοσ; 

• Αναλλοίωτθ Ιδιότθτα του 8-γρίφου: Κάκε κίνθςθ (νόμιμθ) 
διατθρεί τθν ιςοτιμία του πλικουσ των ηευγϊν πλακιδίων  ςε 
αντίςτροφθ ςειρά (αναςτροφζσ). 

3 1 2 

4 5 6 

8   7 

3 1 2 

4   6 

8 5 7 

3 αναστρουές 
1-3, 2-3, 7-8 

5 αναστρουές 
1-3, 2-3, 7-8, 5-8, 5-6 

3 1 2 

4 5 6 

8 7   

3 αναστρουές 
1-3, 2-3, 7-8 

1 2 3 

4 5 6 

7 8   

0 αναστρουές 

1 2 3 

4 5 6 

8 7   

1 αναστρουή:  7-8 
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Πρόβλθμα Σχεδιαςμοφ: Δυαδικόσ 
Μετρθτισ 

• Μποροφμε να αυξιςουμε μοναδιαία ζναν μετρθτι με n-bit από όλα 0 ςε 
όλα 1; 
 

• Συνκικεσ:  C1, …, Cn. 
• Αρχικι διαμόρφωςθ: C0 = . 
• Τελικι διαμόρφωςθ: C* = {C1, …, Cn }. 
• Τελεςτζσ:  O1, …, On. 

– Ο τελεςτισ Oi εφαρμόηεται όταν ιςχφουν τα C1, …, Ci-1. 
– Μετά τον Oi, θ ςυνκικθ Ci γίνεται αλθκισ. 
– Μετά τον Oi, οι ςυνκικεσ C1, …, Ci-1 γίνονται ψευδείσ. 

 

• Λφςθ:  { }  {C1}  {C2}  {C1, C2}  {C3}  {C3, C1}  … 
 

• Κάκε λφςθ απαιτεί τουλάχιςτον 2n - 1 βιματα.  

Το Ci αντιςτοιχεί ςτο bit i = 1 
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Πρόβλθμα Σχεδιαςμοφ: Εκκετικόσ 
Χϊροσ και Χρόνοσ 

• Γράφθμα Διαμόρφωςθσ G. 
– Κόμβοσ για κάκε μία από τισ 2n πικανζσ διαμορφϊςεισ. 
– Μία ακμι από διαμόρφωςθ c' ςτθ διαμόρφωςθ c'' αν κάποιοσ από 

τουσ τελεςτζσ μετατρζπει τθν c' ςε c''. 
 

• Υπάρχει διαδρομι από το C0 ςτο C* ςτο γράφθμα διαμόρφωςθσ; 
 
 

Ο Σχεδιαςμόσ ανικει ςτο EXPTIME. 
Απόδειξθ: 
 BFS για εφρεςθ διαδρομισ από C0 ςε C* ςτο γράφθμα. 
 Το γράφθμα μπορεί να ζχει 2n κόμβουσ και θ ςυντομότερθ 
 διαδρομι μπορεί να είναι μικουσ 2n - 1. 
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Σχεδιαςμόσ  PSPACE 
Απόδειξθ: 

– Ζςτω διαδρομι από c1 ςε c2 μικουσ L. 

– Μία διαδρομι από c1 ςτον μζςο κόμβο και μετά ςτο c2 ζχει μικοσ  L/2. 

– Κοιτάμε όλουσ τουσ πικανοφσ μζςουσ κόμβουσ. 

– Εφαρμόηουμε αναδρομικά. Βάκοσ αναδρομισ = log2 L.  ▪ 

boolean hasPath(c1, c2, L) { 

   if (L  1) return correct answer 

 

 

   foreach configuration c' { 

      boolean x = hasPath(c1, c', L/2) 

      boolean y = hasPath(c2, c', L/2) 

      if (x and y) return true 

   } 

   return false 

} 

 

Χρθαιμοποίθςε δυαδικό μετρθτι 


