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Πνμζεγγηζηηθμί Αιγόνηζμμη 

Γνώηεζε:  Έζης όηη ζέιμομε κα ιύζμομε έκα NP-hard πνόβιεμα. Τη θάκμομε; 

Απάκηεζε:  Η ζεςνία ιέεη όηη είκαη μάιιμκ δύζθμιμ κα  βνεζεί έκαξ ηέημημξ 

πμιοςκομηθόξ αιγόνηζμμξ.  

 

Θα πνέπεη κα ζοζηάζμομε έκα από ηα ελήξ: 

 Βέιηηζηε επίιοζε. 

 Γπίιοζε ζε πμιοςκομηθό πνόκμ. 

 Γπίιοζε μπμημοδήπμηε ζηηγμημηύπμο ημο πνμβιήμαημξ. 

 

-πνμζεγγηζηηθόξ αιγόνηζμμξ 

 Γγγοεμέκα πμιοςκομηθή πμιοπιμθόηεηα (πνόκμο) 

 Γγγοεμέκα ιύκεη μπμημδήπμηε ζηηγμηόηοπμ ημο πνμβιήμαημξ 

 Γγγοεμέκα βνίζθεη ιύζεηξ με ιόγμ  από ηε βέιηηζηε ιύζε 

 

Δοζθμιία: Πνέπεη κα απμδείλμομε όηη ιύζε είκαη θμκηά ζηε βέιηηζηε πςνίξ 

όμςξ κα λένμομε ηε βέιηηζηε! 



Μενηθέξ Γεκηθέξ Τεπκηθέξ 
Πνμζέγγηζεξ 

 Τεπκηθή απιεζηίαξ 

 Τεπκηθή ηημμιόγεζεξ 

 Τεπκηθή γναμμηθμύ πνμγναμμαηηζμμύ θαη 

ζηνμγγοιμπμίεζεξ 

 Τεπκηθή δοκαμηθμύ πνμγναμμαηηζμμύ ζε 

ζηνμγγοιμπμηεμέκε εθδμπή ηεξ εηζόδμο 
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11.1  ΕΞΙ΢ΟΡΡΌΠΗ΢Η 
ΦΟΡΣΊΟΤ 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο 

Γίζμδμξ: m ίδηεξ μεπακέξ, n ενγαζίεξ, ε ενγαζία j έπεη πνόκμ 
επελενγαζίαξ ίζμ με tj. 
 Η ενγαζία j πνέπεη κα ηνέπεη ζοκεπόμεκα ζε μία μεπακή. 
 Μία μεπακή μπμνεί κα εθηειέζεη ημ πμιύ μία ενγαζία θάζε 

πνμκηθή ζηηγμή. 
 
Ονηζμόξ: Έζης J(i) ημ οπμζύκμιμ ηςκ ενγαζηώκ πμο ακαηέζεθακ 
ζηεκ μεπακή i.  Ο θόνημξ ηεξ μεπακήξ i είκαη Li = j  J(i) tj.  

 
Ονηζμόξ: Η δηάνθεηα εθηέιεζεξ είκαη μ μέγηζημξ θόνημξ ακάμεζα ζε 
όιεξ ηηξ μεπακέξ L = maxi Li. 

 
 
Γληζμννόπεζε Φμνηίμο:  Ακηηζημίπεζε θάζε ενγαζία ζε μία μεπακή 
ώζηε κα ειαπηζημπμηείηαη ε δηάνθεηα εθηέιεζεξ.  
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Αιγόνηζμμξ: 

 Έζης μη n ενγαζίεξ ζε θάπμηα ζεηνά.  

 Ακηηζημηπμύμε ηεκ ενγαζία j ζηε μεπακή ηεξ μπμίαξ ημ θμνηίμ είκαη ημ 

μηθνόηενμ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Υιμπμίεζε:  O(n log m) με μία μονά πνμηεναηόηεηαξ. 

Γληζμννόπεζε Φμνηίμο:  Άπιεζημξ 
Αιγόνηζμμξ 

Greedy-Scheduling(m, n, t1,t2,…,tn) { 

   for i = 1 to m { 

      Li  0 

      J(i)   

   } 

 

   for j = 1 to n { 

      i = argmink Lk 

      J(i)  J(i)  {j} 

      Li  Li + tj 
   } 

   return J(1), …, J(m) 

} 

Γνγαζίεξ ηεξ μεπακήξ i 

Φμνηίμ μεπακήξ i 

Η μεπακή i έπεη ημ μηθνόηενμ θμνηίμ 

Ακηηζημίπεζε ηεξ j ζηε μεπακή i 

Γκεμένςζε θμνηίμο ηεξ μεπακήξ i 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 

A D 

F 

B C E 

Μεπακή 3 

Μεπακή 2 

Φνόκμξ 0 

Μεπακή 1 

I H J 

G 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 
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Machine 3 

Machine 2 

Machine 1 A 
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Άπιεζηε δνμμμιόγεζε 

Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Ακάιοζε Άπιεζημο Αιγόνηζμμο 

Θεώνεμα: [Graham, 1966]  Ο άπιεζημξ αιγόνηζμμξ είκαη μία 2-
πνμζέγγηζε. 
 Πνώηα ε ακάιοζε πεηνόηενεξ πενίπηςζεξ γηα ημκ πνμζεγγηζηηθό 

αιγόνηζμμ. 
 Σογθνίκμομε ηε ιύζε με ηε βέιηηζηε δηάνθεηα εθηέιεζεξ L*. 

 
Λήμμα 1:   
Απόδεηλε: 
 Ο ζοκμιηθόξ πνόκμξ επελενγαζίαξ είκαη j tj . 
 Μία από ηηξ m μεπακέξ ζα πνέπεη κα θάκεη ημοιάπηζημκ 1/m θιάζμα 

ηεξ ζοκμιηθήξ ενγαζίαξ.  
 

Λήμμα 2: Η βέιηηζηε δηάνθεηα εθηέιεζεξ L*  maxj tj.    
Απόδεηλε: Κάπμηα μεπακή ζα πνέπεη κα ελοπενεηήζεη ηεκ πημ 
πνμκμβόνα ενγαζία. ▪ 
 


j

jt
m

L
1*
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο:  Ακάιοζε Άπιεζημο Αιγόνηζμμο 

Θεώνεμα:  Ο άπιεζημξ αιγόνηζμμξ είκαη 2-πνμζέγγηζε. 

Απόδεηλε: Έζης ημ θμνηίμ Li ζηεκ μεπακή i με μέγηζηε δηάνθεηα εθηέιεζεξ. 

 Έζης j ε ηειεοηαία ενγαζία ζηεκ μεπακή i. 

 Όηακ ε ενγαζία j ακηηζημηπήζεθε ζηεκ μεπακή i, ε i είπε ημ μηθνόηενμ 

θόνημ.  Τμ θμνηίμ ηεξ πνηκ ηεκ ακηηζημίπεζε ήηακ Li - tj      Li - tj     
Lk  γηα θάζε 1  k  m. 

j 

0 
L = Li Li - tj  

Μεπακή  i 

Οη μπιε ενγαζίεξ δνμμμιμγήζεθακ πνηκ ηεκ j 
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Θεώνεμα: Ο άπιεζημξ αιγόνηζμμξ είκαη 2-πνμζέγγηζε. 

Απόδεηλε:  Έζης ημ θμνηίμ Li ζηεκ μεπακή με μέγηζηε δηάνθεηα εθηέιεζεξ 

• Έζης j ε ηειεοηαία ενγαζία ζηεκ μεπακή i. 

 Όηακ ε ενγαζία j ακηηζημηπήζεθε ζηεκ μεπακή i, ε i είπε ημ μηθνόηενμ 

θόνημ.  Τμ θμνηίμ ηεξ πνηκ ηεκ ακηηζημίπεζε ήηακ Li - tj      Li - tj     
Lk  γηα θάζε 1  k  m. 

 Άζνμηζμα ακηζμηήηςκ ζε όια ηα k θαη δηαίνεζε με m: 

 

 

 

 

 

 Άνα     ▪ 

L i   t j  1
m

Lkk

 1
m

tkk

 L *



Li    (Li  t j )

 L*

 t j

 L*

    2L *.

Λήμμα 1 

Λήμμα 2 

Γληζμννόπεζε Φμνηίμο:  Ακάιοζε Άπιεζημο Αιγόνηζμμο 
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Γνώηεζε.  Γίκαη ε ακάιοζε αοζηενή; 

Απάκηεζε.  Οοζηαζηηθά, καη.  

 

π.π.  m μεπακέξ, m(m-1) ενγαζίεξ δηάνθεηαξ 1, μία ενγαζία δηάνθεηαξ m 

 

 

μεπακή 2 ακεκενγή 

μεπακή 3 ακεκενγή 

μεπακή 4 ακεκενγή 

μεπακή 5 ακεκενγή 

μεπακή 6 ακεκενγή 

μεπακή 7 ακεκενγή 

μεπακή 8 ακεκενγή 

μεπακή 9 ακεκενγή 

μεπακή 10 ακεκενγή 

Δηάνθεηα εθηέιεζεξ άπιεζημξ = 19 

m = 10 

Γληζμννόπεζε Φμνηίμο:  Ακάιοζε Άπιεζημο Αιγόνηζμμο 
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Γνώηεζε.  Γίκαη ε ακάιοζε αοζηενή; 

Απάκηεζε.  Οοζηαζηηθά, καη (ζηεκ πναγμαηηθόηεηα είκαη 2-1/m).  

 

π.π.: m μεπακέξ, m(m-1) ενγαζίεξ δηάνθεηαξ 1, μία ενγαζία δηάνθεηαξ m 

 

 

m = 10 

Βέιηηζηε δηάνθεηα εθηέιεζεξ = 10 

Γληζμννόπεζε Φμνηίμο:  Ακάιοζε Άπιεζημο Αιγόνηζμμο 
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Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Κακόκαξ Μεγαιύηενεξ Δηάνθεηαξ Γνγαζία Πνώηε 

Μεγαιύηενεξ Δηάνθεηαξ Γνγαζία Πνώηε.  Ταληκόμεζε n ενγαζηώκ ζε 

θζίκμοζα ζεηνά δηάνθεηαξ εθηέιεζεξ, θαη έπεηηα εθηέιεζε ημο άπιεζημο 

αιγόνηζμμο.  

LPT-List-Scheduling(m, n, t1,t2,…,tn) { 

   Sort jobs so that t1 ≥ t2 ≥  … ≥ tn 

   

   for i = 1 to m { 

      Li  0 

      J(i)   

   } 

 

   for j = 1 to n { 

      i = argmink Lk 

      J(i)  J(i)  {j} 

      Li  Li + tj 

   } 

   return J(1), …, J(m) 

} 

Γνγαζίεξ ηεξ μεπακήξ i 

Φμνηίμ μεπακήξ i 

Η μεπακή i έπεη ημ μηθνόηενμ θμνηίμ 

Ακηηζημίπεζε ηεξ j ζηε μεπακή i 

Γκεμένςζε θμνηίμο ηεξ μεπακήξ i 



25 

Παναηήνεζε: Ακ έπμομε m ημ  πμιύ ενγαζίεξ, ηόηε μ άπιεζημξ είκαη βέιηηζημξ.  

Απόδεηλε:  Βάιε ηεκ θάζε ενγαζία ζε δηθηά ηεξ μεπακή. ▪ 

 

Λήμμα 3.  Ακ οπάνπμοκ πενηζζόηενεξ από m ενγαζίεξ, L*  2 tm+1. 

Απόδεηλε:  

 Έζης μη πνώηεξ m+1 ενγαζίεξ t1, …, tm+1. 

 Αθμύ ηα ti είκαη ζε θζίκμοζα ζεηνά, θάζε μία απαηηεί ημοιάπηζημκ tm+1 πνόκμ.  

 Υπάνπμοκ m+1 ενγαζίεξ θαη m μεπακέξ, θαη άνα (ανπή πενηζηενώκα) ημοιάπηζημκ 

μία μεπακή έπεη δύμ ενγαζίεξ ▪ 

 

Θεώνεμα: Ο αιγόνηζμμξ είκαη 3/2-πνμζέγγηζε. 

Απόδεηλε: Όπςξ θαη πνηκ: 

 

      


*  )( 

2
3

* * 
2
1

LttLL

L

j

L

jii 





Λήμμα 3 
(οπόζεζε όηη πιήζμξ ενγαζηώκ >m) 

Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Κακόκαξ Μεγαιύηενεξ Δηάνθεηαξ Γνγαζία Πνώηε 

𝐿𝑖 = 𝐿𝑖 − 𝑡𝑗 + 𝑡𝑗 ≤
3

2
𝐿∗ 
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Γνώηεζε:  Γίκαη ε 3/2-πνμζέγγηζε αοζηενή; 

Απάκηεζε:  Όπη. 

 

 

 

ζεώνεμα.  [Graham, 1969]  Ο αιγόνηζμμξ είκαη 4/3-πνμζέγγηζζε. 

Απόδεηλε:  άιιε θμνά ακ θαη όπη ηόζμ δύζθμιε… 

 

Γνώηεζε:  Γίκαη ε 4/3-πνμζέγγηζε αοζηενή; 

Απάκηεζε:  Οοζηαζηηθά  καη. 

 

π.π.  m μεπακέξ, n = 2m+1 ενγαζίεξ, 2 ενγαζίεξ δηάνθεηαξ m+1, m+2, …, 

2m-1 θαη μία ενγαζία δηάνθεηαξ m. (θάκηε ημ μόκμη ζαξ…) 

 

 

 

Γληζμννόπεζε Φμνηίμο: Κακόκαξ 
Μεγαιύηενεξ Δηάνθεηαξ Γνγαζία Πνώηε 



11.2  Γπηιμγή Κέκηνςκ 
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θέκηνμ 

r(C) 

Πνόβιεμα Γπηιμγήξ Κέκηνςκ 

Γίζμδμξ: Σύκμιμ από n ημπμζεζίεξ s1, …, sn θαη έκα αθέναημ k > 0. 

 

Πνόβιεμα Γπηιμγήξ Κέκηνςκ: Γπέιελε k θέκηνα C έηζη ώζηε κα 

ειαπηζημπμηείηαη ε μέγηζηε απόζηαζε από μία ημπμζεζία πνμξ ημ 

θμκηηκόηενμ θέκηνμ. 

ημπμζεζία 

k = 4 
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Σεμεημγναθία:   
 dist(x, y) = απόζηαζε μεηαλύ x θαη y. 
 dist(si, C) = min c  C dist(si, c)  = απόζηαζε από si ζημ 

θμκηηκόηενμ θέκηνμ. 
 r(C) = maxi dist(si, C) = ειάπηζηε αθηίκα θάιορεξ. 

 
Σηόπμξ: Γύνεζε ζοκόιμο θέκηνςκ C* πμο ειαπηζημπμηεί ηεκ r(C), 
με ημκ πενημνηζμό όηη |C*| = k. 
 
Ιδηόηεηεξ ζοκάνηεζεξ απόζηαζεξ: 
 dist(x, x) = 0     
 dist(x, y) = dist(y, x)    
 dist(x, y)  dist(x, z) + dist(z, y) (ηνηγςκηθή ακηζόηεηα) 

Πνόβιεμα Γπηιμγήξ Κέκηνςκ 
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θέκηνμ 
ημπμζεζία 

Πανάδεηγμα Γπηιμγήξ Κέκηνςκ 

Κάζε ημπμζεζία είκαη έκα ζεμείμ ζημ επίπεδμ, έκα θέκηνμ μπμνεί κα είκαη 

μπμημδήπμηε ζεμείμ ζημ επίπεδμ, dist(x, y) = εοθιείδηα απόζηαζε. 

 

Παναηήνεζε:  μ πώνμξ ακαδήηεζεξ μπμνεί κα είκαη άπεηνμξ! 

 

r(C) 
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Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ: Καθή Πενίπηςζε 

Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ:  Τμπμζέηεζε ημ πνώημ θέκηνμ ζηεκ θαιύηενε 

δοκαηή ζέζε ακ είπαμε μόκμ έκα θέκηνμ, θαη έπεηηα ζα πνμζζέημομε ηα 

θέκηνα με ζηόπμ κα μεηώζμομε ηεκ αθηίκα θάιορεξ όζμ ημ δοκαηό 

πενηζζόηενμ. 

 

Παναηήνεζε: πμιύ άζπεμμ! 

 

άπιεζημ θέκηνμ 1 

k = 2 θέκηνα ημπμζεζία 

θέκηνμ 

άπιεζημ θέκηνμ 2??? 

Βέιηηζηα θέκηνα 



Ακ Γκςνίδμομε ηεκ Αθηίκα r; 

32 

θέκηνμ βέιηηζημο 
ημπμζεζία 

r 

θέκηνμ άπιεζημο 

r 

r 



Ακ δεκ Γκςνίδμομε ηεκ Αθηίκα r; 

Μία γεκηθή ηεπκηθή ζε πνμβιήμαηα βειηηζημπμίεζεξ: 
 Θεώνεζε όηη γκςνίδμομε ηεκ ηημή όπμο επηηογπάκεηαη 

μία βέιηηζηε ιύζε. 
 
 
Πώξ όμςξ αθονώκμομε ηεκ οπόζεζε; 

 
1. (Γεκηθή) Δοαδηθή Ακαδήηεζε ζημ πώνμ ηςκ ηημώκ 

ηεξ βέιηηζηεξ ιύζεξ. 
 

2. Λύζε πμο ελανηάηαη από ημ πνόβιεμα. 

33 
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Γπηιμγή Κέκηνςκ: Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 

Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ: Γπακαιαμβακόμεκα επέιελε ημ επόμεκμ θέκηνμ ςξ 

ε ημπμζεζία πμο είκαη μαθνύηενα από θάζε οπάνπμκ θέκηνμ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παναηήνεζε: Σημκ ηενμαηηζμό όια ηα θέκηνα ημο C είκαη ακά δύμ 

ημοιάπηζημκ r(C) μαθνοά. 

Απόδεηλε: Καηαζθεοή ημο αιγόνηζμμο. 

Greedy-Center-Selection(k, n, s1,s2,…,sn) { 

 

   C =  

   repeat k times { 

      Select a site si with maximum dist(si, C) 

      Add si to C 

   } 

   return C 

} 

Τμπμζεζία μαθνύηενα από θάζε θέκηνμ 
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Γπηιμγή Κέκηνμο: Ακάιοζε Άπιεζημο Αιγόνηζμμο 

Θεώνεμα:  Έζης C* ημ βέιηηζημ ζύκμιμ θέκηνςκ. Τόηε: r(C)  2r(C*). 

Απόδεηλε:  (ακηίθαζε)  Έζης r(C) > 2 r(C*). 

 Έζης s μία ημπμζεζία πμο dist(s, C) > 2r(C*). 

 Καηά ηε δηάνθεηα εθηέιεζεξ ημο αιγόνηζμμο έζης c’ ημ ηνέπμκ θέκηνμ 

πμο επηιέγεη εκώ ημ ζύκμιμ θέκηνςκ μέπνη ηώνα είκαη C’. 

 dist(c’, C’)  dist(s, C’)  dist(s, C) > 2r(C*) 

 Άνα μ άπιεζημξ αιγόνηζμμξ είκαη μία ζςζηή οιμπμίεζε ημο αιγόνηζμμο 

πμο γκώνηδε ηεκ αθηίκα r(C*). 

 >k θέκηνα γηα ηεκ θάιορε ημο ζοκόιμο ζεμείςκ με απμηέιεζμα μ 

πνμεγμύμεκμξ αιγόνηζμμξ κα ζομπενάκεη όηη δεκ οπάνπεη θάιορε με k 

θέκηνα αθηίκαξ r. Άημπμ.▪ 

 



Απόδεηλε 
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θέκηνμ βέιηηζημο 
ημπμζεζία 

r 

θέκηνμ άπιεζημο 

2r 

2r 2r 

2r 
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Γπηιμγή Κέκηνςκ 

Θεώνεμα:  Έζης C* ε βέιηηζηε ιύζε ηςκ θέκηνςκ. Τόηε r(C)  2r(C*). 

 

Θεώνεμα: Ο άπιεζημξ αιγόνηζμμξ είκαη 2-πνμζέγγηζε ημο πνμβιήμαημξ 

επηιμγήξ θέκηνμο. 

 

Παναηήνεζε:  Ο άπιεζημξ αιγόνηζμμξ επηιέγεη ςξ θέκηνα ηηξ 

ημπμζεζίεξ αιιά αθόμα θαη έηζη είκαη ημ πμιύ θαηά έκα πανάγμκηα 2 

μαθνηά από ημ βέιηηζημ αιγόνηζμμ πμο μπμνεί κα ημπμζεηήζεη ηα θέκηνα 

πακημύ. 

 

 

Γνώηεζε:  Υπάνπεη ειπίδα γηα 3/2-πνμζέγγηζε; 4/3; 

π.π., ζεμεία ζημ επίπεδμ 

Θεώνεμα: Γθηόξ θαη P = NP, δεκ οπάνπεη -πνμζέγγηζε γηα ημ πνόβιεμα 
επηιμγήξ θέκηνςκ γηα θάζε  < 2. 
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Γπηιμγή Κέκηνςκ:  Δοζθμιία Πνμζέγγηζεξ 

Θεώνεμα.  Γθηόξ θαη ακ P = NP, δεκ οπάνπεη -πνμζέγγηζηηθόξ αιγόνηζμμξ γηα ημ 

πνόβιεμα επηιμγήξ k θέκηνςκ με μεηνηθή απόζηαζε γηα θάζε  < 2. 

 

Απόδεηλε. Θα δείλμομε πςξ πνεζημμπμηείηαη έκαξ (2 - )-πνμζεγγηζηηθόξ 

αιγόνηζμμξ γηα ημ πνόβιεμα ηεξ επηιμγήξ θέκηνςκ γηα ιύζε ημο πνμβιήμαημξ 

Κονίανπμο Σοκόιμο (ΚΣ) (dominating set). 

 Έζης G = (V, E), k έκα ζηηγμηόηοπμ ημο ΚΣ. 

 Καηαζθεοάδμομε ζηηγμηόηοπμ G' γηα k θέκηνα με ημπμζεζίεξ ημ V θαη 

απμζηάζεηξ: 

– d(u, v) = 1 ακ (u, v)  E 

– d(u, v) = 2 ακ (u, v)  E 

 Τμ G' ηθακμπμηεί ηεκ ηνηγςκηθή ακηζόηεηα. 

 Ιστσρισμός:  Τμ G έπεη θονίανπμ ζύκμιμ μεγέζμοξ k ακ θαη μόκμ ακ οπάνπμοκ k 

θέκηνα C* ώζηε r(C*) = 1. 

 Γπμμέκςξ, ακ ημ G έπεη θονίανπμ ζύκμιμ μεγέζμοξ k, έκαξ (2 - )-

πνμζεγγηζηηθόξ αιγόνηζμμξ ζημ G' ζα βνεη μία ιύζε C* με r(C*) = 1 αθμύ δεκ 

μπμνεί κα πνεζημμπμηήζεη αθμή απόζηαζεξ 2. 



11.3 ΚΆΛΤΨΗ ΢ΤΝΌΛΟΤ 

40 



41 

Σηαζμηζμέκμ Πνόβιεμα Κάιορεξ Σοκόιμο 
Κάιορε Σοκόιμο: Δμζέκημξ εκόξ ζοκόιμο U θαη μίαξ ιίζηαξ οπμζοκόιςκ 
S1, S2, …, Sm ημο U, έκα θάιομμα ζοκόιμο ημο U είκαη μία ζοιιμγή αοηώκ 
ηςκ οπμζοκόιςκ ώζηε ε έκςζή ημοξ κα δίκεη U.  
 
Σηαζμηζμέκε Κάιορε Σοκόιμο:  Κάζε ζύκμιμ Si έπεη μία βανύηεηα wi  θαη 
ζηόπμξ μαξ είκαη κα βνμύμε ημ θάιομμα ζοκόιμο με ημ ειάπηζημ ζοκμιηθό 
βάνμξ.  
 

1 1 

1 

1 

1+ε 1+ε 



Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 
Δύμ ακηηθνμοόμεκα θνηηήνηα: 
1. Μεγάιμ πιήζμξ ζημηπείςκ οπμζοκόιμο |Si| 
2. Μηθνό βάνμξ wi ημο οπμζοκόιμο Si 
 
Έζης R ημ ζύκμιμ ηςκ αθάιοπηςκ ζημηπείςκ μέπνη θάπμηα ζηηγμή. Βάνμξ 
ακά θαιοπηόμεκμ ζημηπείμ: 

wi / | Si  R| 
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1 1 

1 

1 

1+ε 1+ε 

Βέιηηζημ: 2+2ε 

Άπιεζημξ: 4 



Ακάιοζε 

Πνμζζέημομε αμέζςξ μεηά ηεκ επηιμγή ημο Si ηεκ ελήξ γναμμή: 

 

cs = wi / | Si  R| για όλα τα s  Si  R 

 

To cs είκαη ημ θόζημξ πμο πιενώζεθε (ηημή) γηα ηεκ θάιορε θάζε κέμο 

ζημηπείμο. Έζης C ε θάιορε ζοκόιμο ημο άπιεζημο αιγόνηζμμο. 

 

 

Πνμθάκςξ:  
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 𝑤𝑖
Si∈𝐶

= 𝑐𝑠
𝑠∈𝑈

 



Ακάιοζε 

Γηα θάζε ζύκμιμ Sk:    𝑐𝑠𝑠∈𝑆𝑘
≤ 𝐻 𝑆𝑘 ∙ 𝑤𝑘 

 
 
 
Έζης d* = maxi|Si| 
 
 
Η θάιορε ζοκόιμο C πμο επηιέγεηαη από ημκ 
άπιεζημ αιγόνηζμμ έπεη βανύηεηα ημ πμιύ 
H(d*) επί ημ βέιηηζημ βάνμξ w*. 
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Ακ οπήνπε θαιύηενε 
πνμζέγγηζε από αοηή 
ηόηε ζα ίζποε P = NP. 



Γίκαη Αοζηενό Όνημ; 
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n/2 

1+ε 1+ε 

n/2 

.
 
.
 
. 

.
 
.
 
. 

n/2 1 

n/4 1 

n/8 1 

. 

. 

. 

1 

1 1 



11.4  Η ΜΈΘΟΔΟ΢ ΣΗ΢ 
ΣΙΜΟΛΌΓΗ΢Η΢: ΚΆΛΤΨΗ 
ΚΟΡΤΦΏΝ 
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Σηαζμηζμέκμ Πνόβιεμα Κάιορεξ Κμνοθώκ 

Κάιορε Κμνοθώκ: Δμζέκημξ εκόξ γναθήμαημξ G = (V, E), έκα θάιομμα 
θμνοθώκ είκαη έκα ζύκμιμ S  V έηζη ώζηε θάζε αθμή ζημ E έπεη 
ημοιάπηζημκ έκα άθνμ ζημ S. 
 
Σηαζμηζμέκε Κάιορε Κμνοθώκ:  Δμζέκημξ G με βάνε ζηηξ θμνοθέξ, βνεξ 
έκα θάιομμα θμνοθώκ ειάπηζημο ζοκμιηθμύ βάνμοξ. 
 

4 

9 

2 

2 

4 

9 

2 

2 

βάνμξ = 2 + 2 + 4 βάνμξ = 11 



Ακαγςγή ζε Κάιορε Σοκόιμο 

Μπμνμύμε κα πνεζημμπμηήζμομε ημκ πνμζεγγηζηηθό αιγόνηζμμ ημο 

Πνμβιήμαημξ Κάιορεξ Σοκόιμο γηα κα πάνμομε έκακ πνμζεγγηζηηθό 

αιγόνηζμμ με ζοκηειεζηή πνμζέγγηζεξ H(d) γηα ημ ζηαζμηζμέκμ πνόβιεμα 

ηεξ Κάιορεξ Κμνοθώκ, όπμο d είκαη μ μέγηζημξ βαζμόξ ημο γναθήμαημξ.  

 

Απόδεηλε: Φνήζε ηεξ ακαγςγήξ γηα NP-πιενόηεηα. 
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Μέζμδμξ Τημμιόγεζεξ 

Κάζε αθμή πνέπεη κα θαιοθζεί από μία θμνοθή.  
Η αθμή e = (i, j) πιενώκεη έκα θόζημξ pe  0 γηα ηε πνήζε ηςκ θμνοθώκ i θαη j . 
 
Δηθαημζύκε:  Οη πνμζθείμεκεξ αθμέξ ζηεκ θμνοθή i πνέπεη κα πιενώζμοκ  wi 
ζοκμιηθά. 
 
 
 
 
 
 
 
Λήμμα: Γηα θάζε θάιομμα θμνοθήξ S θαη θάζε δίθαηε ηημή pe:  e pe    w(S).  
 
Απόδεηλε:          ▪ 

4 

9 

2 

2 

i

jie

e wpi 
 ),(

: κορσφή κάθε για

).(
),(

Swwpp
Si

i
jie

e
SiEe

e  


αζνμίδεη ηα δίθαηα θόζηε  
γηα θάζε θόμβμ ζημ S 

θάζε αθμή e πμο θαιύπηεηαη 
από ημοιάπηζημκ έκα θόμβμ ζημ S 
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Μέζμδμξ Τημμιόγεζεξ 

Θέημομε ηα θόζηε ζηηξ αθμέξ θαη ηαοηόπνμκα βνίζθμομε ημ θάιομμα 
θμνοθώκ.  

Weighted-Vertex-Cover-Approx(G, w) { 

   foreach e in E 

      pe = 0 

 

   while ( edge i-j such that neither i nor j are tight) 
      select such an edge e 

      increase pe as much as possible until i or j tight 

   } 

 

   S  set of all tight nodes 

   return S 

} 

i
jie

e wp 
 ),(
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Μέζμδμξ Τημμιόγεζεξ 

βάνμξ θμνοθήξ 

θόζημξ αθμήξ (a,b) 

ενμεηηθόξ 

ενμε
ηηθόξ 

ενμεηηθόξ 

ενμεηηθόξ 
ενμε
ηηθόξ 

ενμε
ηηθόξ 
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Μέζμδμξ Τημμιόγεζεξ:  Ακάιοζε 

Η μέζμδμξ ηημμιόγεζεξ είκαη μία 2-πνμζέγγηζε. 
Απόδεηλε: 
 Ο αιγόνηζμμξ ηενμαηίδεη αθμύ μεηά από θάζε επακάιερε μία 

ημοιάπηζημκ θμνοθή γίκεηαη ενμεηηθή. 
 

 Έζης S = ζύκμιμ όιςκ ηςκ ενμεηηθώκ θόμβςκ μεηά ημκ ηενμαηηζμό ημο 
αιγμνίζμμο. Τμ S είκαη έκα θάιομμα θμνοθώκ:  ακ μία αθμή (i,j) δεκ 
είκαη θαιομμέκε ηόηε μύηε μ i μύηε μ j δεκ είκαη ενμεηηθμί. Τόηε όμςξ ε 
επακάιερε δεκ ζα ηενμαηηδόηακ. 
 

 Έζης S* ημ βέιηηζημ θάιομμα θμνοθώκ. Θ.δ.μ. w(S)  2w(S*). 



w(S)  wi
iS

 
iS

 pe
e(i, j)

 
iV

 pe
e(i, j)

  2 pe
eE

  2w(S*).

όιμη μη θόμβμη ημο S  
είκαη ενμεηηθμί 

S  V, 
θόζηε  0 

ιήμμα δηθαημζύκεξ θάζε αθμή μεηνηέηαη 
δύμ θμνέξ 



11.6  Γναμμηθόξ Πνμγναμμαηηζμόξ θαη 
Σηνμγγοιμπμίεζε: Κάιορε Κμνοθώκ 

 Αθέναημξ Πνμγναμμαηηζμόξ 
 Γναμμηθόξ Πνμγναμμαηηζμόξ 
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Γναμμηθόξ Πνμγναμμαηηζμόξ 

Γιαπηζημπμίεζε/Μεγηζημπμίεζε γναμμηθήξ ακηηθεημεκηθήξ ζοκάνηεζεξ 

οπμθείμεκε ζε γναμμηθέξ ακηζόηεηεξ.  

 Γίζμδμξ: αθέναημη cj, bi, aij . 

 Έλμδμξ:  πναγμαηηθμί ανηζμμί xj. 

 

 

 

 

 

 

 

Γναμμηθό.  Όπη x2,  xy,  arccos(x),  x(1-x), θηι. 

 

 

Αιγόνηζμμξ Simplex.  [Dantzig 1947]  Λύκεη ημ LP ζηεκ πνάλε. 

Αιγόνηζμμξ Γιιεηρμεηδμύξ.  [Khachian 1979]  Λύκεη ημ LP ζε πμιοςκομηθό 

πνόκμ. 

njx

mibxa

xc

j

i

n

j

jij

n

j

jj











10

1

max(P)

1

1

0

max(P)





x

bAx

xct
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Γθηθηή Πενημπή εκόξ Γναμμηθμύ Πνμγνάμμαημξ 

Η γεςμεηνία ημο LP ζε 2-δηαζηάζεηξ. 

x1 + 2x2 = 6 

2x1 + x2 = 6 

x2 = 0 

x1 = 0 

Η πενημπή ηθακμπμηεί ηηξ ελήξ ακηζόηεηεξ: 
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Σηαζμηζμέκμ Πνόβιεμα Κάιορεξ Κμνοθώκ 

Δμζέκημξ εκόξ με θαηεοζοκόμεκμο γναθήμαημξ G = (V, E) με βανύηεηα 

θμνοθώκ wi  0, βνείηε έκα ειάπηζηεξ βανύηεηαξ οπμζύκμιμ ηςκ θμνοθώκ 

S έηζη ώζηε θάζε αθμή κα πνόζθεηηαη ζε ημοιάπηζημκ μία θμνοθή ημο S. 

 

 

3 

6 

10 

7 

A 

E 

H 

B 

D I 

C 

F 

J 

G 

6 

16 

10 

7 

23 

9 

10 

9 

33 

Σοκμιηθή βανύηεηα = 55 

32 
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Σηαζμηζμέκμ Πνόβιεμα Κάιορεξ Κμνοθώκ:  
Αθέναημ Πνόγναμμα (ΙP) 

Μμκηειμπμίεζε με Αθέναημ Πνμγναμμαηηζμό: 
 Μμκηειμπμημύμε ηε πνήζε θάζε θμνοθήξ i με μία 0/1 μεηαβιεηή xi. 

 
 
    S  Σύκμιμ θάιορεξ θμνοθώκ 
 

Τμ S είκαη ζε 1-1 ακηηζημηπία με ηηξ 0/1 ακαζέζεηξ: 
S = {i  V : xi = 1}  

 
 

 Ακηηθεημεκηθή ζοκάνηεζε:  ειαπηζημπμίεζε iV wi xi 
 
 

 Θα πνέπεη κα επηιέγμομε ημ άθνμ θάζε αθμήξ i ή j:  xi + xj   1 
 










Si

Si
xi

1 

0 
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Αθέναημξ Πνμγναμμαηηζμόξ 

Δμζέκηςκ αθεναίςκ aij θαη bi, βνείηε αθέναημοξ xj έηζη ώζηε: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Παναηήνεζε.  Η μμκηειμπμίεζε ημο θαιύμμαημξ θμνοθώκ απμδεηθκύεη 
όηη μ Αθέναημξ Πνμγναμμαηηζμόξ (Integer Programming – IP) είκαη 
NP-δύζθμιμξ.  

njx

njx

mibxa

xw

j

j

i

n

j

jij

n

i

ii













1ακέραιος

1          0

1         

  max

1

1

Αθόμα θαη όηακ όιμη μη ζοκηειεζηέξ είκαη 0/1 θαη 
ημ πμιύ δύμ μεηαβιεηέξ ακά ακηζόηεηα. 

ακέραιοι

        

max

x

bAx

xwt


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Σηαζμηζμέκμ Πνόβιεμα Κάιορεξ Κμνοθώκ:  
Αθέναημ Πνόγναμμα (ΙP) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παναηήνεζε:  Ακ x* είκαη μία βέιηηζηε ιύζε ζημ (ILP), ηόηε ημ S = {i  V : 

x*i = 1} είκαη μίαξ ειάπηζηεξ βανύηεηαξ θάιομμα θμνοθώκ. 

Vix

Ejixx

xwILP

i

ji

Vi

ii








}1,0{

),(1

 min )(
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LP Φαιάνςζε 

Μμκηειμπμίεζε με Γναμμηθό Πνμγναμμαηηζμό. 

 

 

 

 

 

 

 

Παναηήνεζε.  Η βέιηηζηε ιύζε ημο (LP) είκαη   βέιηηζηε ιύζε (ILP). 

Απόδεηλε:  Τμ LP έπεη ιηγόηενμοξ πενημνηζμμύξ. 

 

Σεμείςζε:  Τμ LP δεκ είκαη ηζμδύκαμμ ημο θαιύμμαημξ 

θμνοθώκ.  

 

Πςξ ε ιύζε ημο LP βμεζά ζηεκ εύνεζε μηθνμύ Κ.Κ.; 

Λύζε ημ LP θαη ζηνμγγοιμπμίεζε ηηξ νεηέξ ηημέξ.  

Vix

Ejixx

xwLP

i

ji

Vi

ii








0

),(1

 min )(
  

1 1 

1 

½ ½ 

½ 
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Σηαζμηζμέκμ Πνόβιεμα Κάιορεξ Κμνοθώκ 

Θεώνεμα:  Ακ x* είκαη ε βέιηηζηε ιύζε ημο (LP), ηόηε S = {i  V  : x*i  ½} 

είκαη έκα θάιομμα θμνοθώκ με βανύηεηα ημ πμιύ δηπιάζηα από ηεκ 

ειάπηζηε βανύηεηα.  

 

(1) Απόδεηλε:  [ημ S είκαη έκα θάιομμα θμνοθώκ] 

 Έζης μία αθμή (i, j)  E. 

 Αθμύ x*i + x*j    1, είηε x*i  ½ ή x*j  ½     (i, j) θαιύπηεηαη. 

 

(2) Απόδεηλε:  [Τμ S έπεη ηεκ επηζομεηή βανύηεηα] 

 Έζης S* ημ βέιηηζημ θάιομμα θμνοθώκ. Τόηε: 



wi
i  S*

     wi xi
*

i  S

      1
2

wi
i  S



Τμ LP είκαη παιάνςζε x*i    ½ 
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Σηαζμηζμέκμ Πνόβιεμα Κάιορεξ Κμνοθώκ 

Θεώνεμα.  Έκαξ 2-πνμζεγγηζηηθόξ αιγόνηζμμξ γηα ημ 
ζηαζμηζμέκμ πνόβιεμα θάιορεξ θμνοθώκ. 

 
 
Θεώνεμα.  [Dinur-Safra 2001]  Ακ P  NP, ηόηε δεκ 
οπάνπεη -πνμζέγγηζε γηα  < 1.3607, αθόμα θαη με 
μμκαδηαία βάνε.    

 
 
 

Ακμηθηό Πνόβιεμα Ένεοκαξ:  Κιείζημμ ημο πάζμαημξ. 
 

10 5  - 21 



11.8  Τμ Πνόβιεμα ημο Σαθηδίμο 
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Σπήμα Πνμζέγγηζεξ Πμιοςκομηθμύ Φνόκμο 

PTAS (Polynomial Time Approximation Scheme):  
(1 + )-πνμζεγγηζηηθόξ αιγόνηζμμξ γηα θάζε ζηαζενά  > 0.  
 Γληζμννόπεζε Φμνηίμο.  [Hochbaum-Shmoys 1987] 
 Γοθιείδημ TSP.  [Arora 1996] 

 
 
Σοκέπεηα:  Οη PTAS πανάγμοκ αοζαίνεηα ορειήξ 
πμηόηεηαξ ιύζεηξ, δίκμκηαξ έκα trade-off μεηαλύ 
αθνίβεηαξ θαη πνόκμο. 
 
 
Τη ζα θάκμομε:  PTAS γηα ημ πνόβιεμα ημο ζαθηδίμο μέζς 
ζηνμγγοιμπμίεζεξ θαη θιημάθςζεξ. 
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Τμ Πνόβιεμα ημο Σαθηδίμο 

 Δμζέκηςκ n ακηηθεημέκςκ θαη εκόξ ζαθηδίμο. 
 Τμ ακηηθείμεκμ i έπεη ηημή vi  > 0 θαη βάνμξ wi > 0. 
 Τμ ζαθίδημ μεηαθένεη βάνμξ μέπνη W (έζης wi  W). 
 Σηόπμξ:  γέμηζμα ζαθηδίμο γηα μεγηζημπμίεζε ζοκμιηθήξ ηημήξ. 

 
Πανάδεηγμα:  Τμ {3, 4} έπεη ηημή 40. 

1 

Τημή 

18 

22 

28 

1 

Βάνμξ 

5 

6 

6 2 

7 

Ακηηθείμεκμ 

1 

3 

4 

5 

2 

W = 11 
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Πνόβιεμα Σαθηδίμο: Δοκαμηθόξ 
Πνμγναμμαηηζμόξ 1 

OPT(i, w) = μέγηζηεξ ηημήξ οπμζύκμιμ ηςκ ακηηθεημέκςκ 1,..., i με όνημ βάνμοξ w. 

 Πενίπηςζε 1:  μ OPT δεκ επηιέγεη ημ ακηηθείμεκμ i. 

– Ο OPT επηιέγεη ημ θαιύηενμ από 1, …, i–1 με όνημ βάνμοξ w 

 Πενίπηςζε 2:  μ OPT επηιέγεη ημ ακηηθείμεκμ i. 

– Νέμ όνημ βάνμοξ = w – wi 

– Ο OPT επηιέγεη ημ θαιύηενμ από 1, …, i–1 με όνημ βάνμοξ w – wi 
 

 

 

 

 

 

Φνόκμξ Γθηέιεζεξ.  O(n W). 

 W = βάνμξ ζαθηδίμο. 

 Δεκ είκαη πμιοςκομηθό ςξ πνμξ ημ μέγεζμξ εηζόδμο! 

 















άδιαφορετικ),1(),,1(max

ww),1(

0i0

),( i

ii wwiOPTvwiOPT

wiOPTwiOPT
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Πνόβιεμα Σαθηδίμο: Δοκαμηθόξ 
Πνμγναμμαηηζμόξ 2 

OPT(i, v) = ειάπηζημο βάνμοξ οπμζύκμιμ ακηηθεημέκςκ 1, …, i με ηημή ίζε με v. 

 Πενίπηςζε 1: Ο OPT δεκ επηιέγεη ημ ακηηθείμεκμ i. 

– Ο OPT επηιέγεη ηεκ θαιύηενε από 1, …, i-1 με ηημή αθνηβώξ v 

 Πενίπηςζε 2:  Ο OPT επηιέγεη ημ ακηηθείμεκμ i. 

– Φνεζημμπμηείηαη βάνμξ wi, κέα ηημή ίζε με v – vi 

– Ο OPT επηιέγεη ηεκ θαιύηενε από 1, …, i-1 με ηημή αθνηβώξ v – vi 
 

 

 

 

 

 

 

 

Φνόκμξ Γθηέιεζεξ.  O(n V*) = O(n2 vmax). 

 V* = βέιηηζηε ηημή = μέγηζημ v έηζη ώζηε OPT(n, v)  W. 

 Δεκ είκαη πμιοςκομηθό ζημ μέγεζμξ ηεξ εηζόδμο! 

 





















άδιαφορετικ),1(),,1(min

v),1(

0> v0,i

0v0

),(
i

ii vviOPTwviOPT

vviOPT
viOPT

V*  n vmax 
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PTAS 

Δηαίζζεζε γηα ημκ πνμζεγγηζηηθό αιγόνηζμμ: 

 Σηνμγγοιμπμίεζε ηηξ ηημέξ ώζηε κα ακήθμοκ ζε μηθνόηενμ δηάζηεμα. 

 Δοκαμηθόξ πνμγναμμαηηζμόξ ζε ζηνμγγοιμπμηεμέκμ ζηηγμηόηοπμ. 

 Γπέζηνερε βέιηηζηα ακηηθείμεκα ζημ ζηνμγγοιμπμηεμέκμ ζηηγμηόηοπμ. 

W = 11 

Ανπηθό ζηηγμηόηοπμ Σηνμγγοιμπμηεμέκμ 
ζηηγμηόηοπμ. 

W = 11 

1 

Value 

18 

22 

28 

1 

Weight 

5 

6 

6 2 

7 

Item 

1 

3 

4 

5 

2 

934,221 

Value 

17,810,013 

21,217,800 

27,343,199 

1 

Weight 

5 

6 

5,956,342 2 

7 

Item 

1 

3 

4 

5 

2 
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PTAS 

Σηνμγγοιμπμίεζε ηημώκ   

 

– vmax = μέγηζηε ηημή ζημ ανπηθό ζηηγμηόηοπμ 

–      = πανάμεηνμξ αθνίβεηαξ 

–      =  πανάγμκηαξ θιημάθςζεξ =  vmax / n 

 

Παναηήνεζε:  Οη βέιηηζηεξ ιύζεηξ με     ή     είκαη ηζμδύκαμεξ. 

 

Δηαίζζεζε.  Τμ      είκαη θμκηά ζημ v θαη άνα ε βέιηηζηε ιύζε πμο 

πνεζημμπμηεί ημ     είκαη ζπεδόκ βέιηηζηε.  

    Μηθνέξ ηημέξ θαη αθέναηεξ ώζηε μ δοκαμηθόξ πνμγναμμαηηζμόξ κα είκαη 

γνήγμνμξ. 

 

Φνόκμξ εθηέιεζεξ.  O(n3 / ).  

 Γηα ημ δοκαμηθό πνόγναμμα II μ πνόκμξ εθηέιεζεξ είκαη                ,  

όπμο  
























i

i
i

i

v
v

v
v ˆ, 

v̂  



v 

  



v 

  



ˆ v 

  



O(n2 ˆ v max )






















nv
v    ˆ max

max
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PTAS 

Σηνμγγοιμπμίεζε ηςκ ηημώκ ζε    

 

 

Θεώνεμα.  Ακ ημ S είκαη ε ιύζε ημο αιγόνηζμμύ μαξ θαη S* είκαη μία 

αοζαίνεηε θαη έγθονε (ςξ πνμξ ημ βάνμξ) ιύζε ηόηε: 

 

Απόδεηλε.  Έζης S* μία αοζαίνεηε ιύζε πμο ηθακμπμηεί ηα όνηα βάνμοξ.  

 

 



vi
i  S*

  v i
i  S*



 v i
i  S



 (vi
i  S

  )

 vi
i S

   n

 (1) vi
i S



ζηνμγγοιμπμίεζε 

Γπίιοζε κέμο ζηηγμημηύπμο βέιηηζηα 

Δεκ ζηνμγγοιμπμημύμε παναπάκς από ζ 

 
 


Si Si

ii vv
*

  )1( 

|S|  n 

n  =  vmax,  vmax  iS vi 

DP alg can take vmax 




 







 i

i

v
v


