
Αλάιπζε Αιγνξίζκωλ 

Κεθ. 13: Τπραίνη Αιγόξηζκνη 

1 

Μενηθέξ δηαθάκεηεξ βαζίδμκηαη ζε δηαθάκεηεξ ημο Kevin Wayne. 
Copyright @ 2005 Pearson-Addison Wesley. 
All rights reserved. 



2 

Σοπαίμη Αιγόνηζμμη 

Έκαξ ησταίος αλγόριθμος είκαη έκαξ αιγόνηζμμξ ημο 
μπμίμο ε ιεηημονγία ελανηάηαη από ηοπαίμοξ ανηζμμύξ 

 

Πανάδεηγμα ηοπαίςκ αιγμνίζμςκ: 

 Quicksort 

 Hashing 

 

Άιια πανόμμηα ζέμαηα: 

 Η παναγςγή «ηοπαίςκ» ανηζμώκ 

 Η παναγςγή ηοπαίςκ δεδμμέκςκ γηα πεηνάμαηα ή 
άιιεξ πνήζεηξ 

 Δηάζπαζε ζομμεηνίαξ 
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Ψεοδμηοπαίμη Αιγμνίζμμη 

Ο Η/Τ δεν μπορεί κα πανάγεη πναγμαηηθά ηοπαίμοξ ανηζμμύξ 

 Ο Η/Τ μπμνεί κα πανάγεη ρεοδμηοπαίμοξ ανηζμμύξ – ανηζμμύξ πμο 
πανάγμκηαη από έκακ ηύπμ 

 Οη ρεοδμηοπαίμη ανηζμμί θαίνονηαι ηοπαίμη αιιά είκαη πιήνςξ πνμβιέρημμη 
ακ λένμομε ημκ ηύπμ 

– Οη ρεοδμηοπαίμη αιγόνηζμμη είκαη επανθείξ γηα ηηξ πενηζζόηενεξ 
πενηπηώζεηξ αιιά όπη γηα ζμβανέξ εθανμμγέξ (π.π. αζθάιεηα 
ζοζηεμάηςκ) 

 ΢οζθεοέξ παναγςγήξ πναγμαηηθά ηοπαίςκ ανηζμώκ οπάνπμοκ 

– Γηα πανάδεηγμα μπμνεί κα βαζίδμκηαη ζε ναδηεκενγό δηάζπαζε 

 

―Anyone who attempts to generate random numbers 
by deterministic means is, of course, living in a state 

of sin.‖ 
                                               —John von Neumann 
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Παναγςγή Ψεοδμηοπαίςκ Ανηζμώκ 

Ο θαιύηενμξ ηνόπμξ παναγςγήξ είκαη από ηε γναμμηθή 
βαζμηδςηή μέζμδμ: 
 r = (a * r + b) % m; 

Όπμο a θαη b είκαη μεγάιμη πνώημη ανηζμμί θαη ημ m είκαη 232 ή 264 

 Η ανπηθή ηημή ημο r θαιείηαη ζπόρος «seed» 

 Ακ λεθηκήζμομε ηεκ δηαδηθαζία με ημκ ίδημ ζπόνμ ζα πάνμομε ηεκ ίδηα 
αθμιμοζία ρεοδμηοπαίςκ ανηζμώκ 

Έκα πιεμκέθηεμα ηεξ μεζόδμο είκαη όηη ηειηθά ζα παναπζμύκ 
όιμη μη δοκαημί ανηζμμί 

΢πεδόκ όιεξ μη «βειηηώζεηξ» ηεξ μεζόδμο μδεγμύκ ζε πεηνόηενα 
απμηειέζμαηα 
 ΢οκήζςξ έπμοκ ανθεηά μηθνόηενμοξ θύθιμοξ 

Τπάνπμοκ πμιύπιμθμη μαζεμαηηθμί αιγόνηζμμη πμο ειέγπμοκ ηεκ 
«ηοπαηόηεηα» μίαξ αθμιμοζίαξ ανηζμώκ 



Σύπμη Σοπαίςκ Αιγμνίζμςκ 
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Las Vegas (πάκηα ζςζηή έλμδμ πςνίξ 
εγγύεζε πνόκμο) 

Monte Carlo (εγγύεζε πνόκμο αιιά 
έλμδμξ αιιάδεη από εθηέιεζε ζε 
εθηέιεζε) 

Sherwood (πάκηα ζςζηή έλμδμ θαη 
εγγύεζε πνόκμο αιιά ηαοηόπνμκα δεκ 
έπμοκ ηόζμ εκδηαθένμκ) 

Απμηοπία αιγμνίζμςκ  
Ονηζμόξ με μεγάιε 

πηζακόηεηα…. 



Γπακαιαμβακόμεκμ ΢ημηπείμ 
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Πίκαθαξ με n ζημηπεία, από ηα μπμία έκα 
επακαιαμβάκεηαη n/2 θμνέξ (όια ηα άιια είκαη ακά δύμ 
δηαθμνεηηθά).  
 
Αιγόνηζμμξ: Πάνε ηοπαία δεογάνηα. Ακ βνεηξ ίδηα 
ζημηπεία ηόηε ηειεηώκμομε. 
 
Las Vegas 

I was posed the following question in a technical 
interview for a Software Engineering position 
by a major multinational NASDAQ company:  
[Paraphrasing]  "You are given an array of 
1,000,000 32-bit integers.  One int value x 
occurs 500,001 times or more in the 
array.  Specify an  algorithm to determine x." 
comp.theory 2009 



Πιεημρεθηθό ΢ημηπείμ 
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Να βνεζεί ακ οπάνπεη πιεημρεθηθό ζημηπείμ ζε πίκαθα n ζημηπείςκ (>n/2 
εμθακίζεηξ) 
 
Γπηιέγμομε ηοπαία έκα ζημηπείμ θαη ειέγπμομε ακ είκαη πιεημρεθηθό 
 
Monte Carlo 



Monte Carlo vs Las Vegas 
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• Έλαο αιγόξηζκνο Las Vegas κπνξεί πάληα λα κεηαηξαπεί ζε 

Monte Carlo. Αληίζηξνθα; 

• Μία δηαδηθαζία γηα λα βξνύκε ην π είλαη ε εμήο: 

 

1. Σε έλα κνλαδηαίν ηεηξάγωλν δωγξαθίδνπκε έλα θύθιν αθηίλαο 1/2. 

2. Ρίρλνπκε νκνηόκνξθα αληηθείκελα  

 ίδηνπ κεγέζνπο ζην ηεηξάγωλν.  

3. Μεηξάκε ην πιήζνο ηωλ αληηθεηκέλωλ  

 κέζα ζηνλ θύθιν, πνιιαπιαζηάδνπκε  

 κε 4, θαη δηαηξνύκε κε ην πιήζνο ηωλ  

 αληηθεηκέλωλ ζην ηεηξάγωλν.  

4. Δίλεη πξνζέγγηζε ζην π κε βάζε ηηο επηθάλεηεο ηνπ θύθινπ θαη ηνπ 

ηεηξαγώλνπ. 

1/2 



Monte Carlo vs Las Vegas 
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Δεκ οπάνπεη Las Vegas γηα αοηή ηε 
δηαδηθαζία (γηαηί;) 

 

Οη Monte Carlo αιγόνηζμμη είκαη 
ελαηνεηηθά πημ πνήζημμη γηα δύζθμια 
πνμβιήμαηα ζηα μπμία δεκ «οπάνπεη» Las 
Vegas αιγόνηζμμξ  

 

Θεςνία Τπμιμγηζμμύ 6μ Γλάμεκμ 

Θα ήζεια αιιά πμηέ δεκ πνμιαβαίκς 
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RP θαη ZPP 

RP. [Monte Carlo]  Πνμβιήμαηα απόθαζεξ πμο επηιύμκηαη με ζθάιμα μίαξ 

πιεονάξ ζε πμιοςκομηθό πνόκμ.  

 

΢θάιμα μίαξ πιεονάξ. 

 Ακ ε ζςζηή απάκηεζε είκαη ΟΧΙ, ηόηε πάκηα επηζηνέθεη ΟΧΙ. 

 Ακ ε ζςζηή είκαη ΝΑΙ, επέζηνερε ΝΑΙ με πηζακόηεηα  ½. 

 

ZPP.  [Las Vegas] Πνμβιήμαηα απόθαζεξ επηιύζημα ζε ακαμεκόμεκμ 

πμιοςκομηθό πνόκμ. 

 

 

 

Θεώνεμα:  P    ZPP  RP   NP. 

 

Ακμηθηά Πνμβιήμαηα:  ΢ε ηη βαζμό βμεζά ε ηοπαηόηεηα; Ιζπύεη P = ZPP;  

Ιζπύεη ZPP = RP;  Ιζπύεη RP = NP; 

Μπμνμύμε κα μεηώζμομε ηε πηζακόηεηα ιάζμοξ 
ζε 2-100 θάκμκηαξ 100 ακελάνηεηεξ επακαιήρεηξ 

Ο πνόκμξ μπμνεί κα είκαη άπεηνμξ αιιά  
ακαμέκεηαη όηη ζα είκαη μηθνόξ 



13.1  Γπίιοζε Ακηαγςκηζμμύ 
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Γπίιοζε Ακηαγςκηζμμύ ζε Καηακεμεμέκμ ΢ύζηεμα 

Γπίιοζε Ακηαγςκηζμμύ: Δμζέκηςκ n δηενγαζηώκ P1, …, 
Pn, όπμο θάζε μία ακηαγςκίδεηαη με ηηξ άιιεξ γηα έκακ 
θμηκό πόνμ. Ακ δύμ δηενγαζίεξ πνμζπειαύκμοκ ημκ πόνμ 
ηαοηόπνμκα ηόηε όιεξ μη δηενγαζίεξ πεηάγμκηαη έλς. 
Βνείηε πνςηόθμιιμ πμο κα εγγοάηαη όηη όιεξ μη 
δηενγαζίεξ ζα πνμπςνήζμοκ. 

 
Πενημνηζμόξ: Οη δηενγαζίεξ δεκ επηθμηκςκμύκ. 
 
Πνόθιεζε: Δηάζπαζε ζομμεηνίαξ. 

P1 

P2 

Pn 

. 

. 

. 
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Σοπαημπμηεμέκμ Πνςηόθμιιμ 

Κάζε δηενγαζία δεηά πνμζπέιαζε ζημκ πόνμ ηε πνμκηθή ζηηγμή t με 

πηζακόηεηα p = 1/n. 

 

Ιζπονηζμόξ. Έζης S[i, t] = ημ γεγμκόξ όηη ε δηενγαζία i πνμζπειαύκεη ημκ 

πόνμ ζημ πνόκμ t. Σόηε 1/(e  n)  Pr[S(i, t)]  1/(2n). 

 

Απόδεηλε. Από ακελανηεζία Pr[S(i, t)]  =  p (1-p)n-1.  

 

 

 Θέημκηαξ p = 1/n, έπμομε Pr[S(i, t)]  =  1/n (1 - 1/n) n-1.  ▪ 

 

 

 

Deathbed Formulas. Καζώξ ημ n αολάκεη ε ζοκάνηεζε: 

 (1 - 1/n)n-1 ζογθιίκεη μμκόημκα από 1/4 μέπνη 1/e 

 (1 - 1/n)n-1 ζογθιίκεη μμκόημκα από ημ 1/2 πνμξ ημ 1/e. 

ε δηενγαζία i απαηηεί πνμζπέιαζε θαμία από ηηξ οπόιμηπεξ n-1 δηενγαζίεξ δεκ απαηηεί πνμζπέιαζε 

Σημή πμο μεγηζημπμηεί Pr[S(i, t)] 
μεηαλύ 1/e θαη 1/2 
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Σοπαημπμηεμέκμ Πνςηόθμιιμ 

Ιζπονηζμόξ.  Η πηζακόηεηα όηη ε δηενγαζία i απμηογπάκεη κα πνμζπειάζεη 

ημκ πόνμ ζε en γύνμοξ είκαη ημ πμιύ 1/e. Έπεηηα από en(c ln n) γύνμοξ, ε 

πηζακόηεηα είκαη ημ πμιύ n-c. 

 

Άπόδεηλε.  Έζης F[i, t] = ημ γεγμκόξ όηη ε δηενγαζία i απμηογπάκεη κα 

πνμζπειάζεη ημκ πόνμ ζημοξ γύνμοξ από 1 μέπνη θαη t. Λόγς 

ακελανηεζίαξ: 

Pr[F(i, t)]    (1 - 1/(en))t 

 

 Έζης t = e  n: 

 

 Έζης t = e  n c ln n: 

 

  



Pr[F(i, t)]   1 1
en 

en 
   1 1

en 
en

   1
e

  



Pr[F(i, t)]   1
e 

c ln n
   nc



28 

Σοπαημπμηεμέκμ Πνςηόθμιιμ 

Ιζπονηζμόξ.  Η πηζακόηεηα όηη όιεξ μη δηενγαζίεξ επηηογπάκμοκ μέζα ζε 2e 

 n ln n γύνμοξ είκαη ημοιάπηζημκ 1 - 1/n. 

 

Απόδεηλε:  Έζης F[t] = ημ γεγμκόξ όηη ημοιάπηζημκ μία δηενγαζία 

απμηογπάκεη ζημοξ γύνμοξ 1 έςξ t. 

 

 

 

 

 

 Γπηιέγμκηαξ t = 2 en c ln n έπμομε Pr[F[t]]  n · n-2 = 1/n.  ▪ 

 

 

 

  Όνημ Έκςζεξ. Δμζέκηςκ γεγμκόηςκ E1, …, En, 

   



Pr Ei
i1

n





   Pr[Ei ]

i1

n





Pr F [t]     Pr F [i, t ]
i1

n





   Pr[F [i, t]]

i1

n

    n 1 1
en 

t

όνημ έκςζεξ από πνηκ 



13.2  Καζμιηθή Γιάπηζηε Απμθμπή 
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Καζμιηθή Γιάπηζηε Απμθμπή 

Δμζέκημξ εκόξ ζοκεθηηθμύ με θαηεοζοκόμεκμο γναθήμαημξ G = (V, E) 

βνείηε μία απμθμπή (A, B) ειάπηζημο μεγέζμοξ (πιήζμξ αθμώκ μεηαλύ Α 

θαη Β). 

 

Γθανμμγέξ: Δηαμένηζε ακηηθεημέκςκ ζε μία βάζε δεδμμέκςκ, 

ζοζηαδμπμίεζε εγγνάθςκ, ακζεθηηθόηεηα δηθηύςκ, ζπεδίαζε δηθηύςκ, θηι. 

 

Λύζε με Ρμέξ ζε Δίθηοα.  

 Ακηηθαηάζηαζε θάζε αθμήξ (u, v) με δύμ ακηίζεηα ηόλα (u, v) θαη (v, u). 

 Γπέιελε μία θμνοθή s θαη οπμιόγηζε ηεκ ειάπηζηε s-v απμθμπή μεηαλύ 

s θαη θάζε θμνοθήξ v  V. 

 

 

Λακζαζμέκε δηαίζζεζε: Η θαζμιηθή ειάπηζηε απμθμπή είκαη πημ δύζθμιε 

από ηεκ ειάπηζηε s-t απμθμπή. 
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Αιγόνηζμμξ ΢οννίθκςζεξ 

[Karger 1995] 

 Γπέιελε μία αθμή e = (u, v) μμμηόμμνθα με ηοπαίμ ηνόπμ. 

 ΢οννίθκςζε ηεκ e. 

– Ακηηθαηέζηεζε ηεκ u θαη v με μία κέα θμνοθή w 

– Δηαηήνεζε αθμώκ, με εκεμένςζε ηςκ άθνςκ ηςκ αθμώκ ζημ u θαη v 

πνμξ ημ w 

– Κναηάμε πανάιιειεξ αθμέξ, αιιά δηαγνάθμομε ηηξ αθμέξ από θμνοθή 

ζημκ εαοηό ηεξ 

 Γπακάιερε μέπνη ημ γνάθεμα κα έπεη δύμ θόμβμοξ v1 θαη v2. 

 Γπέζηνερε ηεκ απμθμπή (όιμοξ ημοξ θόμβμοξ πμο έδςζακ ηεκ v1). 

 
ζοννίθκςζε u-v w 

c a b 

f 

u v 

a b c 

e 
f 

d 
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Αιγόνηζμμξ ΢οννίθκςζεξ 

Ιζπονηζμόξ. Ο αιγόνηζμμξ επηζηνέθεη ηεκ ειάπηζηε απμθμπή με πηζακόηεηα  

2/n2. 

 

Απόδεηλε. Έζης μία θαζμιηθή απμθμπή (A*, B*) ημο G. Έζης F* μη αθμέξ με έκα 

άθνμ ζημ A* θαη ημ άιιμ ζημ B*. Έζης k = |F*| = μέγεζμξ ειάπηζηεξ απμθμπήξ. 

 Ο αιγόνηζμμξ ζοννηθκώκεη μία αθμή ζημ F* με πηζακόηεηα k / |E|. 

 Κάζε θμνοθή έπεη βαζμό  k αιιηώξ δηαθμνεηηθά ημ (A*, B*) δεκ ζα ήηακ 

ειάπηζηε απμθμπή.    |E|  ½kn. 

 Άνα μ αιγόνηζμμξ ζοννηθκώκεη μία αθμή ζημ F* με πηζακόηεηα  2/n. 

 

A* B* 

F* 
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Αιγόνηζμμξ ΢οννίθκςζεξ 

Ιζπονηζμόξ. Ο αιγόνηζμμξ επηζηνέθεη ηεκ ειάπηζηε απμθμπή με πηζακόηεηα  2/n2. 

 

Απόδεηλε. Έζης μία θαζμιηθή απμθμπή (A*, B*) ημο G. Έζης F* μη αθμέξ με έκα 

άθνμ ζημ A* θαη ημ άιιμ ζημ B*. Έζης k = |F*| = μέγεζμξ ειάπηζηεξ απμθμπήξ. 

 Έζης G' ημ γνάθεμα μεηά από j επακαιήρεηξ. Τπάνπμοκ n' = n-j θόμβμη. 

 Έζης όηη θαμία αθμή ζημ F* δεκ έπεη ζοννηθκςζεί. Η ειάπηζηε απμθμπή ζημ G' 

είκαη αθόμα k. 

 Αθμύ ε ειάπηζηε απμθμπή είκαη k, |E'|  ½kn'. 

 Άνα, μ αιγόνηζμμξ ζοννηθκώκεη μία αθμή ζημ F* με πηζακόηεηα  2/n'. 

 Έζης Ej = ημ γεγμκόξ όηη μία αθμή ζημ F* δεκ ζοννηθκώκεηαη ζηεκ επακάιερε j. 

 



Pr[E1 E2  En2  ]  Pr[E1]    Pr[E2  | E1]       Pr[En2  | E1 E2  En3]

 1 2
n  1 2

n1  1 2
4  1 2

3 


n2

n  n3

n1  2
4  1

3 
 2

n(n1)

 2

n2
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Αιγόνηζμμξ ΢οννίθκςζεξ 

Γκίζποζε. Γηα κα εκηζπύζμομε ηεκ πηζακόηεηα επηηοπίαξ εθηειμύμε ημκ 

αιγόνηζμμ πμιιέξ θμνέξ. 

 

Ιζπονηζμόξ.  Ακ εθηειέζμομε ημκ αιγόνηζμμ n2 ln n θμνέξ με ακελάνηεηεξ 

ηοπαίεξ επηιμγέξ, ε πηζακόηεηα απμηοπίαξ είκαη ημ πμιύ 1/n2. 

 

Απόδεηλε.  Λόγς ακελανηεζίαξ, ε πηζακόηεηα απμηοπίαξ είκαη ημ πμιύ 

 



1
2

n2











n2 ln n

  1
2

n2











1
2
n2













2ln n

  e1 
2ln n

  
1

n2

(1 - 1/x)x   1/e 
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Απμηειέζμαηα 

Πμιοπιμθόηεηα.  Ανγόξ αιγόνηζμμξ μηαξ θαη απαηημύκηαη (n2 log n) επακαιήρεηξ 

όπμο θάζε μηα απαηηεί (m) πνόκμ. 

 

Βειηίςζε.  [Karger-Stein 1996]   O(n2 log3n). 

 Οη ανπηθέξ επακαιήρεηξ είκαη ιηγόηενμ επηθίκδοκεξ ζε ζπέζε με ηηξ επόμεκεξ: ε 

πηζακόηεηα ζοννίθκςζεξ αθμήξ ηεξ ειάπηζηεξ απμθμπήξ είκαη 50% όηακ 

απμμέκμοκ n / √2 θμνοθέξ. 

 Γθηειείηαη μ αιγόνηζμμξ ζοννίθκςζεξ έςξ όημο κα απμμείκμοκ n / √2 θμνοθέξ.  

 Γθηειμύμε δύμ θμνέξ ημκ αιγόνηζμμ ζοννίθκςζεξ θαη επηζηνέθμομε ηεκ 

θαιύηενε απμθμπή.  

 

Γπεθηάζεηξ.  Δμοιεύεη θαη με ζεηηθά βάνε ζηηξ αθμέξ. 

 

Καιύηενμ απμηέιεζμα.  [Karger 2000]  O(m log3n). 

 

 

 

Πημ γνήγμνμ από ημκ θαιύηενμ αιγόνηζμμ μέγηζηεξ νμήξ ή 
από αηηημθναηηθό θαζμιηθήξ απμθμπήξ αιγόνηζμμ. 



13.3  Γναμμηθόηεηα Μέζεξ Σημήξ 
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Ακαμεκόμεκε Σημή 

Δμζείζαξ μία δηαθνηηήξ ηοπαίαξ μεηαβιεηήξ X, ε 
ακαμεκόμεκε ηημή ηεξ E[X] είκαη: 
 
 
 
 
Πανάδεηγμα (πενημέκμκηαξ ηεκ πνώηε επηηοπία).  Έκα 
κόμηζμα είκαη θμνώκα με πηζακόηεηα p θαη γνάμμαηα με 
1-p.  Πόζεξ ακελάνηεηεξ νίρεηξ Χ ζα γίκμοκ μέπνη ηεκ 
πνώηε θμνά πμο ένπεηαη θμνώκα? 



E[X ]  j Pr[X  j]
j0







E[X ]  j  Pr[X  j]
j0



  j (1 p) j1 p
j0



 
p

1 p
j (1 p) j

j0



 
p

1 p

1 p

p2


1

p



38 

Ακαμεκόμεκε Σημή: 2 Ιδηόηεηεξ 

Ακ ε X είκαη 0/1 ηοπαία μεηαβιεηή ηόηε, E[X] = Pr[X = 
1]. 
 
Απόδεηλε.  
 
 
 
 
Γναμμηθόηεηα Μέζεξ Σημήξ.  Δμζέκηςκ δύμ ηοπαίςκ 
μεηαβιεηώκ X θαη Y (όπη απαναίηεηα ακελάνηεηεξ θαη 
μνηζμέκεξ ζημκ ίδημ πώνμ πηζακόηεηαξ,  

E[X + Y] = E[X] + E[Y] 
 



E[X ]  j  Pr[X  j]
j0



  j  Pr[X  j]
j0

1

   Pr[X 1]
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Coupon Collector 

Κάζε θμοηί δεμεηνηαθώκ πενηέπεη έκα θμοπόκη. Τπάνπμοκ n δηαθμνεηηθμί 

ηύπμη θμοπμκηώκ. Τπμζέημκηαξ όηη όια ηα θμοηηά έπμοκ ηεκ ίδηα 

πηζακόηεηα κα πενηέπμοκ έκα θμοπόκη, πόζα θμοηηά πνέπεη κα μαδέρμομε 

μέπνη κα έπμομε  1 θμοπόκη θάζε ηύπμο; 

 

Ιζπονηζμόξ. Σμ ακαμεκόμεκμ πιήζμξ βεμάηςκ είκαη (n log n). 

Απόδεηλε. 

 Φάζε j = πνόκμξ μεηαλύ ημο κα έπμομε j θαηj+1 δηαθμνεηηθά θμοπόκηα. 

 Έζης Xj = πιήζμξ βεμάηςκ γηα ηε θάζε j. 

 Έζης X = πιήζμξ ζοκμιηθώκ βεμάηςκ = X0 + X1 + … + Xn-1. 



E[X ]  E[X j ]
j0

n1

 
n

n jj0

n1

  n
1

ii1

n

  nH (n)

Πηζακόηεηα επηηοπίαξ = (n-j)/n 
 ακαμεκόμεκμξ πνόκμξ ακαμμκήξ = n/(n-j) 



13.4  MAX 3-SAT 
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Μέγηζηε 3-Ιθακμπμηεζημόηεηα 

 

Δμζέκημξ εκόξ 3-SAT ιμγηθμύ ηύπμο, βνείηε μία απόδμζε ηημώκ αιεζείαξ 

πμο ηθακμπμηεί όζεξ πενηζζόηενεξ πνμηάζεηξ γίκεηαη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

NP-δύζθμιμ πνόβιεμα βειηηζημπμίεζεξ. 

 

Απιή ηδέα:  Ρίρε κμμίζμαημξ θαη ζέζε ηεκ ηημή θάζε μεηαβιεηήξ ΑΛΗΘΓ΢ 

με πηζακόηεηα ½, ακελάνηεηα γηα θάζε μεηαβιεηή. 



C1  x2  x3  x4

C2  x2  x3  x4

C3  x1  x2  x4

C4  x1  x2  x3

C5  x1  x2  x4

Αθνηβώξ 3 δηαθμνεηηθά ιεληγνάμμαηα ακά πνόηαζε 
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Ιζπονηζμόξ.  Δμζέκημξ εκόξ 3-SAT ιμγηθμύ ηύπμο με k πνμηάζεηξ, 
ημ ακαμεκόμεκμ πιήζμξ πνμηάζεςκ πμο ηθακμπμημύκηαη από ηεκ 
ηοπαία απόδμζε ηημώκ είκαη 7k/8. 
 
Απόδεηλε. Έζης ε ηοπαία μεηαβιεηή: 

 
 
 
 
 
Έζης Z = πιήζμξ πνμηάζεςκ πμο ηθακμπμημύκηαη 

 

k

C

ZEZE

k

j

j

k

j

j

8
7

1

1

]ηαηηθαλνπνηεί   ππξόηαζεPr[

 ][][















Ακάιοζε 






άδηαθνξεηηθ0

ηαηηθαλνπνηεί  αλ1 j

j

C
Z
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΢οκέπεηα:  Γηα θάζε ζηηγμηόηοπμ ημο 3-SAT, οπάνπεη ηημή 
αιεζείαξ πμο ηθακμπμηεί ημοιάπηζημκ έκα θιάζμα 7/8 από 
όιεξ ηηξ πνμηάζεηξ. 
 
 
Απόδεηλε:  Η ηοπαία μεηαβιεηή ζα πνέπεη κα παίνκεη 
ημοιάπηζημκ μία ηημή ημοιάπηζημκ ίζε με ηεκ μέζε ηεξ ηημή. ▪ 
 
 
Πηζακμηηθή Μέζμδμξ:  Δείλαμε ηεκ ύπανλε μίαξ με-
ηεηνημμέκεξ ηδηόηεηαξ ημο 3-SAT  δείπκμκηαξ όηη μία 
ηοπαημπμηεμέκε θαηαζθεοή ηεκ πανάγεη με ζεηηθή πηζακόηεηα.! 

Πηζακμηηθή Μέζμδμξ 

Έζης έκα αοζαίνεημ ζηηγμηόηοπμ ημο 3-SAT 
με 7 πνμηάζεηξ. Μπμνεί κα ηθακμπμηεζεί; 
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Πνμζεγγηζηηθόξ Αιγόνηζμμξ 

Μπμνμύμε κα θηηάλμομε έκακ 7/8-πνμζεγγηζηηθό αιγόνηζμμ?  Γεκηθά, μία 
ηοπαία μεηαβιεηή μπμνεί ζπεδόκ πάκηα κα είκαη θάης από ηεκ 
ακαμεκόμεκε ηημή ηεξ.  
 
Λήμμα: Η πηζακόηεηα όηη μία ηοπαία απόδμζε ηθακμπμηεί  7k/8 πνμηάζεηξ 
είκαη ημοιάπηζημκ 1/(8k). 
 
Απόδεηλε:  Έζης pj ε πηζακόηεηα όηη αθνηβώξ j πνμηάζεηξ ηθακμπμημύκηαη. 
Έζης p ε πηζακόηεηα όηη  7k/8 πνμηάζεηξ ηθακμπμημύκηαη. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Παίνκμομε  p  1 / (8k).    ▪ 



7
8
k    E[Z ]  j p j

j0



 j p j     j p j
j7k /8


j7k /8



 ( 7k
8
 1

8
) p j      k p j

j7k /8


j7k /8



 ( 7
8
k  1

8
)    1      k p
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Μέγηζηε Ιθακμπμηεζημόηεηα 

Γπεθηάζεηξ. 

 Γπηηνέπμομε 1, 2 ή πενηζζόηενα ιεληγνάμμαηα ακά πνόηαζε.  

 Γύνεζε μέγηζημο δογηζμέκμο ζοκόιμο ηθακμπμηήζημςκ πνμηάζεςκ. 

 

Θεώνεμα.  [Asano-Williamson 2000] Τπάνπεη έκαξ 0.784-πνμζεγγηζηηθόξ 

αιγόνηζμμξ γηα ημ MAX-SAT. 

 

Θεώνεμα.  [Karloff-Zwick 1997, Zwick+computer 2002]  Τπάνπεη έκαξ 

7/8-πνμζεγγηζηηθόξ αιγόνηζμμξ γηα ημ MAX-3SAT όπμο θάζε πνόηαζε 

έπεη ημ πμιύ 3 ιεληγνάμμαηα. 

 

Θεώνεμα.  [Håstad 1997]  Γθηόξ θαη ακ P = NP, δεκ οπάνπεη -

πνμζεγγηζηηθόξ αιγόνηζμμξ γηα ημ MAX-3SAT (θαη άνα θαη γηα ημ MAX-

SAT) γηα θάζε  > 7/8. 

 


