
Αζθήζεηο Καηαλόεζεο 

Καηαιεθηηθή Ηκεξνκελία Παξάδνζεο: 12/11/2015 

(κε email ζηνλ βνεζό καζήκαηνο ζε κνξθή .pdf θαη .doc – θαη ηα δύν 

αξρεία ζα ζηείιεηε) 

 

1. (20%) Να κεηαθξαζηεί ε δήισζε «Κάπνηνο θνηηεηήο πέξαζε όια ηα καζήκαηα ζηα νπνία εμεηάζηεθε» ζε 

ινγηθή έθθξαζε ρξεζηκνπνηώληαο ηηο παξαθάησ ζπλαξηεζηαθέο πξνηάζεηο: 

S(x): «ν x είλαη θνηηεηήο» 

M(y): « ην y είλαη κάζεκα» 

E(x,y): « ν θνηηεηήο x εμεηάζηεθε ζην κάζεκα y» 

P(x,y): « ν θνηηεηήο x πέξαζε ην κάζεκα y» 

Να νξίζεηε θαηάιιεια ηνπο ηνκείο αλαθνξάο ησλ κεηαβιεηώλ. 

 

2. (20%) Τξεηο ύπνπηνη, ν Α, ν Β θαη ν Γ  δίλνπλ ηηο εμήο θαηαζέζεηο:  

Ο Α ιέεη: «o B είλαη έλνρνο θαη ν Γ είλαη αζώνο.» 

Ο Β ιέεη: «αλ o Α είλαη έλνρνο ηόηε θαη ν Γ είλαη έλνρνο». 

Ο Γ ιέεη: «είκαη αζώνο θαη ηνπιάρηζηνλ έλαο από ηνπο ππόινηπνπο είλαη έλνρνο.» 

Έζησ p, q,  r  ηξεηο  πξνηαζηαθέο κεηαβιεηέο νη νπνίεο δειώλνπλ αληίζηνηρα  «o Α είλαη αζώνο», «o Β είλαη 

αζώνο» θαη «o Γ είλαη αζώνο». Φηηάμηε (ζε έλαλ κνλαδηθό πίλαθα) ηνπο πίλαθεο αιεζείαο ησλ ηξηώλ 

πξνηάζεσλ πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο  παξαπάλσ ηξεηο θαηαζέζεηο. 

(1) Μπνξνύλ νη ηξεηο θαηαζέζεηο λα είλαη ηαπηόρξνλα αιεζείο; Αλ λαη, ηόηε πνηνο είλαη αζώνο θαη πνηνο είλαη 

έλνρνο; 

(2) Υπάξρεη κία θαηάζεζε ε νπνία όηαλ είλαη αιεζήο ζπλεπάγεηαη κία άιιε. Πνηα είλαη ε κία θαη πνηα είλαη ε 

άιιε; 

(3) Αλ ππνζέζνπκε όηη θαη νη ηξεηο ύπνπηνη είλαη αζώνη, πνηνο έδσζε ςεπδή θαηάζεζε θαη πνηνο αιεζή;  

 

3. (20%) (1) Eμεγείζηε αλ ε παξαθάησ πξόηαζε είλαη αληίθαζε, ηαπηνινγία ή ηίπνηε από ηα δύν 

ρξεζηκνπνηώληαο πίλαθα αιεζείαο. 

( p  (p q) )  q 

(2) Eμεγείζηε, ρξεζηκνπνηώληαο ην (1), αλ ε παξαθάησ πξόηαζε είλαη αληίθαζε, ηαπηνινγία ή ηίπνηε από ηα 

δύν. 

p  (p q)    q 

(3) Γξάςηε ηελ πξόηαζε (θ  (θ ς))  ς  ζε δηαδεπθηηθή κνξθή (δει. ζηελ κνξθή ζ1 …  ζn  , n>1, 

όπνπ ηα ζi  είλαη ζπδεύμεηο κεηαβιεηώλ ή ησλ αξλήζεώλ ηνπο (θ, ς, θ, ς).  

(4) Φξεζηκνπνηώληαο ην (3) δείμηε πσο ε πξόηαζε (θ  (θ ς))  ς  είλαη ηζνδύλακε κε κία πξόηαζε ηεο 

κνξθήο ζζ, θαη δώζηε δύν ηζνδύλακεο κνξθέο ηεο πξόηαζεο ζ. 

 

4. (20%) Να δείμεηε όηη κε δεδνκέλν όηη ε ινγηθή πξόηαζε ς = x (Α(x)  [F(x)  y(P(x,y)  A(y))]) 

είλαη αιεζήο ηόηε ε ινγηθή πξόηαζε θ = xA(x)  x F(x) είλαη έγθπξν ζπκπέξαζκά ηεο. 

 

5. (20%) Να θάλεηε ηηο εμήο απνδείμεηο: 

(α) Αλ ην γηλόκελν δύν ζεηηθώλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ είλαη κεγαιύηεξν από 100 ηόηε ηνπιάρηζηνλ έλαο 

από ηνπο αξηζκνύο είλαη κεγαιύηεξνο ηνπ 10. Φξεζηκνπνηήζηε έκκεζε απόδεημε.  

(β) Να δείμεηε κε αληίθαζε ηελ πξόηαζε «Γελ ππάξρεη κέγηζηνο άξηηνο αθέξαηνο αξηζκόο.» 

(γ) Να δείμεηε όηη θάπνην ςεθίν εκθαλίδεηαη άπεηξεο θνξέο ζηελ δεθαδηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ π 

(3.14159....). 

(δ) Να δεημεηε αλ ε παξαθάησ πξόηαζε είλαη αιεζήο ή ςεπδήο ρξεζηκνπνηώληαο απόδεημε κε 

αληηπαξάδεηγκα: «αλ ν n
2
 είλαη ξεηόο ηόηε θαη ν n είλαη ξεηόο». 

  



Ενδεικηικές (Σύνηομες) Λύζεις 

1. 
(ππάξρνπλ θαη άιιεο δπλαηέο ιύζεηο αξθεί λα κελ ζπκπίπηνπλ κε ην θαηεγόξεκα – π.ρ. ζέηνληαο ην y λα έρεη 

ηνκέα αλαθνξάο όια ηα καζήκαηα δελ έρεη λόεκα κε βάζε ηελ ύπαξμεε ηνπ θαηεγνξήκαηνο M(y)). Ο ηνκέαο 

αλαθνξάο ηεο x είλαη όινη νη άλζξσπνη ελώ ν ηνκέαο αλαθνξάο ηεο y είλαη όιεο νη αλζξώπηλεο 

δξαζηεξηόηεηεο. Έλαο ηξόπνο κεηάθξαζεο ηεο δήισζεο είλαη ν: 

x [ S(x)  y ( (M(y)  E(x,y))  P(x,y) )] 

2.  
Αξρηθά «θσδηθνπνηνύκε» ηηο ηξεηο θαηαζέζεηο ησλ ππόπησλ ζε ινγηθέο πξνηάζεηο, πνπ γηα ζπληνκία ζα 

ζπκβνιίδνπκε αληίζηνηρα κε , ,   :  

 

 ( ) Καηάζεζε ηνπ Α:  q r   

 (  ) Καηάζεζε ηνπ Β:  p r   

 ( ) Καηάζεζε ηνπ Γ:  ( )r p q    

 

Καηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα αιεζείαο ησλ ηξηώλ πξνηάζεσλ: 

 

Α/Α p q r       

1 Α Α Α Χ Α Χ 

2 Α Α Χ Χ Α Χ 

3 Α Χ Α Α Α Α 

4 Α Χ Χ Χ Α Χ 

5 Χ Α Α Χ Χ Α 

6 Χ Α Χ Χ Α Χ 

7 Χ Χ Α Α Χ Α 

8 Χ Χ Χ Χ Α Χ 

 

(1) Γηα λα δηαπηζηώζνπκε αλ είλαη δπλαηό λα είλαη θαη νη ηξεηο θαηαζέζεηο αιεζείο, αξθεί λα αλαδεηήζνπκε 

γξακκέο ζηνλ πίλαθα αιεζείαο όπνπ νη ζηήιεο ησλ ηξηώλ πξνηάζεσλ , ,    έρνπλ ηαπηόρξνλα ηηκή Α. 

Μνλαδηθή ηέηνηα γξακκή ζηνλ παξαπάλσ πίλαθα είλαη πξνθαλώο ε 3
ε
 (θόθθηλν ρξώκα). Άξα νη ηξεηο 

θαηαζέζεηο κπνξνύλ λα είλαη ηαπηόρξνλα αιεζείο.  

Γηα λα ζπκπεξάλνπκε πνηνη είλαη αζώνη θαη πνηνη έλνρνη ζε απηή ηελ πεξίπησζε, αξθεί λα ειέγμνπκε ηηο ηηκέο 

αιεζείαο ησλ ηξηώλ πξνηαζηαθώλ κεηαβιεηώλ p,q,r, ζηελ αληίζηνηρε γξακκή. Άξα: 

 Ο Α είλαη αζώνο  

 Ο Β είλαη έλνρνο  

 Ο Γ είλαη αζώνο 

(2) Ξεθηλώληαο από ηνλ  , ειέγρνπκε αλ ζηηο γξακκέο πνπ ν   αιεζεύεη (3
ε
, 7

ε
), νη αληίζηνηρεο γξακκέο ησλ 

,   έρνπλ επίζεο ηηκέο Α. Κάηη ηέηνην δελ ζπκβαίλεη γηα ηελ πξόηαζε  , αθνύ είλαη ςεπδήο ζηελ 7
ε
 

γξακκή. Άξα ν   δελ ζπλεπάγεηαη ηαπηνινγηθά ηνλ  . Αληίζεηα, παξαηεξνύκε όηη ν ηύπνο   αιεζεύεη ζηηο 

γξακκέο 3 θαη 7, άξα ν   ζπλεπάγεηαη ηαπηνινγηθά ηνλ  . 

Αληίζηνηρα, ν   αιεζεύεη ζηηο γξακκέο 1,2,3,4,6 θαη 8, αιιά νη ,   δελ αιεζεύνπλ γηα παξάδεηγκα ζηελ 1
ε
 

γξακκή. Άξα, ν   δελ ζπλεπάγεηαη ηαπηνινγηθά θάπνηα άιιε πξόηαζε. 

Τέινο, ε   αιεζεύεη ζηηο γξακκέο 3,5,7. Παξαηεξνύκε όηη νη ,  , δελ αιεζεύνπλ γηα παξάδεηγκα ζηελ 5
ε
 

γξακκή. Άξα, ε  δελ ζπλεπάγεηαη ηαπηνινγηθά θάπνηα άιιε πξόηαζε. 

(3) Αξθεί λα ειέγμνπκε ηελ γξακκή (1
ε
 – πξάζηλν ρξώκα) όπνπ νη πξνηαζηαθέο κεηαβιεηέο  p,q,r είλαη 

αιεζείο, νπόηε νη αληίζηνηρεο ηηκέο αιεζείαο ησλ , ,   , δίλνπλ ην δεηνύκελν. Γειαδή: 

 Ο Α ςεύδεηαη 

 Ο Β ιέεη αιήζεηα 

 Ο Γ ςεύδεηαη 



 

3.  

(1)  

( p  (p q) )  q 

 

p q p q ( p  (p q) ( p  (p q) )  q 

Α Α Α Α Α 

Α Χ Χ Χ Α 

Χ Α Α Χ Α 

Χ Χ Α Χ Α 

 

Αθνύ ε ηειεπηαία ζηήιε είλαη όιε Αιεζέο είλαη ηαπηνινγία. 

(2) Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνπο θαλόλεο πνπ γλσξίδνπκε γηα λα κεηαηξέςνπκε ηνλ ηύπν 

( ( ))p p q q   , ζε κνξθή ζπγθξίζηκε κε ηνλ ηύπν ηνπ ππνεξσηήκαηνο (1). Έρνπκε: 

( ( ))p p q q       Γηπιή Άξλεζε 

( ( ))p p q q       De Morgan 

[ ( ( )) ]p p q q        ηύπν ζπλεπαγσγή 

[( ( )) ]p p q q     

Ο ηειεπηαίνο ηύπνο είλαη ε άξλεζε ηνπ ηύπνπ ηνπ ππνεξσηήκαηνο (1), ν νπνίνο είλαη ηαπηνινγία. Άξα ν 

ηύπνο ( ( ))p p q q    είλαη αληίθαζε. 

(3) Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνπο θαλόλεο πνπ μέξνπκε γηα λα κεηαηξέςνπκε ηνλ ηύπν ( ( ))      , ζε 

δηαδεπθηηθή κνξθή: 

 

( ( ))          ηύπνο ζπλεπαγσγήο 

( ( ))          ηύπνο ζπλεπαγσγήο 

( ( ))           De Morgan 

( )           De Morgan 

( )           Γηπιή Άξλεζε 

( )        

Ο ηειεπηαίνο ηύπνο είλαη ζηε δεηνύκελε δηαδεπθηηθή κνξθή. 

(4) Φξεζηκνπνηώληαο θαη ηελ δηαδεπθηηθή κνξθή ηνπ (3), έρνπκε: 

( )           Αληηκεηαζεηηθόηεηα 

( )          Πξνζεηαηξηζηηθόηεηα 

( ) ( )          Γηπιή Άξλεζε 

( ) ( )          De Morgan 

( ) ( )       

Η ηειεπηαία πξόηαζε είλαη ζηε δεηνύκελε κνξθή αλ ζέζνπκε ζ, ηελ πξόηαζε   . 

Δλαιιαθηηθά ζα κπνξνύζακε: 

( )           Αληηκεηαζεηηθόηεηα 

( )          Πξνζεηαηξηζηηθόηεηα 

( ) ( )          Γηπιή Άξλεζε 

( ) ( )           De Morgan 

( ) ( )            Αληηκεηαζεηηθόηεηα 

( ) ( )          

Ο ηειεπηαίνο ηύπνο είλαη ζηε δεηνύκελε κνξθή αλ ζέζνπκε ζ, ηνλ ηύπν    . 

 
 

4.  



Από θαζνιηθή ακεζόηεηα πξνθύπηεη όηη γηα απζαίξεην c έρνπκε: 

Α(c)  [F(c)  y(P(c,y)  A(y))]) (1) 

Έζησ όηη ηζρύεη ε ππόζεζε ηεο θ (αλ είλαη ςεπδήο ηόηε πξνθαλώο ε ζπλεπαγσγή είλαη αιεζήο). Δπνκέλσο, 

πξέπεη απιά λα ειέγμνπκε ηελ πεξίπησζε όπνπ ε ππόζεζε είλαη Αιεζήο.  

Από ππαξμηαθή ακεζόηεηα ππάξρεη β ώζηε λα ηζρύεη A(β) 

Αθνύ ε (1) ηζρύεη γηα απζαίξεην c ζεκαίλεη όηη ζα ηζρύεη θαη γηα β. Άξα πξνθύπηεη: 

 [F(β)  y(P(β,y)  A(y))] 

Πνπ από De Morgan έρνπκε: 

F(β)  y(P(β,y)  A(y))] 

Από εδώ πξνθύπηεη όηη ηζρύεη (αθνύ είλαη ζύδεπμε θαη είλαη αιεζήο) 

F(β) 

Από ππαξμηαθή γελίθεπζε πξνθύπηεη όηη  

x F(x) 

 

Άξα δείμακε όηη αλ ε ππόζεζε ηεο θ είλαη Αιεζήο ηόηε είλαη αιεζέο θαη ην ζπκπέξαζκά ηεο. Αλ ε ππόζεζε 

είλαη ςεπδήο ηόηε ε ζπλεπαγσγή είλαη πάληα Αιεζήο. Δπνκέλσο, απνδείμακε όηη ε θ είλαη έλα έγθπξν 

ζπκπέξαζκα ηεο ς. 

 

5. (α) Θα δείμνπκε όηη αλ θαη νη δύν ζεηηθνί αξηζκνί είλαη κηθξόηεξνη ηνπ 10 ηόηε ην γηλόκελό ηνπο είλαη 

κηθξόηεξν ηνπ 100. Έζησ όηη θαη νη δύν αξηζκνί x,y>0 δελ είλαη κεγαιύηεξνη ηνπ 10. Τόηε αθνύ 0<x<10 θαη 

0<y<10 ζπλεπάγεηαη όηη xy<10×10=100. Απνδείρηεθε. 

(β) Έζησ όηη ππάξρεη κέγηζηνο αθέξαηνο αξηζκόο θαη έζησ όηη απηόο είλαη ν Μ. Τόηε ν Μ+2 είλαη επίζεο 

αθέξαηνο θαη κάιηζηα επεηδή είλαη ην άζξνηζκα δύν άξηησλ αξηζκώλ ζπλεπάγεηαη όηη θαη ν M+2 είλαη επίζεο 

άξηηνο. Όκσο, Μ+2>Μ ην νπνίν είλαη άηνπν κε βάζε ηελ αξρηθή ππόζεζε πνπ θάλακε. Άξα ηζρύεη ε 

πξόηαζε. 

(γ) Με θαηαζθεπαζηηθή απόδεημε. Έζησ όηη θαλέλα ςεθίν δελ επαλαιακβάλεηαη άπεηξεο θνξέο αιιά κόλν 

έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο θνξώλ. Απηό ζεκαίλεη όηη αθνύ έρνπκε 10 ςεθία, ην π ζα έρεη πεπεξαζκέλν 

πιήζνο ςεθίσλ θαη άξα ζα είλαη ξεηόο αξηζκόο. Απηό όκσο είλαη άηνπν αθνύ ν π είλαη άξξεηνο αξηζκόο. 

Άξα θάπνην ςεθίν επαλαιακβάλεηαη άπεηξεο θνξέο (απιά δελ μέξνπκε πνηα). 

(δ) Η πξόηαζε είλαη ςεπδήο θαη ηελ απνδεηθλύνπκε κε αληηπαξάδεηγκα. Πξάγκαηη ην n
2
=2 είλαη ξεηόο αιιά 

ην √2 είλαη άξξεηνο. 

 


