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Να αλαγξάθεηε ζην παξαδνηέν ζαο ην ΑΔΜ θαη ην όλνκά ζαο. 

 

 

1. (20%) Έζησ όηη Α είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ ζεκείσλ ζην επίπεδν ρσξίο ην ζεκείν (0,0). 

Γειαδή, Α={(x,y) | x,yR} – {(0,0)}. Οξίδνπκε ηελ ζρέζε T ζην Α:  
(a,b) T (c,d): ηα ζημεία (a,b) και (c,d) βπίζκονηαι ζηην ίδια ευθεία που διέπχεηαι από ηην απχή ηων αξόνων 

Σαο δεηνύληαη ηα εμήο: 

α) Να δείμεηε όηη ε Τ είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο. 

β) Να πεξηγξάςεηε ηηο αληίζηνηρεο θιάζεηο ηζνδπλακίαο. 

γ) Αλ ην ζύλνιν Α πεξηέρεη θαη ην ζεκείν (0,0) (δειαδή είλαη όιν ην επίπεδν) ηόηε ε Τ είλαη ζρέζε 

ηζνδπλακίαο; 

 

2. (20%) Να δείμεηε όηη γηα όια ηα ζύλνια Α, Β θαη Γ ηζρύεη όηη: Αλ         θαη    ̅  

   ̅ (κε  ̅ αλαπαξηζηνύκε ην ζπκπιήξσκα ηνπ Γ) ηόηε ηζρύεη    . 

 

3. (20%) Έζησ κία άπεηξε ζθαθηέξα κε ηεηξάγσλα, όπνπ όια ηα ηεηξάγσλα 

αξρηθά είλαη ιεπθά πιελ ελόο αξρηθνύ ζπλόινπ M0 κε n καύξα ηεηξάγσλα, 

όπνπ ην M0 απνηειεί ηελ αξρηθή δηακόξθσζε ησλ καύξσλ ηεηξαγώλσλ. 

Οξίδνπκε λέεο δηακνξθώζεηο από καύξα ηεηξάγσλα σο εμήο: έλα ηεηξάγσλν t 

ζα αλήθεη ζην Mk (ζα είλαη καύξν δειαδή κεηά από k βήκαηα) αλ θαη κόλν αλ 

δύν ηεηξάγσλα κεηαμύ ησλ t, ηνπ ηεηξαγώλνπ πάλσ από ην t θαη ηνπ 

ηεηξαγώλνπ δεμηά ηνπ t αλήθνπλ ζηε δηακόξθσζε Mk-1. Χξεζηκνπνηείζηε 

ηζρπξή επαγσγή γηα λα δείμεηε όηη Mn = Ø, δειαδή κεηά από n βήκαηα ζε κία 

αξρηθή δηακόξθσζε M0 κε n καύξα ηεηξάγσλα, θαλέλα ηεηξάγσλν δελ ζα 

είλαη καύξν. Σην δηπιαλό ζρήκα θαίλνληαη κεξηθέο πεξηπηώζεηο κόλν γηα ην ηεηξάγσλν t. 

 

4. (20%) Να δείμεηε όηη ηζρύεη γηα θάζε ζύλνιν Α θαη Β όηη  ( )   ( )   (   ). Να δείμεηε 

αλ θαη ην αληίζηξνθν είλαη αιεζέο. Γειαδή λα δείμεηε αλ ηζρύεη γηα όια ηα ζύλνια όηη  (   )  

 ( )   ( ). Με  ( ) αλαπαξηζηνύκε ην δπλακνζύλνιν ηνπ ζπλόινπ Α.  

 

5. (20%) α) Να δείμεηε όηη ν αξηζκόο n
4 
+ 4 δελ είλαη πξώηνο γηα θάζε n > 1. 

β) Έζησ νη πεξηηηνί πξώηνη 3, 5, 7, 11, 13, 17, …ζε αύμνπζα ζεηξά (p1, p2, p3,…). Να απνδείμεηε αλ 

ηζρύεη ή όρη ε εμήο πξόηαζε: Γηα θάζε i ηζρύεη όηη pipi+1+2 είλαη πξώηνο.  
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Ενδεικηικές Λύζεις 

 

1. α) Αξθεί λα δείμνπκε όηη ε ζρέζε είλαη αλαθιαζηηθή, ζπκκεηξηθή θαη κεηαβαηηθή. 

Η Τ είλαη αλαθιαζηηθή: Πξάγκαηη ην (a,b) θείηαη ζηελ ίδηα επζεία κε ηνλ εαπηό ηνπ, δειαδή ζηελ 

επζεία y=bx/a (αλ a≠0) ή ζηελ επζεία x=0 αλ a=0. 

Η Τ είλαη ζπκκεηξηθή: αλ ηα ζεκεία (a,b) θαη (c,d) θείληαη ζηελ ίδηα επζεία δηακέζνπ ηεο αξρήο ησλ 

αμόλσλ ηόηε θαη ην (c,d) θαη ην (a,b) θείληαη ζηελ ίδηα επζεία. Γειαδή, (a,b) T (c,d)  (c,d) T (a,b). 

H T είλαη κεηαβαηηθή: έζησ όηη ηα ζεκεία (a,b) θαη (c,d) θείληαη ζηελ ίδηα επζεία L δηακέζνπ ηεο 

αξρήο ησλ αμόλσλ θαη έζησ όηη ηα ζεκεία (c,d)  θαη (e,f) θείληαη θαη απηά ζηελ ίδηα M επζεία 

δηακέζνπ ηεο αξρήο ησλ αμόλσλ. Οη επζείεο L θαη M πεξηέρνπλ θαη νη δύν ηα δηαθνξεηηθά ζεκεία 

(0,0) θαη (c,d). Άξα ε επζεία L ζπκπίπηεη κε ηελ επζεία M θαη απηή ε επζεία πεξηέρεη θαη ηα ζεκεία 

(a,b) θαη (e,f). Άξα ηα ζεκεία (a,b) θαη (e.f) αλήθνπλ ζηελ ίδηα επζεία θαη άξα είλαη κεηαβαηηθή. 

β) Κάζε θιάζε ηζνδπλακίαο είλαη έλα ππνζύλνιν ζεκείσλ ηνπ Α πάλσ ζε κία επζεία ηεο κνξθήο 

y=mx ή ηεο θάζεηεο επζείαο x=0. 

γ) Σε απηή ηελ πεξίπησζε ε Τ δελ είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο κηαο θαη ε ηδηόηεηα ηεο κεηαβαηηθόηεηαο 

δελ ηθαλνπνηείηαη. Ωο αληηπαξάδεηγκα, ελώ (1,2) Τ (0,0) θαη (0,0) T (2,2) δελ ηζρύεη (1,2) T (2,2) 

κηαο θαη απηή ε επζεία γηα ηα ζεκεία (1,2) θαη (2,2) δελ δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ.  
 

2. Έζησ όηη xΑ. Αξθεί λα δείμνπκε όηη θαη xΒ. Θα πάξνπκε δύν πεξηπηώζεηο κε βάζε αλ xΓ ή 

   ̅. 

Έζησ όηη xΓ. Με δεδνκέλν όηη xΑ πξνθύπηεη όηη      . Αθνύ όκσο        , 

ζπλεπάγεηαη όηη       θαη άξα xΒ. 

Έζησ όηη    ̅. Με δεδνκέλν όηη xΑ πξνθύπηεη όηη      ̅. Αθνύ όκσο    ̅     ̅, 

ζπλεπάγεηαη όηη      ̅ θαη άξα xΒ. 

Δπνκέλσο, θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο αλ xΑ ηόηε xΒ. Δπνκέλσο, απνδείμακε όηη    . 

 

3. Βάζε: Αλ μεθηλήζνπκε κε έλα καύξν ηεηξάγσλν, δελ ζα ππάξρεη θαλέλα ηεηξάγσλν ζην M1. 

Πξάγκαηη από ηνλ θαλόλα ην ζπγθεθξηκέλν ηεηξάγσλν ζα γίλεη ιεπθό.  

Δπαγσγηθό βήκα: Η επαγσγηθή ππόζεζε είλαη όηη αλ ην M0 πεξηέρεη k<n ηεηξάγσλα ηόηε Mk = Ø. 

Έζησ κία δηακόξθσζε M0 κε n ηεηξάγσλα. Έζησ R ην κηθξόηεξν νξζνγώλην πνπ πεξηθιείεη όια ηα 

ηεηξάγσλα ηνπ M0 (ην νξζνγώλην απηό είλαη εύθνιν λα ραξαθηεξηζζεί από ην αξηζηεξόηεξν, 

δεμηόηεξν, πην πάλσ από όια θαη πην θάησ από όια ηεηξάγσλα). Έζησ όηη Mθ0 είλαη όια ηα καύξα 

ηεηξάγσλα ηνπ M0 ρσξίο ηα ηεηξάγσλα ζηελ ρακειόηεξε γξακκή ηνπ νξζνγσλίνπ R. Πξνθαλώο, ζα 

ππάξρνπλ ιηγόηεξα από n καύξα ηεηξάγσλα ζην Mθ0 ιόγσ ηνπ γεγνλόηνο όηη ην R είλαη ην 

κηθξόηεξν πεξηθιείνλ νξζνγώλην. Δπηπιένλ, ην ρξώκα ησλ ηεηξαγώλσλ ηεο ηειεπηαίαο γξακκήο ηνπ 

R δελ ζπκκεηέρεη ζηνλ θαζνξηζκό ησλ καύξσλ ηεηξαγώλσλ ηνπ Mθ0 κε βάζε ηνλ θαλόλα αθνύ 



ειέγρνπκε κόλν ην ίδην ην ηεηξάγσλν, ην πάλσ θαη ην δεμηά. Δπνκέλσο, από ηελ επαγσγηθή ππόζεζε 

κεηά από ην πνιύ n-1 βήκαηα δελ ζα ππάξρνπλ καύξα ηεηξάγσλα ζην Mθ0. Αληίζηνηρα, αλ 

μεθηλήζνπκε κε ην ζύλνιν Mα0 όπνπ πεξηέρεη όια ηα καύξα ηεηξάγσλα ηνπ M0 εθηόο απηώλ ζηελ 

αξηζηεξόηεξε ζηήιε ηνπ R ηόηε ην ζύλνιν Mα0 δελ ζα πεξηέρεη θαλέλα καύξν ηεηξάγσλν κεηά από 

ην πνιύ n-1 βήκαηα. Απηό ζεκαίλεη όηη κεηά από n-1 βήκαηα δελ ζα ππάξρεη θαλέλα καύξν 

ηεηξάγσλν πάλσ από ηελ θαηώηεξε γξακκή ηνπ R θαη δεμηά από ηελ αξηζηεξόηεξε ζηήιε ηνπ R. Αλ 

ππάξρεη ηέηνην καύξν ηεηξάγσλν ηόηε αληίζηνηρα ζα ππήξρε θαη ζηα Mθ0 ή Mα0. Δπνκέλσο, κεηά 

από n-1 βήκαηα ην κνλαδηθό ηεηξάγσλν πνπ κπνξεί λα είλαη καύξν είλαη ην ηεηξάγσλν ζηελ θάησ 

αξηζηεξή γσλία ηνπ R. Όκσο, ζην n-νζηό βήκα ην ηεηξάγσλν απηό ζα γίλεη ιεπθό αθνύ ην πάλσ ηνπ 

ηεηξάγσλν θαη ην δεμηά ηνπ είλαη ιεπθά. Δπνκέλσο, Mn=Ø. Απνδείρηεθε. 

 

4. Η πξόηαζε  ( )   ( )   (   ) είλαη αιεζήο. Πξάγκαηη, αλ έλα ζύλνιν    ( )   ( ) 

ζεκαίλεη όηη είηε     ή    . Απηό ζεκαίλεη απεπζείαο όηη       θαη άξα από ηνλ νξηζκό 

ηνπ δπλακνζπλόινπ πξνθύπηεη όηη    (   ). Δπνκέλσο, ηζρύεη όηη  ( )   ( )   (   ). 

Τν αληίζηξνθν δελ ηζρύεη. Απηό ζα ην δείμνπκε κε αληηπαξάδεηγκα: έζησ Α={1,2}, Β={2,3} θαη 

S={1,3}. Τόηε, πξνθαλώο       θαη άξα    (   ). Όκσο, ην S δελ είλαη ππνζύλνιν νύηε 

ηνπ Α νύηε θαη ηνπ Β θαη άξα δελ αλήθεη ζηελ έλσζε ησλ αληίζηνηρσλ δπλακνζπλόισλ.  

 

5. α) Θα δείμνπκε όηη ην n
4
+4 γξάθεηαη σο γηλόκελν δύν αθέξαησλ αξηζκώλ θαη άξα δελ κπνξεί λα 

είλαη πξώηνο. Πξάγκαηη: 

                  (    )  (  )  (       )(       ) 

β) Θα δνθηκάζνπκε κεξηθέο πεξηπηώζεηο γηα λα δνύκε αλ ηζρύεη ή λα πάξνπκε θάπνηα δηαίζζεζε γηα 

ηελ απόδεημε.  

3  5 + 2 = 17 

5  7 + 2 = 37 

7  11 + 2 = 79 

11  13 + 2 = 145 

Όκσο ην 145 δελ είλαη πξώηνο αξηζκόο (δηαηξείηαη κε ην 5) θαη άξα βξήθακε έλα αληηπαξάδεηγκα.  

 

 


