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Noa avaypdeete 6to mapadotéo oo 0 AEM kot o d6voud cog.

1. (15%) No amodei&ete 0t1 kGOe amhd un katevBuvouevo ypdonuo pe 11 Kopveég
Kot 53 akpéc ogv éxetl koo Euler.

2. (15%) Na yapoxtmmpicete v KAAOT TOV YPOPNUATOV oTO 00oiot KAOE KOKAOG
Euler givon emiong kot kdkAog Hamilton.

3. (15%) Na e&etdioete mola 0o T TOPOKAT® 4 YPOPNILOTO EIVOL IGOHOPPIKE PETAED
T0VG. Atkoorloynote v andvinor| cog. ' émoa givar, va 600l £vag avtictoryog
GOHOPPIGHOG (ONA. avTIoTOLY IO KOPLPADV, EPOGOV TPAOTA TIG OVOUACETE.).
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4. (5%+15%) a) Na dciete 011 dgv LEAPYEL OmAd Ypaonuo pe 12 kopvpég kot 28
OKUEG ETOL DOTE:

i) OAeg 01 KOPLEEG va Exovy Pabuo 3 1 4

i) OAEC 01 KOPLOEC Vo, Exovy Padud 3 M 6

B) v npadn epyacio evog Tuquartog tov EAIT pe 10 dvopeg ko 17 yuvaikeg 6Aot o
eoutTtég 1oyvpilovian 6TL cuvepydotnkay pe 2 avopes kot 3 yvvaikeg akpimg. Eivan
dvvatdv va Aéve 6Aot v oA fela; (Vo TO LOVIEAOTOMOETE LE YPOPNUOTO DOCTE VO
dMoETE TN AVoM)

5. (7%+8%) a) Na omodeifete 1 va OMOETE AVTITOPASELYLLO. VIOl TV OKOAOLON
TPOTOOoT: «X€ Eva yphonua pe Bapn, To KPOTEPO LOVOTTATL LETAED dVO KOPLPDOV dEV
petofdidetar av Oho ta Papn TOAAATAAGIAGTOVV pHE TOV 1010 BeTikd apBuo». T
TopAdEYLLa,
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B) Na amodeilete | vo OOCETE OVTITOPASELY U Yio, TV aKOAOVON TTpdTaoT: «Xe éva
yphonua pe Bapn, to piKpodTEPO LOVOTATL LETAED VO KOPLPMOV Oev HETAPAAAETOL OV
o€ OAa ta Bapn Tpootedel o 1d10¢ OeTikdg apOuOSy. Mo Tapddetypa,

VAR
VAR N

6. (10%+10%) a) Eivar ta axdAovba ypaprjpata enineda; Av val, 0OCTE pia eXinedn

ATOTUTTMGT], SLOPOPETIKA amodei&te OTL dev glval.

B) Na deicete ot av ' givan éva AIIAO emimedo yphonua taéng 11, tote 10
ocvunAnpoud tov AEN givon eminedo ypdonua.



Evoeiktikég Avoerg

1. To mAnpeg ypaenua pe 11 kopoeég €xet 55 axpéc. Zvvenms, kibe amdd ypaenuo
pe 11 kopveég ko 53 axpég mpokvmtel omd 10 K1 pe v agaipeon dvo akudv. I'a
va amokieicm tnv vmapén kokhov Euler, ypeidletotl va dtakpive 600 TepttOoEIC:

Iepirtwon 1. O1 dVo akuég mov apalpednikoyv and to Ki; mpoornintovv oty oo
KopueN. AQov 1o Ypdenua gival amhd, ot 600 aKUES LTOopoLY va £xovv UOVO TO Eva
GKPO TOVG KOWO. ZVVENTMGS, TO Ypdonua pe 11 kopveég ko 53 axpeg £xet pia kopven
Babuov 8, dvo kKopveég Pabuod 9, ko 8 kopveéc pe Babud 10. Tvvenmg, dev pmopet
va éyel kokho Euler, apod mepiéyetl kamoleg kopueég pe meptttd Paduo.

Lepintwon 2. Awoapopetikd, 1o ypaenua pe 11 kopueég ko 53 axpég npénet va €xet 4
Kopveég Pabuov 9 ko 7 xopveéc Pabuod 10. Kor oe avt) v mepintwon, to
ypaoenuo dev umopei va Exet kokio Euler.

2. "Evag kokhog o omoiog eivor toc0 kOkAog Euler 66o kat kbkAog Hamilton mpémet va
dépyetan amd kdbe Kopve1 TOL YpaeNatog akpPds pia eopd (emedn eivar kKHkAog
Hamilton) kot omd kabe okpn tov ypaeriuatog axpipdg pio eopd (emedn eivon
KOKkAog Euler). Avtd pmopei va copfel povo av to ypaoenua ivat £vag amhdg KOkAog
Ch pe n kopveég kot N okpég (vmevBouiCoope O6tL 0 omAdg kokKAog C, n > 3,
amoTeAEiTOL 0TO N KOPLPEC Uy, Uy, ..., Uy Kot N akuéG {U1, Uz}, {Uz, Us}, ..., {Un1, Un },
{un, U1}). Zuykekpyéva, av to ypapnuo mepteixe N + 1 N meplocdTEPES aKUEC, O
KkOKAoc Euler dev Oa ntov kokhog Hamilton (o mepieiye mepiocotepeg amd N akuég
Kot GVVET®S Ba depydTay amd Kamol Kopuen TEPGGATEPES amd i PopEs). Av To
yphonua mepieiye N — 1 N Aydtepeg axpéc, site dev Ba mepelye koavéva kKOkAo (Ba
nrav 6évtpo) eite dev Ba NTav cLVEKTIKG. X Kapio amd T 600 mepTMOOELS dev Oa
etye ovte KoKAo Euler ovte kbkho Hamilton. Téloc, o C, givar o povadikd ypaenpo
LE N KOPLOEG Ko N akuég mov mepiéyet kukho Euler 1/ kou kdkho Hamilton.

INa 1o avtictpoo, gival mpopavic 0tL 10 Cy mepiéyel axpfmg évav KOkAo 0 omoiog
etvat 1660 KuKAog Euler 660 ko kbkhog Hamilton.

3. Eépovpe mdg 600 ypaprpata dgv Umopohv va ival IGOUOPQIKE HETAED TOVG TV
EYouv dPopeTIKO aptBpd KopvE®V 0 £vag amd Tov AAAov. Kot mapatnpodpe mwg ta
TEGGEPU YPOPNLOTO TNG EKOEAOVNONG £Y0VV TOV 1010 apBud Kopve®dv (5 Kopueég o
KkaBévag) omdte €xel vomuo vo WAEOLUE Yo IGOUOPPIGUOVG HETOED TOVG. Ag
ovopdoovpe I tov i ypapo, yo i=1,2,3,4.

Mo va elvar woopopekd dVo ypagnuate mpémel emiong vo £xovv tov 1010 apliud
axpov. [Hopatnpodue mog ot 'y ka3 éxovv amd 7 akpég o kabévag evd ot I'; ko Iy
&yovv amd 8 axpég o kabévag. Omote avtd oV pog amopévet eivan va eEgtoovpe 1.



av ot I'1 kot I'3 efvon 1oopopekol petald toug 1 Oxt ko 2. av ot 'z kon I’y elvan
oopopPkol petalh toug 1| OxL.

1. Ynapyetl icopop@ropdc petald tov I ko l's ;

Ovoudlovue (6mmg BEAovE) TIg TEVTE KOPLQES TOV 1. Ag TAPOVUE Yo TOPBAOELYLLOL
mv apibunon 1,2,3,4 xou 5 tov mévte kopve®dv tov I'1 cOuPmve pe TV omoio Tov
apOuo 1 divovpe oy Mo TaAve Kopven, Tov aplud 2 oty enduevn g 1 cdppwva
HE TNV QOpd TV JEIKTOV TOV POAOYLOV, K.0.K (ONA. 3 otnv emduevn g 2, 4 oy
emopevn ™G 3 Ko 5 otnv emdpevn g 4 cOLPEOVO TAVTO LLE TNV QOPA TOV JEIKTOV
TOV PoAOYI0V). ATtd otV TNV apiBunon tpokHTTEL TMG T0 GVVOAO E1 TV akudv Tov

I'r etvoan Ei={ {1,2}, {2,3}, {3.4}, {4,5}, {51}, {14}, {2,4}}.

Yrdpyet 1copop@iopodg petocy tov 'y kou tov I's av pmopovpe vo OVOLAGOLUE TIG
Kopv@ég tov I's pe tovg apBpovg 1,2,3,4 kot 5 €161 ®ote 10 cbvoro E3 tov axpav
tov '3 va givan ico pe to ocvvoro Ej tov akpov tov I'h, [pdypatt propodue va 1o
Kévovpe avto, apkel va ovopdasovpe 4 v andve Kopven tov I's kot 3,2,1,5 tic kdto
KopLeég Tov ['3 myaivovtog amd ta aptotepd mpog ta de&id.

2. Yrapyet 1copoppiopdg petasd tov Iz kol ;

Ovopalovpe (6mwg BEAovE) TIg TEVTE KOPLOES ToL ['2. Ag mhpovpe Yo mapddetypa
mv apifunon 1,2,3,4 ko 5 tov mévte kopve®dv tov I'1 cdupmva pe v onoia Tov
apBud 1 divoope oty Tave aprotepd Kopven, tov aptud 2 oty endpevn g 1
GULPMOVOL LLE TNV POPE TV OEIKTMV TOL POAOY10V, K.0.K (ONA. 3 otnv enduevn g 2, 4
oV €nOUEVN NG 3 GOUOOVA TAVTO LE TNV QOPA TOV JEIKTMOV TOV POAOYLOV) Kol 5
oTNV Kopuen mov gival 6to kévrpo tov [, Amd avtiv v apiBunon mtpokvnTel TG
10 ovvoro E; tov akpdv tov T'p sivar Ep= { {1,2}, {2,3}, {3.4}, {41}, {51},
5.2}, {53}, {5.4} }.

Yndpyet 1oopop@iopog peta&d tov Iz kot tov I's av pmopodpe va ovopdcovpe Tig
Kopv@ég tov I'y pe tovg apBpovg 1,2,3,4 ko 5 €161 ®ote 10 obHvoro E4 tOv axpav
tov ['4 va givon ico pe to ocvvoro E; tov akumv tov I, Tpdypatt propodue va 1o
KAVOLUE 0VTO, aPKEL VO OVOUAGOLE S5 TNV andve kopuen tov 'y, va ovopdoovue 4
v Kdte kopver) tov I'yxon 1, 2, 3 116 Kopveéc mov Ppickovrol avdpesd ce avTég
T1G 600 KOPLPES, TNyoivovTag amd To aploTeEPd TPOG TaL Oe&1A.

4. 0)

1) Ao 1o AMjupa g yewpayiog (Gedpnua 1.5, ek, 70, topog B) yvopilovue 6Tt Ha
npénel t0 ABpoicpa TV Pobumdv evog amioh pn KaTeLOLVOUEVOL YPAPNLOTOS VO
160VTOL [LE TO SMAAG1IO TOv 0plBod TV akudv. Opme, av o péytotog Pabuoc evog
amAol pn kotevfBouvopevov ypoaeruatog 12 kopveov eivar 4, tOTE Kol 0 UEYIGTOC



ap1Opog akudv mov pmopet va £xet etvan 12*4 / 2 = 24, AAAG 1 ekpmdvnon Bewpel Tog
10 Yphonua £xel 28 aKUéC, TPAYH OV dgV Elval SuvaTOV Vo cupPaivet.

i) e avty Vv zmepintwon dev LVLAPYEL KOT® OPYNV TPOPANUO HE TO ARUUO TNG
yepayiag, yori 3*¥12/2=18<28<6 * 12/2 =36. Agvrobécovpe Lomdv 4Tt Yo
kdmolo Ke{0,...,12}, axpipog K xopvpég €xovv Pabud 3 kot ot vwoérowmeg 12-K
KOpPLEEG Exouv Pabud 6. Tote, To Anppa TG xepoyiog ypapetal og eENg:

3*K + 6%(12-K) = 2*28 = 56 = 72 - 3*K =56 = K =16/ 3. Ma avtd &ivar
adVVATOV VO IOYVEL Y10 OTO100NTTOTE YpAPn e, Yol To K Ba mpémet va elvarl puoikog
ap1OuoG.

B) O 1oyvpIoUOG NS EKPOVNONG UTOPEL VO OVOTOPACTOOEL «ypoQIKa» UE TO
TOPAKATO YPAPN LLO.

Ocwpovpe Eva Ypaenua pe 27 Kopueég, dEKa amd TIC KOPLeES (0G TIG OVOUAGOVE
0,...,010) OVTITPOGMOTELOVY Evay Gvdpa 1 Kabepia, kot ot vrolowres 17 kopvPEg (oG
TIG OVOUAGOVUE Y1,...,Y17) OVTUTPOG®TEVOVY pia yuvaika 1 kabepio. Evowapepdpacte
v 500 GLYKEKPLUEVOLG VTTOYPAPOVG TOV YPAPNUATOS oS, O EVOS Eival 0 VITOYPAPOg
Gy T@V avipmdV pe KOPLEES dg,...,010 Kol Babud 2 yio kdbe kopven Kot 0 GAAOG
VIOYPAPog etvat 0 VIOYPAPOG Gy TV YOVOIKAV LE KOPVYES Y1,...,Y17 Kot Baduo 3 yio
ka0e kopven. O vroypaeog G, sivar £vag 2-kavovikdg ypaeog pe 10 kopueég, evid o
vroypdpog G, eivon évag 3-kavovikog ypdpog pe 17 kopueés. Apa, o G, Oa mpémet va
gxer 2x10/2=20/2 oxpéc, mphypa epktd, koar o G, o mpéner va €xer 3x17/2=51/2
OKUES, TPy adbVaTo. Apa Kdmolo yovaika dgv AEgL TV aAn0eta.

5.

o) Oa amodeifovpe 6TL M TPATAGN 1OoYVEL.

‘Eoto G éva ypaonuo pe Papn xou G’ 10 ypdonuo mwoOvL TPOKOATEL OV
noAlamhacidoovpe OAa ta fapn Tov G pe tov 1010 Betikd apBud c. ‘Eotm eniong ot
TO JKPOTEPO LOVOTATL LETAED OVO KOPLP®V a Kot b (1] KAmo1o amd avTd oV VITAPYOLV
TOAAG) €xel ukog m. Tote woyvplopacte 0Tt To 1010 povomdtt 6to G’ mov €xel UNKOG
cm glvar 10 pkpdtepo povomdrt petald twv Kopveav a kKot b. Ilpdypatt, av vanpye
LOVOTATL HETAED TV KOPLO®V a Kot b pe pnkog pkpdtepo omd cm oto G’ 1018 10
010 povondtt oto G Ba elye unKog PikpOTEPO 0rd m 10 0noio drtomo.

B) [Zx6Mo: Edd dev pmopodpe va 0koAovOGovpE TO 1010 OKETTIKO S1OTL TAL PUNKT TOV
LLOVOTIOTIOV OV 0EAVOVTAL OLOOLOPPA OAAL aVAAOYO LE TO TOGES OKLEG TTEPLEYOLV.
"Etotl av mpocBécovpe 10 1010 BeTikd Papog o OAEG TIG OKUEG, EVOL LOVOTATL TOV €)YEL
pev pkpd PBapog aArd moALEG akpués Oa «emPapovvOei» apkeTd eV KAmO0 GAAO e
Mybtepec axpéc Ba «emPapuvhely Ayodtepo ko pmopel TEAIKA v avadelytel o€
ocuvtopdtepo povomdti. Avtikoppavopocte Aowmdv OtL mpémel vo ovoalnToovLE
KOATAAANAO ovTITOpAdEly Lol
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270 TPOTO YPAENUO TOPATAVED TO EAGYIOTO HOVOTATL HETOED TV KOPLPDV V, KOl V,
glvon 10 v,V,-V,V, Kat €xel pnkog 5. Av tpocBécovpe tov apibuo 10 og 6ha ta Bapn
TPOKVMTEL TO OEVTEPO YPAPTLLOL, OTTOV TO UIKOG TOL LOVOTTATION avToV yivetan 25 evd
70 EAE(I0TO HOVOTATL PETAED TMV KOPLODOV V, KO V,4 giVaL TO V,V, e uNKog 16. Apan

TPOTOOT) OEV LGYVEL.

6. o) To ypagpnua G2 ivon eninedo, kat TpokeévoL vo. 1o Befardoovpe mapovstdlovpe pa
EMinedn AMOTOT®GT TOL:

Avtifeta, t0 yphonuo G3 dev eivar eminedo. Oa to deifovpe AVTO VTOSEIKVVOVTOG £V
voypaenue tov G3 mov gival opotopopeikd pe to K5, Kat’ apynv (Bua 1) dwaypdeovpe Tig
akpég {5,6%, {1,3} xar {1,4}. X ovvéyea (Prpor 2) eKTEAODUE TNV VTOSIAIPEST] GLO. TOV
kopupo 4, mov (uetd Tig dypoéc) £xel Pabud 2. Amotédeoua avtig TG TPA&ng sivatl M
mpocHnkn pog kowvovpyg axkung {3.8) mov dev vmipye oto G3. Yotepa (Prpo 3)
exTeELOVUE TNV TPAEN TG vVIodaipeong otnv kopve1 1 (mov emiong givor Pabuov 2 petd Tig
Slypaeéc akumv), tpocbitoviog v kavodpyla axkun {2,5}. Télog kavovue vrodiaipeon
oV Kopue1| 5, amoieipovtog poAlota TNV akpun {2,5} mwov elyaue tpochécel onv oto Pripa
3. To ypdonua G4 mov kataAnyovue sivor BERato, 1oopopekd tov K5 kot mpoékvye omd
vroypaenue Tov G3 pe dradoyucég vmodiapéoeic. Apa to G3 dev givar enimedo ypaen L.
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B) 'Eoto éva omolodnmote amdo eninedo yphonua I' pe N kopveég kor M axpés. Oa
npénel va woyvel M < 3N-6 yia 10 yphonpo avtd. Mog evolapépet 1 TePITT®ON TOL
Kot To copumAnpopd tov I elvan eniong eninedo ypaonua. ‘Eoto 6t kot 1o I frav
eninedo ypaenua. Tote (AOyow cvopuminpopotikoétrag) Exet okpipog N(N-1)/2 — M
akpéG Kot N kopuég, apa (apov Kt owtd givar eminedo) Oa mpénet vo 1oydel 6t N(N—
1)/2 — M < 3N-6. Apa, avaykaio oovOnkn yio va givor ko to I' kou to I emineda
ypapnuata, stvor 1 €Ng:

N(N-1)/2-3N+6 <3N-6=N"—13N+12<0

ot T0 OO0 KUTAANYOLLE OTL

Ns%<ll

Epbdcov apyikn pog vrdBeon Nrav 6t 1o I' €xet 11 kopueéc, Katainyovpue Ot dgv
elval dvvatov va eivar kol 0 cLUTANPOUROTIKO Tov Ypaenuoe I emiong eminedo
Ypapnpo.

ITAPATHPHZXH:

Evollhoaktikd Ba propovcapie va amodeifovpe v epdton og e&ng: o omolodnmote
amAo, eminmedo ypaonua I' pe 11 xopveésg, woyder 6Tt M < 3*11-6 = 27. Ouwg,
OVOYKOOTIKG TO cuumANpopd tov I, mov emiong eivan amdd ypaenua 11 kopuvedv,
Ba éyel tovAdytotov 11*(11-1)/2 — 27 = 55 — 27 = 28 axuég, kot Katd cuvénelo o
umopel va givon emiong enimedo ypaenuaL.



