
1. Σρεδίαζε Καηεπζπλόκελωλ Γξαθεκάηωλ (4.8.13) 

Να ζρεδηαζζεί ην θαηεπζπλόκελν γξάθεκα πνπ νξίδεηαη από ηνλ εμήο πίλαθα γεηηλίαζεο. 

Κνξπθέο 1 2 3 4 

1 1 3 0 2 

2 0 0 0 1 

3 1 1 0 0 

4 0 1 1 0 

 

 

 

 

 

 

2. Σρεδίαζε(4.8.15) 

 Να ζρεδηαζηεί ην παξαθάηω γξάθεκα ώζηε θαλέλα δεύγνο αθκώλ λα κελ ηέκλεηαη (λα είλαη δειαδή 

επίπεδν). Να γίλεη επαιήζεπζε ηνπ ζεωξήκαηνο Euler. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αξηζκόο θνξπθώλ |V|=6 

Αξηζκόο αθκώλ |E|=12 
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Αξηζκόο πεξηνρώλ R=8.  

Ιζρύεη |V|-|E|+|R|=2 → 6-12+8=2. 

 

3. Ιζνκνξθηζκόο(4.8.17) 

Να δεηρζεί όηη ηα γξαθήκαηα είλαη ηζόκνξθα.  

 

 

 

 

 

 

Πξέπεη λα ππάξρεη ζπλάξηεζε θ ώζηε  

φ:V1={1,2,3,4,5,6,7}→ V2={a,b,c,d,e,f,g} 

{v,w}  ϵ E1→{φ(v),φ(w)} ϵ E2 

Παξαηεξνύκε όηη: 

Υπάξρεη ζην G1 κόλν κία θνξπθή όπνπ d(4)=3 

Υπάξρεη ζην G2 κόλν κία θνξπθή όπνπ d(d)=3 

Άξα φ(4)=d, φ(3)=c, φ(1)=a, φ(5)=e, φ(2)=b, φ(6)=f, φ(7)=g

Εμάιινπ έρνπλ θαη ηνπο ίδηνπο πίλαθεο γεηηλίαζεο. 

 

4. Ιζνκνξθηζκόο(4.8.11) 

Να δεηρζεί όηη ηα γξαθήκαηα είλαη ηζόκνξθα.  
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Παξαηεξνύκε όηη  

d(1)=d(2)=3   d(a)=d(b)=3 

d(3)=d(4)=d(5)=2  d(c)=d(d)= d(e)=2 

Από ηνλ έιεγρν ηωλ βαζκώλ δελ απνθιείεηαη ν ηζνκνξθηζκόο. 

φ(1)=a φ(2)=b φ(3)=c φ(4)=d φ(5)=e 

 1 2 3 4 5   a b c d E 

1 0 0 1 1 1  a 0 0 1 1 1 

2  0 1 1 1  b  0 1 1 1 

3   0 0 0  c   0 0 0 

4    0 0  d    0 0 

5     0  e     0 

Άξα είλαη ηζόκνξθα.  

5. Ιζνκνξθηζκόο(4.8.11) 

Να δεηρζεί όηη ηα γξαθήκαηα είλαη ηζόκνξθα.  

 

 

 

 

 

d(1)=3 d(2)=d(3)=d(4)=1 

d(a)=d(d)=1  d(b)=d(c)=2 

Άξα είλαη αδύλαην λα είλαη ηζόκνξθα.  

 

6. Επίπεδα Γξαθήκαηα (7.3.17) 

Να δείμεηε όηη ν Κ3,3 είλαη επίπεδνο όηαλ γξαθηεί ζε κία επηθάλεηα ηύπνπ  ληόλαη.  
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7. Ιζνκνξθηζκόο (Rosen 8.3.45) 

Να δεηρηεί όηη ν ηζνκνξθηζκόο απιώλ γξαθεκάηωλ είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο ~ (αλαθιαζηηθή – 

ζπκκεηξηθή – κεηαβαηηθή).  

Τν G είλαη ηζνκνξθηθό πξνο ηνλ εαπηό ηνπ θαη άξα είλαη αλαθιαζηηθή. (G~G) 

Έζηω όηη ην G είλαη ηζνκνξθηθό πξνο ην Η. Τόηε ππάξρεη κία απεηθόληζε έλα-πξνο-έλα f από ην G ζην 

Η πνπ δηαηεξεί ηελ γεηηνληθόηεηα θαη ηελ κε-γεηηνληθόηεηα. Άξα, ε f
-1

 είλαη έλα-πξνο-έλα απεηθόληζε 

από ην H ζην G κε ηηο ίδηεο ηδηόηεηεο. Άξα ν ηζνκνξθηζκόο είλαη ζπκκεηξηθόο. (G~H ⇒H~G) 

Αλ ην G είλαη ηζνκνξθηθό ζην H θαη ην H είλαη ηζνκνξθηθό ζην Κ κέζω ηωλ απεηθνλίζεωλ f θαη g ηόηε 

ε απεηθόληζε  f o g είλαη έλα-πξνο-έλα απεηθόληζε από ην G ζην Κ θαη άξα είλαη ηζόκνξθα 

(G~H,H~K⇒G~K) 

 

8. Ιζνκνξθηζκόο (Rosen 8.3.50) 

Έλα απιό γξάθεκα G ιέγεηαη απηό-ζπκπιεξωκαηηθό αλ ην G είλαη ηζόκνξθν κε ην G΄. Να δεηρηεί όηη 

ην παξαθάηω γξάθεκα είλαη ζπκπιεξωκαηηθό. 

 

 

Τν ζπκπιεξωκαηηθό είλαη ην: 



 

Τν νπνίν είλαη πξάγκαηη ηζόκνξθν κε ην αξρηθό γξάθεκα.  

 

9. Επίπεδν Γξάθεκα (Rosen 8.7.13) 

Έζηω επίπεδν ζπλδεδεκέλν γξάθεκα κε 6 θνξπθέο θαη θαζεκία κε βαζκό 4. Σε πόζεο πεξηνρέο 

δηαηξείηαη ην επίπεδν από ηελ επίπεδε παξάζηαζε ηνπ γξαθήκαηνο; 

n-m+r=2⇒6-12+r=2⇒r=8 

 

10. Επίπεδν Γξάθεκα  

Αλ θακία πεξηνρή ζε έλα επίπεδν γξάθεκα κε R πεξηνρέο θαη m αθκέο δελ έρεη ιηγόηεξεο από k αθκέο 

γηα ζύλνξν, ηόηε ζα ηζρύεη kR≤2m 

Εθόζνλ έρνπκε R πεξηνρέο, κε ηνπιάρηζηνλ k αθκέο γηα θάζε ζύλνξν, ζεκαίλεη όηη ππάξρνπλ 

ηνπιάρηζηνλ kR αθκέο. Όκωο, θάζε αθκή κπνξεί λα είλαη ην πνιύ ζε δύν πεξηνρέο θαη άξα ηελ κεηξάω 

δύν θνξέο ζε θάζε πεξηνρή. Άξα, kR≤2m.  

 

11. Επίπεδν Γξάθεκα (Rosen 935) 

Αλ ην G είλαη ζπλεθηηθό επίπεδν απιό γξάθεκα κε e αθκέο θαη v θνξπθέο, όπνπ v≥3, ηόηε e≤3v-6. 

 

Έζηω όηη έρνπκε R πεξηνρέο. Τν ζύλνξν θάζε πεξηνρήο ζα έρεη κήθνο ηνπιάρηζηνλ 3. Άξα από (10) 

πξνθύπηεη όηη 3R≤2e. Όκωο από ηνλ ηύπν ηνπ Euler r=e-v+2 από όπνπ θαη πξνθύπηεη όηη  

 (     )            

 

12. Επίπεδν Γξάθεκα (Rosen 936) 

Να δείμεηε όηη ην Κ5 δελ είλαη επίπεδν.  

Τν γξάθεκα Κ5 έρεη πέληε θνξπθέο θαη δέθα αθκέο. Όκωο ε αληζόηεηα από ην 11 δελ ηθαλνπνηείηαη 

γηα απηέο ηηο ηηκέο θαη άξα ην γξάθεκα δελ είλαη επίπεδν.  

 



13. Επίπεδν Γξάθεκα - Μνλνπάηηα (Θεώξεκα 2 – 892) 

Έζηω όηη ην γξάθεκα G κε πίλαθα γεηηλίαζεο Α ωο πξνο ηελ δηάηαμε ηωλ θνξπθώλ v1,v2,…,vm 

(επηηξέπνληαη νη θαηεπζπλόκελεο ή κε θαηεπζπλόκελεο αθκέο θαζώο θαη νη βξόγρνη). Τν πιήζνο ηωλ 

δηαθνξεηηθώλ κνλνπαηηώλ κήθνπο r από ην vi ζην vj είλαη ίζν κε ην θειί (i,j) ηνπ πίλαθα A
r
.  

Μαζεκαηηθή επαγωγή.  

Τν πιήζνο ηωλ κνλνπαηηώλ από ην vi ζην vj κήθνπο 1 ζα είλαη ε εγγξαθή (i,j) ηνπ πίλαθα Α, αθνύ απηή 

πεξηέρεη ην πιήζνο ηωλ αθκώλ κεηαμύ ηωλ δύν θνξπθώλ.  

Έζηω όηη ε εγγξαθή (i,j) ηνπ πίλαθα A
r
 είλαη ην πιήζνο ηωλ δηαθνξεηηθώλ κνλνπαηηώλ κήθνπο r 

κεηαμύ vi θαη vj. Αθνύ: 

          

ην θειί (i,j) ηνπ A
r+1

 ζα είλαη: 

                       

όπνπ     είλαη ην θειί (i,k) ηνπ A
r
.  

Μία δηαδξνκή κήθνπο r+1 από ην vi ζην vj απνηειείηαη από έλα κνλνπάηη κήθνπο r από ην vi ζε 

θάπνηνλ ελδηάκεζν θόκβν vk θαη από κία αθκή από ην vk ζην vj. Επνκέλωο, ην πιήζνο κνλνπαηηώλ 

κήθνπο r+1 ζα είλαη ην γηλόκελν ηνπ πιήζνπο ηωλ κνλνπαηηώλ κήθνπο r επί ην πιήζνο ηωλ αθκώλ πνπ 

είλαη δηαζέζηκεο γηα ηελ ηειεπηαία αθκή.  

 

14. Επίπεδν Γξάθεκα - (Παξάδεηγκα 14 – 8.4) 

Πόζα κνλνπάηηα κήθνπο 4 ππάξρνπλ από ην α ζην δ ζην απιό γξάθεκα G ηνπ παξαθάηω ζρήκαηνο; 

 

Ο πίλαθαο γεηηλίαζεο ηνπ G ζα είλαη: 

  (

  
  

  
  

  
  

  
  

) 

 

Άξα ην πιήζνο κνλνπαηηώλ κήθνπο 4 είλαη ην (1,4) ηνπ πίλαθα Α
4
. 

α β 

γ δ 



   (

  
  

  
  

  
  

  
  

) 

Τα νπνία είλαη:  

α,β,α,β,δ 

α,β,α,γ,δ 

α,β,δ,β,δ θνθ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Άιπηεο Αζθήζεηο 

1. (Rosen 8.3.46) Έζηω όηη ηα G θαη Η είλαη ηζόκνξθα απιά γξαθήκαηα. Να δεηρηεί όηη ηα 

ζπκπιεξωκαηηθά ηνπο G΄ θαη Η΄ είλαη θαη απηά ηζόκνξθα. 

 

2.  (Rosen 8.4.22) Να δείμεηε όηη ζε θάζε απιό γξάθεκα ππάξρεη κνλνπάηη από θάζε θνξπθή 

πεξηηηνύ βαζκνύ πξνο θάπνηα άιιε θνξπθή πεξηηηνύ βαζκνύ.  

 

3. (Rosen 8.7.18) Έζηω όηη επίπεδν γξάθεκα έρεη k ζπλδεδεκέλεο ζπληζηώζεο, e αθκέο θαη v 

θνξπθέο. Έζηω όηη αθόκα ην επίπεδν δηαηξείηαη ζε r πεξηνρέο από επίπεδε παξάζηαζε ηνπ 

γξαθήκαηνο. Να βξεζεί ηύπνο γηα ην r ζαλ έθθξαζε ηωλ e, v θαη k. 

 

4. Έζηω όηη n είλαη δύλακε ηνπ 2. Να δεηρηεί όηη n αξηζκνί κπνξνύλ λα πξνζηεζνύλ ζε logn 

βήκαηα κε ρξήζε δηθηύνπ n-1 επεμεξγαζηώλ. 

 

 

 

 

 


