TMHMA TAHPO®OPIKHX
EEETAYH XTO MAOHMA «AIAKPITA MAOHMATIKA» - 3/2/2016
Awpkewn EEEtaong: 2 mpeg kot 30 Aentd — Opddo A

1. (30 povadec) o) (10) No amovinoete pe ottoAdynon otTig mTapakdte epoTnoels: o) Mropei Eva andd un
Katevouvopevo ypdonupa va €xel mepirtd mAnog kOpPwv mepirtov Pabuov; PB) Ildceg cvvdedepéveg
OLVIOTAGEG £YEL TO CLUTANPOUATIKO YPA@NUA TOL TANPOVG dipepovg ypagnuatog Kmn kot moteg eivan
avtég; v) Eivaw dvvatov  oe pia opddo 9 atdpmv kabe dtopo va €xel eidovg 5 poévo GAha dtopa; )
Yrdpyovv kdamorot avopeg kot 15 yvvaikeg o éva dopdtio. Kébe avdpag kavel yepayio pe 8 axpifmng
yovaikeg evad Kabe yovaika pe 8 axpiog dvopec. [Tocot dvdpeg vITdpyovv 610 SWUATLO;

B) (10) Na dei&ete 011 0 1I60HOPPIGUOG YPOUPNUATOV Eival 6YEoN 160SVVING.

v) (10) No amodeiéete 0t av éva eminedo cvvdedepévo ypapnuo G=(V,E), 6mov e=|E| kot v=|V|, dev €xet
amhd KOKAO (KOKkAog TTov dev emavolappdvoviat ot kopveEg) ukovg 3 1 4, oyvet 6t 3e < 5v — 10

2. (20 povaodec) 'Eoto ta kotnyopfuota P(X,y) = «umdpyel okun omd v Kopuen X 6Ty Kopuen Y 6T1o
KatevOovouevo Ypaonuoy, A(X) = «n kopuen X givorl dompn» kot M(X) = «n kopven X givat PmAey.

1. (5) Xpnowomnowdvrog ta A(X) kot M(X) ddote Evav Aoyikd TOTO @1 OV Vo SNADVEL «KkGBe KopLEN €ivol
LLOVOYP®UOTIKY, ONA0dN £XEL EVO KOt LOVO EVAL YPDLLO.

2. (7) Xpnowonowdvrag ta P(X,y), A(X) kot M(X) ddote €va TOmO @2 mOL va dNAdVeL «kabs kopven givar
LLOVOYPMUOTIKT KOl YEITOVEVEL (GUVOEETOL LEGM OKUNG) LE KOPVOES SLOUPOPETIKOD YPDUATOG OO OVTI».

3. (5) Onwc o0 gpdTNU 2, dDOTE £Vo TOTO P3 TOV VO, NADVEL «KABE KOPLPT| EIVOL LOVOYPOUATIKY Ko
KAOE amOLOVOUEVT] KOPLOT] TOVL YPOPTLLOTOG EIVOL UTAE.

4. (3) Adote katevBuvouevo ypaonuo pe 6 Kopueég mov va EmaAn0evEL TOVG AOYIKOVE TOHTOVE @2 KOl 3.

3. (40 povadec) o) (8) Zra mapakdtm epwTUAT dEV YPELALETOL VO dDGETE aplOUNTIKO amotédeoua. O
TOTOG e TNV KATAAANAN o1TioAdyNon eivor opkeTa.

1. (2) [Tooeg givorl o1 SVVATES AMOVTINGELS TOL UTOPEL VA dMGEL £Vag POITNTNG 6TV TPO0d0 OTAV LILAPYOLY
10 epompato pe 4 mpotdoels To Kabéva omov khbe mpodTaoT Umopel va yopoKTNpLotel ¢ «Zoot» (),
«AGBoc» (A) N va punv v yopaktnpicel KaBolov;

2. (2) "Evog portnmc vroyidletar 0Tt ot poéc omd 11¢ 40 mpoTtdoels GLVOMKA gival 6MOTEG Kol Ot GAAES
oég AdBog. T1dceg etvar o1 SLVATES AMAVTNCELS TOL UITOPEL VO dMGEL;

3. (4) "Evog GAAog @otrtntig voyidleTol 1o 1010 OT®E 0 POITNTNG 6TO TPONYOVUEVO VITOEPMTNLOL (0.2) OAAG
emmAéov Bewpel OTL TOL EpOTAHATA TOV EYOLV KOl TIC 4 TPOTAGEIS 6MOTEG givol akpBmg 4. [1oceg duvatéc
ATOVTOELS UTopel Vo dMOEL.

, . y oM _ m-—1
B) (10) No anodeitete cvuvdvactikd tov €ENG TOHmO: k ( k) =n ( I — 1)
v) (8) ITooeg axorovbieg and N yneio 6To deKadIKO GVOTNUA 0PIBUNGNG VITAPYOLY GTIC OToieg eppavifovTot
TovAdyotov pia eopd ta ynoia 1, 2 ko 3;

d) (5) 'Exovue 100 povorenta. Me mOo0VG TPOTOVG UTOPOVUE VO, TO KOTOVEILOVUE GE 5 SL0POPETIKOVG
avOpdTOVG (VILAPYEL TEPIMTOON KATOLOG VO NV TAPEL KAVEVO LOVOLENTO); Me OG0V TPOTOVG UTOPOVLLE
va kotaveipovpe avtd ta 100 povorenta av KaOe Evag Tapel TOLAGIOTOV 5 povOArETTa,;




€) (4) Av emdéyovue tuyaio Oetikong axepaiovg, mowo gival to eAdyloto TANOOG TETOIMY OKEPAI®Y TTOL
npémel va emAééovpe doTe va, eyyonbodue Ot Yoo dVo amd avtode Tovg apdpodc a kot b Ba woydel a =
b(mod 6).

o1) (5) Av voAdoyicete T0 TANOOG TOV TPOT®V UE TOVG OTTOIOVG UTOPOVUE VO, SL0YDPIGOVE [io TPATOVAM LLE
52 @OA o o€ (Oev ypetdletal va KAVETE aplOunTiKoHg LITOAOYIoHOVG):

1. 4 opddec idrov peyéboug pe etikéteg A, B, I kot A.
2. 4 opddeg 10100 peyéBoug ywpic eTikéTES.

4. (15 povadeg)

Noa vroloyicete ta €€ng abpoiopata:

1. (5) 2100 1

k=1kz42k

k-1
2. (10) Xk=0 51

5. (10 povadec) No dei&ete 6t kGBe yvopevo akepaionv ™me popeng k(k+1)(k+2) dwupeitat amd o 3.

Kay Emitoyiall!




TMHMA TAHPO®OPIKHX
EEETAYH XTO MAOHMA «AIAKPITA MAOHMATIKA» - 3/2/2016
Awpkewn EEEtaonc: 2 opeg kat 30 Aentd — Opddo B

1. (40 povadec) a) (8) Xta mapaxdto epwtiuoto dev ypeldletal vo ddhoete apOuntikd anotéieoua. O
TOTOG e TNV KATAAANAN a1TioAdyNnon eivol opkeTa.

1. (2) [Tooec givor o1 SVVATEG ATOVINGELS TOV UTOPEL VO, SMGEL £VAG POLTNTAES 6TV TPO0SO OTAV VPOV
10 gpotiuata pe 4 mpotdoelg To Kabéva émov kabe mpdTaoT UTopel Vo YopaKTNPIoTEL MG «ZOoTh» (X),
«AGBoc» (A) N va unv v yopaktnpicel KaBolov;

2. (2) "Evog portntc vroyidletar 0t ot poéc amd 11c 40 mpoTaoels GLVOAIKG Eivol cMOTEG Kot Ol GAAES
pioég Aabog. T1o6ceg etvar o1 SuVATES AmAVTGELS TOV UTOPEL VO ODOEL;

3. (4) 'Evag GAhog gottnthg vroytdleTal To {310 OT®S 0 POLTNTNG 6TO TPONYOVUEVO VIOEPDTNUA (01.2) AAA
emmAéov Bewpel OTL T EpOTHLATA TOV £YOVV Kot TIG 4 TPOTAGELS croTES elvan akpBag 4. [1oceg duvatég
ATOVTOELS UTopel va dMGEL.

B) (10) Na amodei&ete cuvdvOOTIKA TOV €EXG TOTO: M (17:1) =n (:1 __ 11)

v) (8) ITdoeg axorovbieg and N yneio 6to deKadkd cVoTNUA 0PIOUNONG VITAPYXOLY OTIC OToieg eppavilovTat
TOVAGYIGTOV o eopa Ta ynoeia 7, 8 kot 9;

3) (5) 'Exovue 100 povolemta. Me mOG0VG TPOTOVG UTOPOVUE VO TO KOTAVEIHOVUE GE 6 S10POPETIKOVG
avOpdmovg (VITdpyEL TEPIMTMOOT KATOLOG VO UMV TAPEL KAVEVO LOVOLENTO); Me TOGOVS TPOTOVS UTOPOVLE
va kotaveipovpe avtd ta 100 povorenta av KaOe Evag mapel TOLAGYIOTOV 5 povOAETTA,;

) (4) Av emdéyovue toyaio Betikovg akepaiovg, mowo gival To0 eAdyI6TO TANOOG TETOIOV OKEPAI®Y TTOV
npénel va emAEEOVUE MOTE va €yyonBodue OtL yuo 800 omd avTtovg Tovg aptiuovg a kot b Bo woydel a =
b(mod 7).

o7) (5) Av vmoAoyicete To TANBOC TOV TPOTMV HE TOVG OTOIOVG UTOPOVLE VAL SLo®PICOVUE piot TPATOVAN pE
52 Mo o€ (dev ypetdleTon vo KAVETE aplOUNTIKOVS VTTOAOYIGLOVG):

1. 4 opddec idrov peyéboug pe eticéteg A, B, C ko D.
2. 4 opddeg 10100 peyéBoug ywpls eTikéTes.

2. (15 povaodeg)

Na vroAioyicete ta €€ng abpoicuara:

1 (5)Th%

k=1jk242k

k=1
2. (10) Xk=0 71

3. (30 povadec) a) (10) No omavtioeTe e OUTIOAOYNOT OTIC TOPOUKAT® EPOTNCELS: o) Mmopel £va amhd un
Katevbuvopevo ypdonuo va €xel meprrtd mAnBog koOpPwv meprrtov Pabuov; P) Ildoec ocuvvdedepéveg




OUVIOTMOEG EYEL TO CLUTANPOUATIKO YPAPNLO TOV TANPOLS Oepovs ypaenuatoc Kny kol moteg eival
avtég; v) Eivar duvatov  oe pio opdda 7 atouwv kabe dtopo va éxer gihovg 3 pdévo Giio dtopa; o)
Ynrdpyovv kdmotot avdpeg kot 15 yuvaikeg og éva dopdtio. Kdbe dvdpag kdver yeipayio pe 6 akpPag
yovaikeg evad kabe yovaika pe 8 axpiog dvopec. [Tocot avdpeg vITdpyovv 610 SWUATLO;

B) (10) Na dei&ete 011 0 1GOHOPPIGUAG YPUPNUATOV Eival 6YECN 160SVVaING.

v) (10) No amodeiéete 0t av éva eminedo cvvdedepévo ypapnuo G=(V,E), 6mov e=|E| ko v=|V|, dev £xet
amAd KOKAO (KOKAOG IOV 0V EmaVOAQUPAVOVTOL 01 KOPLPES) unKovg 3 1 4, oydet 6t 3e < 5v — 10

4. (20 povadec) Eotm ta xatnyopiuato P(U,V) = «wmdpyet okun omd Ty Kopuen U 6Ty Kopuen V 610
KatevBovéuevo Ypaenuoy, A(U) = «n kopuen U givar dompn» ko M(U) = «1 kopven U givor Pmhe.

1. (5) Xpnowomnowwvtag ta A(U) kat M(U) dmote évov Aoyikd TOTO W1 TOL Vo INADVEL «KAOE KOpLEN Eival
LOVOYP®UOTIKY, ONA0ON £XEL EVO KL LOVO EVAL YPDLLOY.

2. (7) Xpnowonowwvrag ta P(u,v), A(u) kow M(U) dmdote éva TOTO W2 TOL v dNAMVEL «kdbe KopLEN givat
LLOVOYPMUOTIKT KOl YEITOVEVEL (GUVOEETOL LEGM OKUNG) LE KOPVOES SLOUPOPETIKOD YPMDUATOG OO OVTI».

3. (5) Onwg o610 gpdTNUA 2, SDGTE £va TOTO W3 IOV VoL ONADVEL «KAOE KOPLON €IVl LOVOYPMULOTIKY Kot
KAOE amOLOVOLEVT] KOPLET] TOV YPAPNLOTOS Elvar PLTAEY.

4. (3) Adote katevBuvouevo ypaonuo e 6 Kopueég Tov va eTaAn0eVEL TOVG AOYIKODE TOTOVS Yo KOl /3.

5. (10 povadec) Na deiete 6T kGOe yvopevo axepaionv tng popeng k(k+1)(k+2) doupeiton amd to 3.

Kain Emiroyial!!




Avoelg

(O Wcelg givar evOEIKTIKEG)
1(A) - 3(B)
a)
a) Oyt AT epapproyn Tov Be@PNLATOG XEPOYLOV Kol SoY®PIoUO GE KOPLPESG APTIOV KoL TEPLTTOL PafoD.

B) (A) 'Exet 2 ocuvdedepéveg GUVIGTMOGEG Kol LOMOTO 0TS vl KAIKES KOl OVTIGTOL(OVV GTIG 000 OUASES
KOuPov tov Kpp, dniadn n khika Ky ko n kiika Kn. (B) Exet 2 cuvdedepéves cuvioTdoeg Kot LoAoToL
aLTEG efvort KAIKESG Kot avTIoTO0UV 6TIG 000 opades kKOUPwv Tov Ky m, nAadn n kAlka K, kot n khika Kp.

v) (A) Oy, pog kot 10te 10 dOpotopa Twv Pabumdv oto avtictoyo ypaenue eiiog o ftav 45 mov sival
nep1rtdg Ko dpa dtomo. (B) Oy, pog kot 10te 10 dBpotopa tov Pabudv oto avtictoryo ypdonua eiiiog Oa
Nrav 21 mov givon mepttTdg Ko dpo ATomO.

d) (A) 'Eoto X. Tote and 1o Bedpnpa xepayiov: 8X+15:8=2-8-15=8x=8-15= x=15 (B) 'Ecto X. Tote amnd
T0 Bedpnua yepayrmv: 6X+15-8=2-8-15=6x=8-15= x=20

B) To G givat 1oopopPikd Tpog Tov €avtd ToL Kot dpa givor avakraotiky. (G~G)

‘Eot® 611 10 G eivan 1copopeikd mpog 1o H. Tote vmdpyet pia amekovion éva-npoc-éva f and 1o G oto H
7OV SaTnPel TV YELTOVIKOTNTA Kot TNV pn-yertovikotnto. Apa, 1 1 eivan £VO-TPOG-EVOL OTTEIKOVIGT] OO TO
H oto G pe t1g id1eg 1010t TEG. Apat 0 160UOPPIGHOS Elvan ovppeTpikds. (G~H =H~G)

Av 10 G givar woopopeikd oto H kot to H givar ioopopeixd oto K péow tov aneikovicewv f kot g tote 1
amewovion f 0 g sivar évo-mpoc-éva amewkovion and 10 G oto K kou dpa givar 1copopoa
(G~H,H~K=G~K)

v) Apo¥ kéBe amAdg KOkAog Exel unkog >4 onpaivel 01t kKabe meproyn Ba opileTon amd TOLAXYIGTOV 5 OKUES.
AoV kaBe pio akpn coppetéyel o€ T0 TOAD 2 meployés cvvendyetar 6Tt SR < 2e, émov R ot meployéc. And
tov Euler éyovpe 011 R=2+e-v. Avtikaf16tdvTag 6TV mapamdve avicOTnTo 0modEkviove To (nToduevo.

2(A) - 4(B)

1 ¢, = Vx ((M(x) A=AG))V (=M (x) A A(x)))
2. 02 = 1 AVxVY(P(x,Y) vV P(y,1)) = ((AG0) > M) A (M(x) - AR)))
3.3 =@ A\ Vx(K(x) - M(x))

omov K(X) = «n X givo omopovouévny kot K (x) = Vy(—|P(x, y) A =P (y, x))

4. Aev €yovpe dMGEL ATOLOVOLEVT KOPLON.




3(A) - 1(B)

a)l. Kébe mpotaon pmopel va yopaxtnpiodel o¢ X, wg A 1 vo unv yapaxtnpiodei. Apod &xovpe 40
TPOTACELG CLVOAKA Kat 3 eMAOYEG ava TPOTOGT 1) advTnon givot 3%

2.0 @oumrng anAd pmopel va emAééel Tig 20 mpotdoeic mov Ba yapakmpicet og X (Kot T1g vdioumeg A).
, 40
Apa (20)'

3. O pounmg emAéyel TpoTo TO. 4 EPOTALATO TOL EYOLV Kot TIG 4 TPoTdoelg cmotés. Ot emhoyég eivan

(140). Apa €xel dwoel 16 X. Amopévouv dAla 4 X va kotaveipel og 40-16=24 wpotdoeic. Ot emAoyég eivan

24\ . . , . . . . .
( 4 ) Onmg vbpyovv KATolES TEPTTOGELS OTOL Kot TaL 4 X KATOVEHOVTAL 6TLG 4 TPOTAGELS KATO0L amd Tl

voAoma 6 epOTHHOTA. AVTO Ogv BEAovpE Voo TO UETPNOOVUE OGS Ko TTPEMEL v €yovpe okplpag 4
EPOTNOTA HE X 6€ OAES TIG TPOTACELS. YTAPYOUV GLVOMKA 6 tpomor va cvufet avtd. Apa ot Eykvpot

, . 24 . . . . , . . .
TpémoL givarn ( 4 ) — 6. O voloweg mpotdoelg eivor A. And 10 kavdva TOL YVOUEVOL €yovpe OTL O

GLVOMKOG aplOUdGg amavInNcemV etvat (140) <(244) - 6>.

B) (Xro B 6mov m Pakre K) To apiotepd puépog petpd to mAnbog tov dwotetaypévov (Evydv TG HOPONS
(x,S), omov S givar éva k-vrocvvolo tov cuvorov {1,2,...,n} kot XeS. Yrdpyovv (Z) TPOTOL EMAOYNG TOV

S kot k tpomotl emdoyng tov X. To de€10 pépog petpd 1o 610 adAd pue dAlo tpomo. Ipdta emdéyovpe to X
amd To N otoxeio. pue N Tpdmovg kou £melto emAéyovue to vrorowmo K-1 otoyeia tov S amd ta

evamopeivavta N-1 pe (z _ 1) TpOTOVLC.

v) (X0 B avti ywa 1, 2 kot 3 £govpe 7,8 kon 9) 'Ecto 611 pe Aj avamopiotoOpe T0 GOVOAO TOV AKOAOVOLOV
7oL dgv gpeaviCetatl To yneio i. Oa Bpode 10 CLUTANPOUATIKO TOV. AVTO TOV Yhyvovue givar To TANO0G
OA®V T®V N-0d01K®OV aKkoAoLOIBV peiov avtég mov oev £yovv kdmolo and ta ynoeia 1 1 2 1 3. Apa Bélovpe va
vmoAoyicovpue 1o 10" —|A; U A, U A3l = 10" — |A1| — |4z — |A3| + |A; N Ayl + |A; N A3 + |4, N
As| = |A; N Ay N Azl Eyovpe: |4;] = 9™, [4; n Aj| = 8", |4; N4, N Az| = 7™ Apa n andvinon ivol:

10" —-3-9"+3.-8"-7"

0) ®avraocteite cav Eva TPOPANUA SLASTIKOV akoAovBidv 6mov BEAovue va kotaveipovpe 100 undevikd oe
104 (105) 0Oéoeic — o1 4 (5) Béoeic amd doovg kabopilel moca povorento Oa mapel o kabévag. Apo 1
104) (105)

O7AVTNON Yo TO TPMTO Eivar: (100 100

[N ™ d0evtepn epdnom, TpdTa divovpe 5 povorenta oTov KoBEVA Kol KoTaveipovue pe tov ido tpdmo

Oomwg Ko tpv o vwodAowma 75 (70) povorenta. Avtd pmopet va. yivel e (;g) (;g)tpénoug

€) ' va lvar 16odvvapor mod 6 ot Betikoi aképatot a kot b Oo wpémel to vrdoAouwo TG draipeong pe to 6
va gtvan 1010. Yrépyovv 6 duvatég Tipég o to vrdiouro g dwaipeong pe 1o 6 (0, 1, 2, 3, 4, 5). Emopévog 7
apduoi B mpémel va. emheyodv wote va gyyonBodue ot dvo Ba givatl 1oddvapor mod 6. IN'e To B pe Tov
1010 TpOTO £YoVpNE OTL YPEOLONAGTE TOVAG LOTOV 8 Up1OpovG.




o1) 1. K&Be opdda Ba mpémer va €xer 52/4=13 @uAda. T'ia va emAéEovpe TNV A HmopovpE VoL TO KAVOLUE E

(ig) tpdmovg, ™ B pe (ig), mv I pe (ig) Kot v A pe (g) = 1 tpomovg. Apa, 0md TOV KOVOVO TOV

YIWOUEVOL £YOVLLE

(i’g) (ig) (ig) (12) TPOTOVG GLVOALK.

2. AoV dgev €xouv ETIKETEG ONUOLVEL OTL OO TOV KOVOVO, TNG SloipecNG UTOPOVUE AAd VO SLOPEGOVE TO
amotéleouo amo 1o (1) vmoepdTnua pe T 4! Kot £YOoVLE TO AMOTEAEGHA TTOV (NTALLE.

4(A) - 2(B)

1.

1 1 1 _ 1(1 1 )
k2+2k 2k 2(k+2) 2\k k+2
Apa (TnAeoKOTIKY GEPAQ):

100 1 1 01

kZlk2+2k=§ZE k+2
1/1 1 1 1 1 1 1
=§G ﬁ G‘ﬁ*@‘ﬁ*ﬁ‘ﬁ*

)
99 101

k

2k 2 2
k=0 k=0 k=0

To mpdto dBpoiopa mpokdmTel amd ™ PEBodo ™G mapaydyiong HetafAntng (0eg onuetdoelg). And ekel
TPOKVTTEL TO EENG:

k+1 k+2 k+1
S g B0 G @6
2 k—>+o 1 2 k—+o0 1
k=0 (1—7) 4
20 -
i 1 %

Apai: Zk>0 zk =2-2=0

5(A, B)

Oa kdvovpe anddein pe tepumtmocels. Av k mod 3 = 0 tdte npogavdg n mocdtnTo drapeitor amd to 3. Av K
mod 3 = 1, 16te dwupeitor to K+2 and 1o 3 pog kor og avty ) wepintoon K+2 mod 3 = 0 kou dpa n
nocotnTa. oM Sropeitor. Télog, av K mod 3 = 2 tote to K+1 droupeiton omd 1o 3 Ko 6€ avTn TN TEpinTmon
k+1 mod 3 =0 ka1 dpo n TocoTTO dStoupeiton amod to 3.







