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Θεωπία Απιθμών 

 Κιάδνο καζεκαηηθώλ πνπ 

αζρνιείηαη κε ηνπο 

αθέξαηνπο θαη ηηο ηδηόηεηέο 

ηνπο. 

 

 Πνιιά θαη εμαηξεηηθά 

δύζθνια πξνβιήκαηα – 

Εηθαζία ηνπ Goldbach 
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Η Γιαίπεζη 

Έλαο αθέξαηνο a δηαηξεί ηνλ b όηαλ ππάξρεη c έηζη 

ώζηε b=ac. 

a → παξάγνληαο ηνπ b 

b → πνιιαπιάζην ηνπ a 

 

a | b ≡ ∃c(ac=b) 

a   b ≡ ∀c(ac≠b) 
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Ιδιόηηηερ 

1. Αλ a | b θαη a | c  ηόηε a | (b+c) 

2. Αλ a | b ηόηε a | bc  γηα όινπο ηνπο αθεξαίνπο c 

3. Αλ a | b θαη b | c  ηόηε a | c 

 

Πόξηζκα: 

Αλ a | b θαη a | c  ηόηε a | (mb+nc) όπνπ m θαη n 

αθέξαηνη. 
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Μέγιζηορ Κοινόρ Γιαιπέηηρ: 
 

ΜΚΓ(x,y) = μέγιζηο k ≥ 1 : k | x και k | y 

 

 

Δλάσιζηο Κοινό Πολλαπλάζιο: 
 

ΔΚΠ(x,y) = ελάσιζηο k ≥ 1 : x | k και y | k 

Βαζικοί Οπιζμοί 



Ππώηοι Απιθμοί 

Έλαο ζεηηθόο αθέξαηνο p ιέγεηαη πρώηος αλ νη κόλνη 

ζεηηθνί ηνπ παξάγνληεο είλαη ην 1 θαη ην p. Αλ έλαο 

ζεηηθόο αθέξαηνο δελ είλαη πξώηνο ιέγεηαη ζύνθεηος. 

 

Θεμελιώδες θεώρημα αριθμηηικής: 

Κάζε ζεηηθόο αθέξαηνο κπνξεί λα γξαθεί κε κνλαδηθό 

ηξόπν ζαλ πξώηνο αξηζκόο ή ζαλ γηλόκελν πξώησλ 

αξηζκώλ όπνπ νη πξώηνη παξάγνληεο γξάθνληαη ζε 

ζεηξά κε ειαηηνύκελνπ κεγέζνπο.  
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Θεωπήμαηα 

1. Αλ ν n είλαη ζύλζεηνο αθέξαηνο, ηόηε ν n έρεη 

δηαηξέηε πξώην αξηζκό κηθξόηεξν από ή ίζν κε 

n½. (Απόδεημε) 

1. Να δεηρηεί όηη ν 101 είλαη πξώηνο. 

 

2. Υπάξρνπλ άπεηξνη πξώηνη αξηζκνί. (Απόδεημε) 
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Ππώηοι Απιθμοί – ??? 

 Ο ιόγνο ηνπ πιήζνπο 

ησλ πξώησλ αξηζκώλ, 

πνπ δελ είλαη 

κεγαιύηεξνη από x θαη 

ηνπ x/lnx πιεζηάδεη ην 

1, θαζώο ην x απμάλεη 

ρσξίο θξάγκα. (Φσξίο 

απόδεημε :-) ) 

 

27/11/2015 8 



Βαθμιδωηή Απιθμηηική 

Αλ a,b θαη n είλαη αθέξαηνη αξηζκνί ηόηε ν a είλαη 

ηζνδύλακνο ηνπ b modulo n αλ ν n διαιρεί το a-b. 

a ≡ b (mod n) 

Επίζεο: 

a ≡ b (mod n) ↔ a mod n = b mod n 
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(a mod n) είλαη ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ a από ην n.  

a mod n = r 

 

a = dn + r γηα θάπνηνλ αθέξαην d 

31  81 (mod 2) 

31 2 81 

 

31  80 (mod 7) 

31 7 80 

Απόδειξη 



Μέγιζηορ Κοινόρ Γιαιπέηηρ 

Αλ νη a θαη b είλαη ζεηηθνί αθέξαηνη, ηόηε ππάξρνπλ 

αθέξαηνη s θαη t έηζη ώζηε ν κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο ησλ a 

θαη b gcd(a,b)=sa+tb.  
 

Απνηειέζκαηα: 

1. Αλ gcd(a,b)=1 θαη a | bc, ηόηε a | c 

2. Αλ ν p είλαη πξώηνο θαη p | a1×a2×…×an, όπνπ θάζε ai 

είλαη αθέξαηνο, ηόηε p | ai γηα θάπνην i. (κε επαγσγή) 

3. Αλ ac ≡ bc (mod m) θαη gcd(c,m)=1 ηόηε a ≡ b (mod m) 
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α, b είλαη 

ζρεηηθά πξώηνη 

αλ gcd(α,b)=1 



Ο Αλγόπιθμορ ηος Δςκλείδη 

 Δνζέλησλ ζεηηθώλ αθεξαίσλ a θαη b, λα βξνύκε 

ηνλ κέγηζην θνηλό δηαηξέηε 

 Ιδέα: 

 Αλ ν x είλαη ν κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο ησλ a θαη b, 

ηόηε ην x δηαηξεί ην r = a – kb, γηα θάπνην k. 

 Μεηώλεη ην πξόβιεκα ζηελ εύξεζε ηνπ κεγαιύηεξνπ x 

πνπ δηαηξεί ηα r θαη b 

 Επαλάιεςε 



Παπάδειγμα (1) 

 a = 15, b = 12 

  a b q  r 

  15 12 1 3  q = 15/12 = 1 

       r = 15 – 112 

  12 3 4 0  q = 12/3 = 4 

       r = 12 – 43 

 Άξα μκδ(15, 12) = 3 

 Τν b γηα ην νπνίν ην r είλαη 0 



Παπάδειγμα (2) 

 a = 35731, b = 25689 

  a b q r 

  35731 24689 1 11042 q = 35731/24689 = 1 

      r = 35731–124689 

  24689 11042 2 2,605 q = 24689/11042 = 2 

      r = 24689–211042 

  11042 2605 4 622 q = 11042/2605 = 4 

      r = 11042–42605 

  2605 622 4 117 q = 2605/622 = 4; r = 2605–4622 

  622 117 5 37 q = 622/117 = 5; r = 622–5117 

  117 37 3 6 q = 117/37 = 3; r = 117–337 

  37 6 6 1 q = 37/6 = 6; r = 37–66  

  6 1 6 0 q = 6/1 = 6; r = 6–61 



Ψεςδοκώδικαρ 

///εύπεζη μκδ ηων a και b  

rprev = 1; r = 1; 

 

while r != 0 

 rprev = r; 

 r = a % b; 

 print 'a = ', a, 'b =', b, 'q = ', a div b, 'r = ', r, endline; 

 a = b; 

 b = r; 

 

return rprev; 



[0]  = { …, -6, -3, 0, 3, 6, ..} 

[1]  = { …, -5, -2, 1, 4, 7, ..} 

[2]  = { …, -4, -1, 2, 5, 8, ..} 

 

[-6] = { …, -6, -3, 0, 3, 6, ..} 

[7]  = { …, -5, -2, 1, 4, 7, ..} 

[-1] = { …, -4, -1, 2, 5, 8, ..} 

= [0] 

= [1] 
= [2] 

Πίζω ζηο mod… 

 Κλάζειρ Ιζοδςναμίαρ mod 3 



Επεηδή κπνξνύκε λα αληηθαηαζηήζνπκε νπνηνδήπνηε κέινο 

ηεο θιάζεο κε άιιν κέινο ηεο όηαλ θάλνπκε πξόζζεζε ή 

πνιιαπιαζηαζκό mod n θαη ην απνηέιεζκα δελ ζα αιιάμεη 

Γηα λα ππνινγίζνπκε: 249 *  504  mod 251 

αξθεί       -2 * 2  = -4 = 247 

Μαο ελδηαθέξεη επίζεο επεηδή νη Υπνινγηζηέο θάλνπλ αξηζκεηηθή 

mod n, όπνπ n είλαη 232 ή 264. 

Γιαηί μαρ ενδιαθέπει; 



Ιδιόηηηερ 

a ≡ b (mod m) ↔ ∃k(a=b+km) 

 

Έζησ όηη ν m είλαη ζεηηθόο αθέξαηνο. Αλ  

a ≡ b (mod m)  

θαη  

c ≡ d (mod m),  

ηόηε  

a+c ≡ b+d (mod m) θαη ac ≡ bd (mod m)  
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Αν (x n y) και (k | n), ηόηε : x k y 
 

Παπάδειγμα: 10 6 16  10 3 16   

Απόδειξη: 

x n y  αλ θαη κόλν αλ x = in + y γηα θάπνην αθέξαην i 

Έζησ n=jk  Τόηε: 

x = ijk + y 

x = (ij)k + y   θαη άξα x k y    

Ιδιόηηηερ (2) 



Πεπεπαζμένο ζύνολο S = {0, 1, 2} 
 
 

+ και * οπίζονηαι ζηο S: 

+ 0 1 2 

0 0 1 2 

1 1 2 0 

2 2 0 1 

* 0 1 2 

0 0 0 0 

1 0 1 2 

2 0 2 1 

Αναπαπάζηαζη Σςζηήμαηορ mod 

3 



Ππάξειρ +n και *n: 

 

a +n b = (a + b mod n) 

a *n b = (a * b mod n) 

Zn = {[0], [1], [2], …, [n-1]} 

Σημειογπαθεία 



[“Κιεηζηόηεηα”]  

x, y  Zn   x +n y  Zn 

 

[“Πξνζεηαηξηζηηθή”]  

x, y, z  Zn  (x +n y) +n z = x +n (y +n z) 

 

[“Αληηκεηαζεηηθή”] 

x, y  Zn  x +n y  = y +n x  

Παπόμοιερ Ιδιόηηηερ και για *n 

Ιδιόηηηερ Ππάξεων 



ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΗ ΕΠΑΓΩΓΗ 

Απνδείμεηο ηδηνηήησλ γηα δηαθξηηά αληηθείκελα 
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Χπήζη 

Η Μαζεκαηηθή Επαγσγή ρξεζηκνπνηείηαη κόλν γηα 

ηελ απόδεημε απνηειεζκάησλ πνπ έρνπλ ιεθζεί 

κε θάπνην άιιν ηξόπν. 

 

 Δελ απνηειεί εξγαιείν αλαθάιπςεο ηύπσλ ή 

ζεσξεκάησλ 
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Αρχή της μαθηματικής επαγωγής  

 Ιδηόηεηα P(n) ζηνπο θπζηθνύο αξηζκνύο 

 Θέινπκε λα δείμνπκε όηη n P(n), όπνπ ην πεδίν 
νξηζκνύ είλαη ην ζύλνιν ησλ ζεηηθώλ αθέξαησλ 

 

Αλ 
(α) P(k) αιεζήο γηα θάπνην k ϵ N 

(β) Γηα θάζε n  k , αλ ε P(n) είλαη αιεζήο ηόηε θαη ε 
P(n+1) είλαη αιεζήο 

ηόηε ε P(n) είλαη αιεζήο γηα θάζε n  k  

 

  )())1()(()1( nnPsPsPsP 



P(n)={n3+2n δηαηξείηαη από ην 3, n ϵ N} 

 

P(1)=1+2=3 – Αληθές 

Έζησ όηη ηζρύεη ην P(n-1) 

P(n-1)= (n-1)3+2(n-1)=n3-3n2+3n-1+2n-2=  

n3-3n2+5n-3=3κ για κ ϵ N 

P(n)= (n3-3n2+5n-3)+(3n2-3n+3)=3κ+3(n2-n+1) 

Αποδείχτηκε. 
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Παπάδειγμα 



Παπάδειγμα 

 Να απνδεηρζεί όηη n < 2n. 

 

 Αλ ν p είλαη πξώηνο θαη p | a1×a2×…×an, όπνπ θάζε 

ai είλαη αθέξαηνο, ηόηε p | ai γηα θάπνην i.  

 

 Να δεηρηεί όηη ην παξαθάησ είλαη ηαπηνινγία: 
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Ιζσςπή Δπαγωγή 

Αλ 

(α) P(k) αιεζήο γηα θάπνην k ϵ N 

(β) Γηα θάζε n  k , αλ νη P(k), P(k+1),…, P(n) είλαη 

αιεζείο ηόηε θαη ε P(n+1) είλαη αιεζήο 

ηόηε ε P(n) είλαη αιεζήο γηα θάζε n  k  
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  )())1())(...)2()1((()1( nnPkPkPPPkP 



Άζκηζη 

1. Να δεηρηεί όηη αλ ν n είλαη αθέξαηνο >1 ηόηε 

κπνξεί λα γξαθεί ζαλ γηλόκελν πξώησλ 

παξαγόλησλ. 
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Ποιο είναι ηο Σθάλμα; 

Απόδειξη ότι όλα τα άλογα έχουν το ίδιο χπώμα: 

Έζησ P(n) ε πξόηαζε «Έλα ζύλνιν n αιόγσλ έρνπλ 

ην ίδην ρξώκα» 

P(1) πξνθαλώο ηζρύεη. 

Έζησ P(k). Θεσξήζηε νπνηνδήπνηε αξηζκεκέλν 

ζύλνιν k+1 αιόγσλ. Τα πξώηα k άινγα έρνπλ ην 

ίδην ρξώκα όπσο θαη ηα ηειεπηαία k άινγα έρνπλ ην 

ίδην ρξώκα. Επεηδή απηά ηα δύν ζύλνια 

επηθαιύπηνληαη ζεκαίλεη όηη θαη ηα δύν ζύλνια 

έρνπλ ην ίδην ρξώκα θαη άξα ε P(k+1) είλαη αιεζήο.  
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