
Υπολογιςτικι Γεωμετρία 

Τςίχλασ Κωνςταντίνοσ 



Σχετικά με το Μάκθμα 

• Ϊρεσ Γραφείου: Οποτεδιποτε (ςτείλτε email και 
κανονίηουμε) (ο τόποσ είναι το πρόβλθμα…) 
 

• email: tsichlas@delab.csd.auth.gr 
 

• Δικτυακόσ Τόποσ Μακιματοσ: 
http://delab.csd.auth.gr/~tsichlas/geometry.html 
 

• Ϊρεσ Μακιματοσ:  
– Τρίτθ 9:00-12:00 (Αίκουςα Γ) 

 

• Τρόποσ Εξζταςθσ:  (Αςκιςεισ (κεωρθτικζσ / 
προγραμματιςτικζσ) + Εξζταςθ) ;;;;;; 

mailto:tsichlas@delab.csd.auth.gr
http://delab.csd.auth.gr/~tsichlas/geometry.html


Υπολογιςτικι Γεωμετρία 

• Υποπεδίο τθσ Σχεδίαςησ και Ανάλυςησ 
Αλγορίθμων 

• Αςχολείται με αποδοτικζσ δομζσ δεδομζνων 
και αλγορίκμουσ για γεωμετρικά προβλιματα 

• Είναι περίπου 30 χρονϊν 

• Ξεκίνθςε κυρίωσ με το κεωρθτικό υπόβακρο 
αλλά ςταδιακά οι ερευνθτζσ αςχολοφνταν 
ολοζνα και περιςςότερο με τθν πράξθ 



CGAL 

• Computational Geometry Algorithms Library 

 

• Μία C++ βιβλιοκικθ αποδοτικϊν δομϊν 
δεδομζνων και αλγορίκμων για διάφορα 
γεωμετρικά προβλιματα.  

 

• Υποςτθρίηει ακριβείσ υπολογιςμοφσ χωρίσ 
ςφάλματα ςτρογγυλοποίθςθσ 



Υπολογιςτικι Γεωμετρία 

Η ςυςτθματικι μελζτθ αλγορίκμων και δομϊν 
δεδομζνων για γεωμετρικά αντικείμενα. 

Δύο σσστατικά μίας καλής αλγοριθμικής λύσης: 

 Κατανόθςθ των γεωμετρικϊν ιδιοτιτων 

 Κατάλλθλθ εφαρμογι αλγορικμικϊν τεχνικϊν και 
δομϊν δεδομζνων 



Ραράδειγμα  Κοντινότθτα 

Κοντινότερο δθμόςιο τθλζφωνο ςτθν πανεπιςτθμιοφπολθ; 

Διάγραμμα Voronoi 

Τριγωνοποίηςη Delaunay 



Ραράδειγμα  Σχεδιαςμόσ Κίνθςθσ 

ομπότ 

Ρωσ ζνα ρομπότ μπορεί να βρει τθ ςυντομότερθ 
διαδρομι αποφεφγοντασ τα εμπόδια; 



Εφαρμογζσ ςε Υπολογιςτικι Γραφικι 

Δθμιουργία και απεικόνιςθ ςκθνϊν.  

 Τομι γεωμετρικϊν αντικειμζνων (γραμμζσ, πολφεδρα κτλ. )  

 Εφρεςθ γεωμετρικϊν αντικειμζνων ςε περιοχζσ 

 Απόκρυψη κρυφϊν επιφανειϊν –  κακοριςμόσ του ορατοφ μζρουσ  
μίασ τριςδιάςτατθσ ςκθνισ και απόκρυψθ όλου του υπολοίπου 

 Δθμιουργία ρεαλιςτικϊν ςκθνϊν – φωτιςμόσ και ςκιζσ 

 Κινοφμενα αντικείμενα και κακοριςμόσ ςυγκροφςεων 



Εφαρμογζσ ςε ομποτικι 

Ο τρόποσ με τον οποίο το ρομπότ αντιλαμβάνεται, 
κατανοεί και αλλθλεπιδρά με το περιβάλλον του.  

 Σχεδίαςθ κίνθςθσ 

 Χειριςμόσ αντικειμζνων (π.χ. από βραχίονεσ) 

 Ρροςανατολιςμόσ μερϊν 

 Βζλτιςτθ τοποκζτθςθ 



Εφαρμογζσ ςε GIS (Γεωγραφικά 
Συςτιματα Ρλθροφοριϊν) 

Αποκικευςθ γεωγραφικϊν δεδομζνων (ςφνορα χωρϊν, 
φψοσ βουνϊν, ροι ποταμϊν, πλθκυςμόσ, δρόμοι, κ.α.) 

 Μεγάλο μζγεκοσ δεδομζνων – απαιτοφνται αποδοτικοί αλγόρικμοι 

 Αποκικευςθ γεωγραφικϊν δεδομζνων (π.χ., χάρτεσ δρόμων).  

 Ραρεμβολι ςθμείων μεταξφ κοντινϊν δειγμάτων  

 Υπζρκεςθ χαρτϊν 



Εφαρμογζσ ςε CAD/CAM 

Σχεδίαςθ προϊόντων με υπολογιςτι. 

 Τομι, ζνωςθ και αποςυναρμολόγθςθ αντικειμζνων. 

 Ζλεγχοσ προδιαγραφϊν προϊόντοσ 

 Συναρμολογική ςχεδίαςη – μοντελοποίθςθ και 
εξομοίωςθ ςυναρμολόγθςθσ. 

 Ζλεγχοσ ςχεδιαςμοφ για εγκυρότθτα.  



Επαναδόμθςθ Επιφανειϊν 

• Ψθφιοποίθςθ τριςδιάςτατων αντικειμζνων 

Stanford Bunny 



Επαναδόμθςθ Επιφανειϊν 

• Βιμα 1: Ψθφιοποίθςθ του αντικειμζνου (3d 
laser ςαρωτισ)  

ςφνολο ςημείων 
ςτο R3 



Επαναδόμθςθ Επιφανειϊν 

• Βιμα 2: Καταςκευι τριγωνοποίθςθσ 

ςφνολο τριγϊνων ςτο R3 



Επαναδόμθςθ Επιφανειϊν 

• Βιμα 3: επεξεργαςία τριγωνοποίθςθσ 
(rendering) 

ομαλή επιφάνεια ςτο R3 



Μία Κακι Τριγωνοποίθςθ 

μακριά λεπτά 
τρίγωνα 



Μία Καλι Τριγωνοποίθςθ 

Δεν υπάρχουν 
μικρζσ γωνίεσ, 
ομοιόμορφα 
τρίγωνα 



Ζλεγχοσ Σφγκρουςθσ 

Ζλεγχοσ για το αν 
δφο (πολφπλοκα) 
3d αντικείμενα 
τζμνονται.  



Ζλεγχοσ Σφγκρουςθσ 

• Ευρετικόσ κανόνασ περιβάλλοντοσ όγκου: 

– Ρροςζγγιςθ αντικειμζνων από απλά που τα 
περιβάλλουν.  

– Ραραδείγματα: κουτιά, ςφαίρεσ, ελλειψοειδι,... 

– Αν αυτά δεν τζμνονται τότε οφτε τα αντικείμενα 
τζμνονται 

– Μόνο αν αυτοί οι όγκοι τζμνονται κα 
χρθςιμοποιιςουμε πιο ακριβοφσ ζλεγχουσ τομισ 



ΤΟ ΜΟΝΤΖΛΟ 



(unit-cost) real RAM (Random Access 
Machine) 

 

• Άπειρθ ακρίβεια για κάκε αρικμό ςε 
μοναδιαίο χϊρο 

• Άμεςθ διευκυνςιοδότθςθ μνιμθσ 

• Εκτελεί όλεσ τισ βαςικζσ πράξεισ (και όχι 
μόνο) ςε O(1) χρόνο. 



ΘΕΜΕΛΙΏΔΕΙΣ ΓΕΩΜΕΤΙΚΕΣ 
ΡΑΞΕΙΣ 



Ευκφγραμμα Τμιματα & Διανφςματα (2D) 

O = (0, 0) x 

y 

𝑝1 = 𝑥1, 𝑦1  

𝑝2 = 𝑥2, 𝑦2  

𝑝1 − 𝑝2 = 𝑥1 − 𝑥2, 𝑦1 − 𝑦2  

Σθμεία 
𝑝1 

𝑝2 

𝑝1 − 𝑝2 

Διάνυςμα 
𝑝 1 

𝑝 2 

Ευκφγραμμο τμιμα 
𝑝2𝑝1 = 𝑝1𝑝2 



Εςωτερικό Γινόμενο 

x 

y 

(0, 0)  

𝜑 
𝑝1 

𝑝2 

𝑝1 ∙ 𝑝2 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 = 𝑝2 ∙ 𝑝1 = 𝑝1 𝑝2 𝑐𝑜𝑠𝜑 



Εξωτερικό Γινόμενο 

𝑎 × 𝑏 =

𝑖 𝑗 𝑘 

𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧

 

Στισ δφο διαςτάςεισ, 𝑎𝑧 = 𝑏𝑧 = 0. Άρα: 

𝑎 × 𝑏 =

𝑖 𝑗 𝑘 

𝑎𝑥 𝑎𝑦 0

𝑏𝑥 𝑏𝑦 0

= 𝑘 
𝑎𝑥 𝑎𝑦

𝑏𝑥 𝑏𝑦
  



Εξωτερικό Γινόμενο 

x 

y 

(0, 0)  

𝑝1 

𝑝2 

𝑝1 + 𝑝2 

𝑝1 × 𝑝2 είναι θ προςθμαςμζνθ 
επιφάνεια του παραλλθλόγραμμου 

𝑝1 × 𝑝2 = 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1 = −𝑝2 × 𝑝1 = 𝑝1 𝑝2 𝑠𝑖𝑛𝜑 

𝜑 

Τα 𝑝1 , 𝑝2  είναι ςυνευκειακά αν και μόνο αν 𝑝1 × 𝑝2 = 0 

𝑝1 × 𝑝2 =
𝑥1 𝑥2

𝑦1 𝑦2
= 

−
𝑦1 𝑦2

𝑥1 𝑥2
= −𝑝2 × 𝑝1 



Δεξιά ι Αριςτερά τθσ Ευκείασ; 

q 

p 

z 

0
....

....
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Σχετικά με τθ Διάταξθ 

Αντιωρολόγια διάταξθ                  Ωρολόγια Διάταξθ                                Συγγραμικά 

p 

p 

p 

0 

1 

2 

p 

p 

p 
0 

1 

2 p p 

p 
0 

1 2 

02010  pppp 02010  pppp 02010  pppp



ΚΥΤΆ ΡΕΙΒΛΉΜΑΤΑ 

Ζνα Ραράδειγμα 



Κυρτό Σφνολο & Μθ-κυρτό Σφνολο 

Μία επίπεδθ περιοχι R είναι κυρτή αν και μόνο αν για κάκε 
ηεφγοσ ςθμείων p, q  R, το ευκφγραμμο τμιμα pq κείται εντόσ 
του R.  

Διαφορετικά το αποκαλοφμε μη-κυρτό.  

Κυρτό 

p 

q 

R 1 

p 

q 

R 
2 

Μθ-κυρτό 



Κυρτό Ρερίβλθμα 

Το κυρτό περίβλημα CH(P) ενόσ ςυνόλου P είναι θ 
μικρότερη κυρτι περιοχι που περιζχει το P.  

Λαςτιχάκι 

Πταν το P είναι πεπεραςμζνο, το κυρτό του περίβλθμα είναι το 
μοναδικό κυρτό πολφγωνο του οποίου οι κορυφζσ ανικουν ςτο P και 
περιζχει όλα τα ςθμεία του P.  



Το Ρρόβλθμα του Κυρτοφ 
Ρεριβλιματοσ 

Είςοδοσ: ζνα ςφνολο P = {p1, p2, …, pn} από ςθμεία 

Ζξοδοσ: μία λίςτα κορυφϊν του CH(P) ςε ωρολόγια 
διάταξθ.  

Ραράδειγμα: 

Ζξοδοσ:  p5, p7, p10, p8, p2, p9 
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Ακμζσ του Κυρτοφ Ρεριβλιματοσ 

Για κάκε ακμι και τα δφο άκρα p, q  P.   

p 

q 

Πλα τα υπόλοιπα ςθμεία του P κείνται  

ςτθν ίδια πλευρά τθσ ευκείασ που ορίηεται από τα p και q 



1οσ Αλγόρικμοσ 

Βαςιηόμενοι ςε αυτι τθν παρατιρθςθ μπορείτε 
να ςκεφτείτε ζναν αλγόρικμο; 

p 

q 



Η Αρικμθτικι Κινθτισ Υποδιαςτολισ 
δεν Είναι Ακριβισ 

p 

r 

q 

Ζςτω ςχεδόν ςυνευκειακά ςθμεία p, q, r.  

Το p δεξιά προσ rq.   

To q δεξιά του pr.   

To r δεξιά του pq.   

Και οι τρεισ κα είναι ακμζσ του CH(P)! 

Δεν είναι ευςταθήσ – ο αλγόρικμοσ κα μποροφςε να αποτφχει λόγω 
μικρϊν αρικμθτικϊν ςφαλμάτων. 



ΑΥΞΗΤΙΚΠΣ ΑΛΓΠΙΘΜΟΣ 

Ράμε λίγο καλφτερα… 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

• Επεξεργαηόμαςτε τα ςθμεία ζνα-ζνα 

 

• Από αριςτερά προσ δεξιά 

 

• Σε δφο φάςεισ:  

– Άνω περίβλθμα (αριςτερά προσ δεξιά) 

– Κάτω περίβλθμα (δεξιά προσ αριςτερά) 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

Ταξινόμθςθ ωσ προσ x. 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p2 

S 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p3 

p2 

S 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p3 

S 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p4 

p3 

S 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p4 

p3 

S 

p5 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p5 

p3 

S 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p5 

p3 

S 

p6 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 
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p11 

p1 

p5 

p3 

S 

p6 

p7 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p5 

p3 

S 

p7 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p7 

p3 

S 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p7 

p3 

S 

p8 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p7 

p3 

S 

p8 

p9 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p7 

p3 

S 

p9 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p7 

p3 

S 

p9 

p10 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p7 

p3 

S 

p10 



Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

p7 

p8 

p9 

p10 

p11 

p1 

p7 

p3 

S 

p10 

p11 



Απόδειξθ Ορκότθτασ 

Ιςχυριςμόσ 1: Κάκε ςθμείο που διαγράφεται από τθ ςτοίβα S δεν είναι κορυφι του CH(P).  

Δφο περιπτϊςεισ όπου το pj διαγράφεται:  

Σε καμία από τισ δφο περιπτϊςεισ το pj δεν ανικει ςτο CH(P).  

Απόδειξη: 

p1 
pj 

pi pk 

p1 

pj 

pi pk 



   
Ιςχυριςμόσ 2:  Ιςχφει θ εξισ αναλλοίωτθ ιδιότθτα: Η ςτοίβα  S πάντα 
περιζχει το κυρτό περίβλθμα ςε ωρολόγια διάταξθ. 

Ζςτω ότι ιςχφει για τα ςθμεία p1,p2,…,pi-1. Για το ςθμείο pi που 
εντίκεται ςτθν S, ιςχφει: 
(από πριν κάκε ςθμείο που φεφγει από τθν S δεν ανικει ςτο CH(P).  

Η αναλλοίωτθ ιςχφει ακόμα. 

Απόδειξθ: 

Απόδειξθ Ορκότθτασ 

Με επαγωγι: 

Αρχικά: 2 ςθμεία ζχουν ωσ κυρτό περίβλθμα τον εαυτό τουσ. 

p1 
pi 

pj 

Θα ζπρεπε να υπάρχει 
ςθμείο εδϊ (άτοπο) 



Χρόνοσ Εκτζλεςθσ 

Ο χρόνοσ εκτζλεςθσ είναι O(n lg n).  

#πράξεων χρόνοσ ανά πράξθ  ςφνολο 

Push  n  O(1)               (n)                 

Pop                      n  2                    O(1)                O(n)  

Ταξινόμθςθ 1                            O(n lg n)                   O(n lg n)  

Γιατί; 

Εφρεςθ p1 1  (n)              (n) 



Κάτω Φράγμα 

Θεϊρθμα: Δεν μποροφμε να βροφμε αλγόρικμο ςτθ RAM με κόςτοσ o(nlogn). 

Απόδειξθ: 

Ζςτω τα ςθμεία x1,x2,…,xn προσ ταξινόμθςθ. Καταςκευάηουμε ςθμεία 

ςτον διςδιάςτατο χϊρο: 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖
2 .  

 
Ζςτω αλγόρικμοσ Α με T(n) χρόνο. Τότε ςε T(n) χρόνο βρίςκουμε το κυρτό 
περίβλθμα που είναι μία παραβολι. Βρίςκουμε το χαμθλότερο ςθμείο 
και απλά διατρζχουμε για να πάρουμε τθν ταξινομθμζνθ ακολουκία ςε 
χρόνο T(n)+O(n). To Τ(n) δεν μπορεί να είναι o(nlogn) αφοφ υπάρχει κάτω 
φράγμα για τθν ταξινόμθςθ τθσ τάξθσ Ω(nlogn). 



Ανάπτυξθ Γεωμετρικοφ Αλγορίκμου 

1. Γενικόσ αλγόρικμοσ 
– Ραραδοχζσ γενικισ κζςθσ (ςυνευκειακά, 

κατακόρυφα τμιματα κοκ.) 
– Σχιματα ςυμβολικισ διαταραχισ 
 

2. Αλλαγι ϊςτε να αντιμετωπίςουμε τουσ 
εκφυλιςμοφσ. 

 
3. Υλοποίθςθ 

– Ευςτάκεια 
– Αρικμθτικι ακρίβεια vs Ταχφτθτα 

 


