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Ππόβλημα 1: Πξνεπεμεξγαζία ελόο ζπλόινπ S από κε ηεκλόκελα 

επζύγξακκα ηκήκαηα ζην επίπεδν γηα ηελ απνδνηηθή ππνζηήξημε 

εξωηεκάηωλ ηεο κνξθήο: 

Επώηηζη:  δνζέληνο ελόο νξζνθαλνληθνύ παξαζύξνπ εξώηεζεο W, 

αλέθεξε όια ηα ηκήκαηα πνπ ην ηέκλνπλ (θαη ην εζωηεξηθό ηνπ). 

Παρακυρικζσ Ερωτιςεισ 



Πξνεπεμεξγαζία ελόο ζπλόινπ S από νξηδόληηα ή θάζεηα επζύγξακκα 

ηκήκαηα ζην επίπεδν γηα ηελ απνδνηηθή ππνζηήξημε εξωηεκάηωλ ηεο 

κνξθήο: 

Επώηηζη: δνζέληνο ελόο νξζνθαλνληθνύ νξζνγώληνπ παξαζύξνπ W, 

αλέθεξε όια ηα ηκήκαηα ηνπ S πνπ ηέκλνπλ ην W. 

Παρακυρικζσ Ερωτιςεισ 



ΔΖΝΔΡΑ ΔΛΑΣΘΜΆΣΩΝ 

Interval Trees 



W 

Πξνπεμεξγαζία ελόο ζπλόινπ S από νξηδόληηα ή θάζεηα 

επζύγξακκα ηκήκαηα ζην επίπεδν γηα απνδνηηθή ππνζηήξημε 

εξωηεκάηωλ ηεο εμήο κνξθήο: 

 

Επώηημα: δνζέληνο ελόο αμνλνπαξάιιεινπ παξαζύξνπ W, 

αλέθεξε όια ηα ηκήκαηα ζην S πνπ ηέκλνπλ ην W. 

Δζνδρα Διαςτθμάτων 



Έζηω S έλα ζύλνιν από n επζύγξακκα ηκήκαηα ζην επίπεδν. 

Γνζέληνο ελόο νξζνθαλνληθνύ νξζνγώληνπ παξαζύξνπ W, ηα 

ηκήκαηα ηνπ S πνπ έρνπλ ηνπιάρηζηνλ έλα άθξν εληόο ηνπ W 

κπνξνύλ λα αλαθεξζνύλ ζε O(K + log n) ρξόλν κε κία δνκή πνπ 

ρξεζηκνπνηεί Ο(nlogn) ρώξν θαη Ο(nlogn) ρξόλν πξνεπεμεξγαζίαο, 

όπνπ K είλαη ην κέγεζνο ηεο εμόδνπ.  

Μέθοδορ:   

Χξήζε 2D Δθηαζηαθώλ Γέλδξωλ ζηα άθξα ηωλ ηκεκάηωλ κε 

εθαξκνγή ηεο θιαζκαηηθήο επαιιειίαο. 

Δζνδρα Διαςτθμάτων 
Υποπρόβλθμα 



Υποππόβλημα: 
Πξνεπεμεξγαζία ζπλόινπ SH από νξηδόληηα επζύγξακκα ηκήκαηα ζην επίπεδν έηζη 

ώζηε λα αλαθέξνπκε ην ππνζύλνιν ηνπ SH πνπ ηέκλεηαη από κία κάθεηη εςθεία. 

Μέζνδνο: Χξήζε Γέλδξωλ Γηαζηεκάηωλ 

Τη γίλεηαη κε απηά πνπ ηέκλνπλ ην W αιιά δελ έρνπλ θαλέλα ζεκείν εληόο ηνπ; 

Θα πξέπεη όια λα ηέκλνπλ ηελ αξηζηεξή (πάλω) πιεπξά ηνπ W. 

W 

Δζνδρα Διαςτθμάτων 



Σςνοδεςηικέρ δομέρ ηηρ Iδιάμ : 

 Lαξηζηεξά   = ιίζηα ηκεκάηωλ ηνπ Iδιάμ ηαμηλνκεκέλα ωο πξνο ηα αξηζηεξά άθξα, 

 Lδεμηά  = ιίζηα ηκεκάηωλ ηνπ Iδιάμ  ηαμηλνκεκέλα ωο πξνο ηα δεμηά άθξα. 
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Lδεξιά = 1,2 Lδεξιά = 7,6 

Δομι 



Θεώπημα: Έλα δέλδξν δηαζηεκάηωλ γηα n νξηδόληηα 

ηκήκαηα: 

• O(n) ρώξνο 

• O(nlogn) ρξόλνο θαηαζθεπήο 

• O(K + logn) ρξόλνο εξώηεζεο 

 

[αλαθνξά όιωλ ηωλ K δηαζηεκάηωλ πνπ πεξηέρνπλ ηελ 

δνζείζα x-ζπληεηαγκέλε] 

Δζνδρο Διαςτθμάτων 



Υποππόβλημα: Αλ δελ είλαη θάζεηε γξακκή αιιά θάζεην 

επζύγξακκν ηκήκα ηόηε ηη θάλνπκε; 

q 
(qx, q’y) 

(qx, qy) 

Απιά αιιάδνπκε ηηο ζπλνδεπηηθέο δνκέο ζε θάζε θόκβν. 

Λύζη: 

Lαξηζηεξά   =  Εκηαζιακό δένδπο ζηα αξηζηεξά άθξα ηνπ Iδηάκ, 

Lδεμηά  =  Εκηαζιακό δένδπο ζηα δεμηά άθξα ηνπ Iδηάκ. 

q (-: qx]  [qy : q΄y] 

xδιάμ 

Δζνδρο Διαςτθμάτων 



Θεώπημα: Έλα δέλδξν δηαζηεκάηωλ γηα n νξηδόληηα ηκήκαηα: 

• O(nlogn) ρώξνο 

• O(nlogn) ρξόλνο θαηαζθεπήο 

• O(K + log2 n) ρξόλνο εξώηεζεο  

[αλαθνξά όιωλ ηωλ Κ δηαζηεκάηωλ πνπ ηέκλνπλ έλα θάζεην 

επζύγξακκν ηκήκα.] 

Σςνέπεια: Έζηω S έλα ζύλνιν n νξηδόληηωλ ή θάζεηωλ επζπγξάκκωλ 

ηκεκάηωλ ζην επίπεδν. Μπνξνύκε λα επεμεξγαζηνύκε ην S γηα εξωηήζεηο 

νξζνθαλνληθώλ νξζνγωλίωλ παξαζύξωλ κε ηηο εμήο πνιππινθόηεηεο: 

• O(nlogn) ρώξνο 

• O(nlogn) ρξόλνο πξνεπεμεξγαζίαο 

• O(K + log2n) ρξόλνο εξώηεζεο 

[αλαθνξά όιωλ ηωλ Κ ηκεκάηωλ πνπ ηέκλνπλ ην πξάζπξν  

εξώηεζεο] 

Δζνδρο Διαςτθμάτων 



ΠΡΟΣΕΡΑΪΚΆ ΔΖΝΔΡΑ ΑΝΑΗΙΣΘΘ 

Priority Search Trees 



P = {p1, p2, … , pn }  2.   

 
Έλα ΠΓΑ T  ζην P είλαη:  

 

• έλα δπαδηθό δέλδξν κε έλα ζεκείν αλά θόκβν, 

• έλαο ζωξόο ωο πξνο ηελ x ζπληεηαγκέλε,  

• έλα δέλδξν αλαδήηεζεο ωο πξνο ηελ y ζπληεηαγκέλε. 

Βειηίωζε ηεο πξνεγνύκελεο δνκήο: 

Η ζπλνδεπηηθή δνκή κπνξεί λα πινπνηεζεί κε έλα Πξνηεξαϊθό 

Γέλδξν Αλαδήηεζεο (ΠΓΑ) αληί ηωλ εθηαζηαθώλ δέλδξωλ. 

Προτεραϊκά Δζνδρα Αναηιτθςθσ 



pmin   ζεκείν ηνπ P κε ηελ ειάρηζηε x-ζπληεηαγκέλε. 

ymin   ειάρηζηε y-ζπληεηαγκέλε ηωλ ζεκείωλ ηνπ P 

ymax  κέγηζηε y-ζπληεηαγκέλε ηωλ ζεκείωλ ηνπ P 

 

P΄   P – {pmin} 

yδηάκ   y-δηάκεζνο ηωλ ζεκείωλ ηνπ P΄ 

Pθάηω   { p P΄  | py   yδηάκ} 

Pάλω   { p P΄  | py  > yδηάκ} 

ΠΓΑ 

ζην 

Pκάηω 

ΠΓΑ 

ζην 

Pάνω 

pmin 

ymin  ,  ymax 
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Προτεραϊκά Δζνδρα Αναηιτθςθσ 



Έλα ΠΓΑ T  ζε n ζεκεία ζην επίπεδν απαηηεί: 

 

• O(n) ρώξν 

 

• O(nlogn) ρξόλν θαηαζθεπήο: 

 είηε αλαδξνκηθά ή   
 ηαμηλόκεζε ηνπ P ωο πξνο y θαη θαηαζθεπή ηνπ T 

ζε O(n) ρξόλν από θάηω πξνο ηα πάλω. (Πώο;) 

Τα ΠΔΑ κπνξνύλ λα αληηθαηαζηήζνπλ ηα εθηαζηαθά δέλδξα ωο 

ζρεηηδόκελεο δνκέο ζηα δέλδξα δηαζηεκάηωλ. 

 

•  απινύζηεξα (όρη θιαζκαηηθή επαιιειία) 

 

•  γξακκηθόο ρώξνο γηα ζρεηηδόκελεο δνκέο. 

Απόδοςθ 



Χξήζε ηνπ ΠΓΑ γηα απάληεζε εξωηεκάηωλ ηξηώλ πιεπξώλ: 

R = (-: qx]  [qy : q΄y]  

Αλγόπιθμορ ΕπώηηζηΠΔΑ(v, R) 

Αν  v = nil  ή  pmin x(v) > qx ή ymin(v) > q΄y  ή ymax(v) < qy   

      ηόηε return 

Αν pmin x (v)  qx  θαη qy  ymin(v)  ymax(v)  q΄y 

    ηόηε  Αναθοπά.ζηο.Υποδένδπο(v, qx) 
    αλλιώρ 

          Αν pmin x(v)  R  ηόηε  αλαθνξά pmin x(v)  

          ΕπώηηζηΠΔΑ(lc(v), R) 

          ΕπώηηζηΠΔΑ(rc(v), R) 

    ηέλορ αλλιώρ 

ηέλορ 

q΄y 

qy 

R 

ymax 

ymin 

pmin 

Διαδικαςία Αναφορά.ςτο.Τποδζνδρο(v, qx) 
Αν   v=nil   τότε  return 
Αν pmin x (v)  qx  τότε 
      αναφορά pmin x(v) 
      Αναφορά.ςτο.Τποδζνδρο(lc(v), qx) 
      Αναφορά.ςτο.Τποδζνδρο(rc(v), qx) 
τζλοσ αν 
τζλοσ 

Γηαθνπηόκελε πξνδηάηαμε ζηνλ 

ζωξό: O(1 + Kv) ρξόλνο. 

v 

PST 

T v qx 



Λήμμα: Η δηαδηθαζία Report.In.Subtree(v, qx)  απαηηεί O(1 + Kv) ρξόλν γηα ηελ αλαθνξά 

όιωλ ηωλ ζεκείωλ ζην ππνδέλδξν κε ξίδα ην v ηνπ νπνίνπ νη x-ζπληεηαγκέλεο 

είλαη   qx, όπνπ Kv είλαη ην πιήζνο ηωλ αλαθεξόκελωλ ζεκείωλ. 

Θεώπημα:  Τν ΠΓΑ γηα έλα ζύλνιν P κε n ζεκεία ζην επίπεδν: 

  

• O(n) ρώξνο 

• O(nlogn) ρξόλνο θαηαζθεπήο 

• O(K + logn) ρξόλνο εξώηεζεο 

  [αλαθνξά όιωλ ηωλ K ζεκείωλ ηνπ P ζε έλα δηάζηεκα  

   R = (-: qx]  [qy : q΄y] .] 

qy q’y 

PST 



ΔΖΝΔΡΟ ΕΤΚΤΓΡΆΜΜΩΝ 
ΣΜΘΜΆΣΩΝ 

Segment Trees 



Αξρηθό πξόβιεκα: Απζαίξεηεο θαηεύζπλζεο επζύγξακκα ηκήκαηα. 

Λύζη 1:  Πεξηθξαθηηθά Οξζνγώληα.  

W W 

Χειρότερθ περίπτωςθ.  
Πολλά ψευδι κετικά. 

Δζνδρα Ευκυγραμμων Τμθμάτων 



Προςζγγιςθ Γεωμετρικοφ Τόπου 

• Κακοριςμόσ παραμετρικοφ χϊρου. 

 

• Κάκε περιοχι αντιςτοιχεί ςε ερωτιματα με 
τθν ίδια απάντθςθ. 

 

• Αν οι περιοχζσ είναι λίγεσ τότε δουλεφει καλά. 



Απζαίξεηεο θαηεύζπλζεο επζύγξακκα ηκήκαηα. 

Λύζη 2:  Χξήζε δέλδξωλ επζύγξακκωλ ηκεκάηωλ. 

 a) Τα ηκήκαηα κε άθξα εληόο ηνπ W αλαθέξνληαη κε ρξήζε  

      εθηαζηαθώλ δέλδξωλ. 

 b) Τα ηκήκαηα πνπ δελ έρνπλ άθξα εληόο ηνπ W  

      αλαθέξνληαη κε Γέλδξα Δπζύγξακκωλ Τκεκάηωλ. 

Υποππόβλημα:  Πξνεπεμεξγαζία ελόο ζπλόινπ S από n κε 

ηεκλόκελα ηκήκαηα ζην επίπεδν ζε κία δνκή δεδνκέλωλ ώζηε λα 

αλαθέξνληαη όια ηα ηκήκαηα ηνπ S πνπ ηέκλνπλ έλα δνζέλ θάζεην 

επζύγξακκν ηκήκα  

q = qx  [qy : q΄y] 

Δζνδρα Ευκφγραμμων Τμθμάτων 
(ΔΕΤ) 



Σηοισειώδη x-διαζηήμαηα ηος S 

 

 

(-: p1), [p1 : p1], (p1 : p2), [p2 : p2], … , (pm-1 : pm), [pm : pm], (pm : +).           

 

Καηαζθεπάδνπκε έλα δέλδξν αλαδήηεζεο όπνπ θάζε θύιιν αληηζηνηρεί ζε 

έλα ζηνηρεηώδεο δηάζηεκα (από αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά).  

 

Φύλλο v:     

διαζη(v)  =  ζύλνιν δηαζηεκάηωλ ηνπ S πνπ πεξηέρνπλ ην ζηνηρεηώδεο 

δηάζηεκα πνπ αληηζηνηρνύλ ζην v. 

p1 p2 p3 pm . . . 

Ιδέα 1:  Απνζήθεπζε ηνπ δηαζη(v) κε θάζε θύιιν v.  

Δζνδρα Ευκφγραμμων Τμθμάτων 
Ιδζεσ 

Φώπορ O(n2), αθνύ θάζε δηάζηεκα ηνπ S κπνξεί λα επηθαιύπηεη πνιιά 

ζηνηρεηώδε δηαζηήκαηα 



Ιδέα 2:   
 εζωηεξηθό θόκβν v:  

δηάζη(v)  =  έλωζε ζηνηρεηωδώλ δηαζηεκάηωλ ηωλ θύιιωλ-απνγόλωλ ηνπ v. 

 

Απνζήθεπζε ηνπ [x:x΄] ηνπ S ζηνλ θόκβν v αλ θαη κόλν αλ δηαζη(v)  [x:x΄] άιιά 

δηαζη(parent(v))  [x:x΄]. 

Κάζε δηάζηεκα ηνπ S απνζεθεύεηαη ζε ην πνιύ 2 θόκβνπο αλά επίπεδν (άξα 

O(logn) ζπλνιηθά). Άξα ν ρώξνο κεηώλεηαη ζε O(nlogn).  

s1 

s2 s3 s4 
s5 

s1 

s1 s1 

s5 

s3 

s4 

s3 

s2,s5 

s2,s5 

s3,s4 

Stabbing Queries? 

Γηαηξεηηθά Δξωηήκαηα; 

Δζνδρα Ευκφγραμμων Τμθμάτων 
Ιδζεσ 



s1 

s2 

s3 

s4 

s5 

v1 

v2 
v3 

S(v1) = {s3} 

S(v2) = {s1 , s2} 
S(v3) = {s5 , s7} 

s6 

s7 

Δζνδρα Ευκφγραμμων Τμθμάτων 



Σςνοδεςηική Δομή 
 είλαη έλα δέλδξν αλαδήηεζεο ηαμηλνκεκέλα ωο πξνο ηελ y 

 ζπληεηαγκέλε ηωλ δηαζηεκάηωλ ζην S(v) πνπ ηέκλνπλ ηε ιωξίδα 

 δηαζη(v)  (- : +). 

s1 

s2 

s3 

s4 

s5 

s6 

s6 

s4 

s2 

s5 

s1 

s3 

Δζνδρα Ευκφγραμμων Τμθμάτων 



Θεώπημα:   

      Τν ΓΔΤ γηα έλα ζύλνιν S κε ηεκλνκέλωλ δηαζηεκάηωλ ζην επίπεδν: 

  

• O(nlogn) ρώξνο 

• O(nlogn) ρξόλνο θαηαζθεπήο 

• O(K + log2n) ρξόλνο εξώηεζεο 

[αλαθνξά ηωλ K δηαζηεκάηωλ ηνπ S πνπ ηέκλνπλ έλα θάζεην 

επζύγξακκν ηκήκα] 

Σςνέπεια:   

 Τα ΓΔΤ κπνξνύλ λα ιύζνπλ ην πξόβιεκα ηνπ παξαζύξνπ κε ηελ 

 παξαπάλω απόδνζε, όηαλ ην παξάζπξν είλαη αμνλνπαξάιιειν 

 θαη ηα δηαζηήκαηα κε ηεκλόκελα κεηαμύ ηνπο.  

Δζνδρα Ευκφγραμμων Τμθμάτων 



1. Segment Trees can be used for multi-level data structures. 
 (a)  Let R be a set of n axis-parallel rectangles in the plane. Design a data structure 
for R such that the rectangles in R that contain a query point q can be reported 
efficiently. Analyze the amount of storage and the query time of  your data 
structure. [Hint: Use a segment tree on the x-intervals of the rectangles, and store 
canonical subsets of the nodes in this segment tree in an appropriate associated 
structure.] 
 (b)  Generalize this data structure to d-dimensional space. Here we are given a set 
of axis-parallel hyper-rectangles, i.e., polytopes of the form [x1 : x’1]  [x2 : x’2]  …  
[xd : x’d] , and we want to report the hyper-rectangles that contain a query point. 
 

2.  Let I be a set of intervals on the real line. We want to store these intervals such that 
we can efficiently determine 
(a) those intervals that are completely contained in a given interval *x : x’+. Describe 
a data structure that uses O(n log n) storage and solves such queries in O(K + log n) 
time, where K is the output size.   [Hint: Use a range tree.]  
(b) The same question as in part (a), except that we want to report the intervals that 
contain a query interval *x : x’+. 


