
Υπολογιςτικι Γεωμετρία 

Τομζσ (Τμθμάτων και Περιοχϊν) 



Υπζρκεςθ Χαρτϊν 

Σε ζνα γεωγραφικό ςφςτθμα 
πλθροφορίασ (GIS) τα δεδομζνα 
αποκθκεφονται ςε διαφορετικά 
ςτρϊματα.  
 
Ζνα ςτρϊμα είναι ζνασ 
κεματικόσ χάρτθσ, δθλαδι 
περιζχει πλθροφορία 
ςυγκεκριμζνου τφπου, π.χ. 
δρόμοι, πόλεισ, δάςθ, ποτάμια 
κοκ.  



Υπζρκεςθ Χαρτϊν 

Η υπζρκεςθ χαρτϊν είναι ο ςυνδυαςμόσ 
δφο ι περιςςοτζρων ςτρωμάτων. 
Μποροφμε να απαντιςουμε ερωτιςεισ 
όπωσ: 

 

 Ποιο είναι το ςυνολικό μικοσ δρόμων 
εντόσ του δάςουσ; 

 Ποια είναι θ καλλιεργιςιμθ ζκταςθ ςε 
απόςταςθ 1 χλμ. από ζνα ποτάμι; 

 Πόςεσ πόλεισ είναι ςε απόςταςθ 10 
χλμ. από λίμνεσ; 



Υπζρκεςθ Χαρτϊν 

Για να λφςουμε το πρόβλθμα τθσ 
υπζρκεςθσ χαρτϊν κα χρειαςτοφμε 
τουλάχιςτον να είμαςτε ςε κζςθ να 
υπολογίηουμε ςθμεία τομισ από δφο 
ςφνολα από ευκφγραμμα τμιματα (ι 
από ςφνορα μεταξφ περιοχϊν) 



Εθαξκνγέο 

•  Γραφικά: Απόκρυψθ γραμμϊν/επιφανειϊν 

•  GIS 

•  Χαρτογραφία  

•  VLSI τοποκζτθςθ κυκλωμάτων  

•  κοκ. 

Αναφορζσ: 
• [CLRS] κεφάλαιο 33 
• [M. de Berge et al] κεφάλαιο 2 
• [Preparata-Shamos’85+ κεφάλαιο 7 
• *O’Rourke’98+ κεφάλαιο 7 



ΣΟΜΉ ΕΤΘΤΓΡΆΜΜΩΝ 
ΣΜΗΜΆΣΩΝ 



Πότε Τζμνονται Δφο Ευκφγραμμα 
Τμιματα; 

Μία μζκοδοσ:  λφςθ για ςθμείο τομισ μεταξφ των ευκειϊν που περιζχουν  τα 
τμιματα και ζλεγχοσ αν αυτό το ςθμείο ανικει και ςτα δφο τμιματα.  

Στθν πράξθ, ςυχνά δφο τμιματα δεν τζμνονται.  

τάδιο 1:  απορρίπτουμε αν τα περικλείοντα κουτιά δεν τζμνονται 

Περίπτωςη 1: τα κουτιά 
δεν τζμνονται και άρα 
οφτε τα τμιματα.  

Περικλείοντα κουτιά 

(x  , y  ) 

 (x  , y ) 
2     2 

(x  , y ) 

(x  ,  y  ) 

1     1 

3     3 

4      4 

L 

M 

Το L δεξιά/αριςτερά του M; Το L πάνω/κάτω του M; 



Περικλείοντα Κουτιά 

Περίπτωςη 2: Τα κουτιά τζμνονται. Τα τμιματα μπορεί να 
τζμνονται αλλά μπορεί και όχι. Θα πρζπει να γίνει ζλεγχοσ 
ςτο ςτάδιο 2.  



Ζλεγχοσ Τομισ 

Δφο ευκφγραμμα τμιματα δεν τζμνονται αν και μόνο αν το 
ζνα τμιμα κείται αποκλειςτικά ςτθν μία πλευρά τθσ γραμμισ 
που περιζχει το άλλο τμιμα.  

p1 

p2 

p3 

p4    

𝑝2𝑝3 × 𝑝2𝑝1 > 0 

𝑝2𝑝4 × 𝑝2𝑝1 > 0 



Ζλεγχοσ Τομισ 

p1 

p2 

p3 

p4 

Δφο τμιματα τζμνονται αν και μόνο αν τα δφο παρακάτω ηεφγθ 
εξωτερικϊν γινομζνων είναι ετερόςθμα (ι ζνα είναι 0) 

p1 

p2 

p3 

p4 

𝑝4𝑝1 × 𝑝4𝑝3 και 𝑝4𝑝2 × 𝑝4𝑝3 και 

𝑝2𝑝3 × 𝑝2𝑝1 και 𝑝2𝑝4 × 𝑝2𝑝1 



n Ευκφγραμμα Τμιματα 

Είςοδοσ: ζνα ςφνολο n τμθμάτων ςτο επίπεδο.  
Ζξοδοσ: όλεσ οι τομζσ, και για κάκε τομι τα αντίςτοιχα 
ευκφγραμμα τμιματα.  



Τν Πξόβιεκα ηεο Τνκήο Επζ. Τκεκάηωλ 

Δοθένηορ ενόρ ζςνόλος L={ l1,l2, … , ln } από n 

εςθύγπαμμα ημήμαηα ζηο επίπεδο, ανέθεπε όλερ ηιρ 

ηομέρ ζηο L. (ανηίζηοισο ππόβλημα μέηπηζηρ;)  

• Απινϊθή κέζνδνο: έιεγρνο θάζε δεύγνπο ζην L ζε O(n2) ρξόλν.  

 

• Εμνδνεμαξηώκελνο (output sensitive); 

 

• Έζηω R ην ζπλνιηθό πιήζνο ηνκώλ, όπνπ 0  R  (n2).  

 

 O(n logn)       ρξόλνο γηα κέηξεζε 

 O(R + nlogn)  ρξόλνο γηα αλαθνξά (δελ ζα ην θάλνπκε) 

Θα ξεκινήζοςμε ππώηα με μία άζκηζη... 



Εηδηθή Πεξίπηωζε : Οξζνγώλην L 

Ζςτω ότι τα τμιματα L είναι αποκλειςτικά κάκετα (μπλε) ι 
οριηόντια (κόκκινα), και κάκε τομι είναι μεταξφ κόκκινου-μπλε 
ηεφγουσ.  

π.χ. VLSI 



Οξζνγώλην L 

Μζθοδοσ Επίπεδησ άρωςησ: οριηόντια ευκεία ςάρωςθσ από πάνω 
προσ τα κάτω.  

• Ενεργά τμιματα: κάκετα τμιματα που τζμνουν τθν ευκεία ςάρωςθσ. 
• Ουρά ςυμβάντων: ταξινομθμζνα ωσ προσ y τα άκρα των διαςτθμάτων (2 για 
κάκε μπλε, 1 για κάκε κόκκινο). 
• Κατάςταςθ ςαρωτικισ ευκείασ: ταξινομθμζνα ωσ προσ x τα ενεργά τμιματα 
ςε ζνα αποδοτικό λεξικό D.  

Ευκεία 
ςάρωςθσ 

b a 

c 

d 

e 

D 

b c d e 

f 

g 

h i 

a f g c e h i f d b 



Οξζνγώλην L 

b a 

c 

d 

e 

f 

g 

h i 



Αλγόριθμος Οξζνγώληα-Τνκή(L) 

   Q  {ταξινομθμζνα ωσ προσ x άκρα των L}        Ουρά ςυμβάντων ςάρωςθσ 

   D                                                                          Κατάςταςθ Σάρωςθσ  
   for   κάκε ςυμβάν (p,s)Q do                     O(n) επαναλιψεισ 

if  p είναι πάνω άκρο του s then Insert (s,D)      O(logn) χρόνοσ 

if  p είναι κάτω άκρο του s then Delete (s,D)     O(logn) χρόνοσ  

if  s οριηόντιο then RangeReport (s,D)                   O(Rs+ logn) χρόνοσ 

end 

RangeReport (s,D) 
O(Rs+ logn) χρόνοσ 

Rs = #  με s 

D 

s1 s2 

s 

s2 s1 

Συνολικόσ χρόνοσ = O(nlogn + s(Rs+ logn)) = O(R + nlogn). 



Πίςω ςτθ Γενικι Περίπτωςθ 

s1 

s2 s3 

s4 

s5 

s6 
s7 

s8 

Παρατήρηςη:  
 
Δφο τμιματα μποροφν 
να τζμνονται αν 
επικαλφπτονται ωσ προσ 
τθν y-ςυντεταγμζνθ και 
είναι γειτονικά ωσ προσ 
τθ x-ςυντεταγμζνθ ςε 
αυτι τθ y-ςυντεταγμζνθ.  



Εκφυλιςμοί 

s1 

s2 s3 

s4 

s5 

s6 s7 

s8 

Εκφυλιςμοί:  
 
1. Κανζνα τμιμα δεν 
είναι οριηόντιο 
 

2. Δφο οποιαδιποτε 
τμιματα τζμνονται το 
πολφ ςε ζνα ςθμείο 
 

3. Δεν υπάρχει τριάδα 
τμθμάτων που να 
τζμνονται ςε κοινό 
ςθμείο 



Σάρωςθ 

s1 

s2 s3 

s4 

s5 

s6 

s7 

s8 

Υπολογιςμζνα 

Δεν ζχουν υπολογιςκεί ακόμα 

Κατάςταςθ 
Σάρωςθσ 



Κατάςταςθ Σάρωςθσ και Συμβάντα 

Η κατάςταςθ τθσ ευκείασ ςάρωςθσ ςτθν 
τρζχουςα κζςθ τθσ ευκείασ είναι το ςφνολο των 
τμθμάτων που τζμνουν τθν ευκεία ςάρωςθσ 
διατεταγμζνα από αριςτερά προσ τα δεξιά.  

 

Τα ςυμβάντα ςυμβαίνουν όταν μεταβάλλεται θ 
κατάςταςθ και παράγεται ζξοδοσ. 

 

ςυμβάν ≈ y-ςυντεταγμζνη όπου κάτι 
ενδιαφζρον ςυμβαίνει 



Σάρωςθ 

s1 

s2 s3 

s4 

s5 

s6 

s7 

s8 

Πρόςκεςθ s1 

Πρόςκεςθ s2 

Πρόςκεςθ s3 

Αναφορά τομισ 
s1  και s3 

Πρόςκεςθ s4 

Αφαίρεςθ s2 κοκ. 



Συμβάντα 

Ζνα ςυμβάν υπάρχει όταν θ ευκεία ςάρωςθσ 
είναι: 
 

– ζνα πάνω άκρο του ευκφγραμμου τμιματοσ 

– ζνα κάτω άκρο του ευκφγραμμου τμιματοσ 

– ζνα ςθμείο τομισ 
 

Σε κάκε περίπτωςθ θ κατάςταςθ μεταβάλλεται. 
Στθν τρίτθ περίπτωςθ μάλιςτα παράγουμε και 
ζξοδο.  



Καταςταςιακι Δομι 

Χρθςιμοποιοφμε ζνα ηυγιςμζνο δυαδικό δζνδρο με τα ευκφγραμμα 
τμιματα ςτα φφλλα ωσ τθ καταςταςιακι δομι. 



 Παράδειγμα 

K 

L O 

N M 

K 

L 

N 

O 

L K 

M N 

O 

Καταςταςιακι δομι 



Συμβάντα και Αλλαγι Κατάςταςθσ 

• ζνα πάνω άκρο του ευκφγραμμου τμιματοσ 

– Ζνκεςθ του νζου τμιματοσ ςτθν δομι 

 

• ζνα κάτω άκρο του ευκφγραμμου τμιματοσ 

– διαγραφι του υπάρχοντοσ τμιματοσ από δομι 

 

• ζνα ςθμείο τομισ 

– ανταλλαγι δφο γειτονικϊν φφλλων 

 



Εφρεςθ Συμβάντων 

Πριν τθν εκκίνθςθ του αλγορίκμου ςάρωςθσ 
γνωρίηουμε όλα τα ςυμβάντα που αντιςτοιχοφν ςε 
πάνω και κάτω άκρα διαςτθμάτων.  

 

Πϊσ όμωσ βρίςκουμε τα ςυμβάντα που 
αντιςτοιχοφν ςε ςθμεία τομισ; 

 

Δφο ευκφγραμμα τμιματα τζμνονται μόνο όταν 
είναι οριηόντιοι γείτονεσ. 



Εφρεςθ Συμβάντων 

Λήμμα: Δφο ευκφγραμμα 
τμιματα si and sj τζμνονται 
μόνο μετά αφοφ γίνουν 
οριηόντιοι γείτονεσ.  

Απόδειξη: Φανταςτείτε ότι θ 
ευκεία ςάρωςθσ είναι μόλισ 
πιο πάνω από το ςθμείο τομισ 
του si και sj, αλλά κάτω από 
κάκε άλλο ςυμβάν.  



Ουρά Συμβάντων 

Η Ουρά Συμβάντων είναι ζνα ηυγιςμζνο δυαδικό 
δζνδρο αφοφ κατά τθ διάρκεια τθσ ςάρωςθσ 
ανακαλφπτουμε νζα ςυμβάντα που κα γίνουν 
αργότερα.  

 

Γνωρίηουμε τα ςυμβάντα των άκρων εκ των 
προτζρων αλλά βρίςκουμε τα ςυμβάντα των τομϊν 
όταν τα αντίςτοιχα τμιματα είναι οριηοντίωσ 
γειτονικά.  



Δομι Αλγορίκμου 

Αλγόριθμοσ ΕφρεςθΣθμείωνΤομισ(S) 

Είςοδοσ: Ζνα ςφνολο S τμθμάτων ςτο επίπεδο. 

Ζξοδοσ: Τα ςθμεία τομισ μεταξφ των τμθμάτων του S, και τα τμιματα 
που τα αποτελοφν. 

 

1. Κενι ουρά ςυμβάντων Q. Ζνκεςθ των άκρων των τμθμάτων του S 
μαηί με τα αντίςτοιχα τμιματα για το άνω άκρο. 

2. Αρχικοποίθςθ τθσ καταςταςιακισ δομισ T 

3. ενόςω θ Q δεν είναι άδεια 

4.   do κακόριςε το επόμενο ςυμβάν p ςτο Q και διζγραψζ το 

5.    ΧειριςμόσΣθμείουΣυμβάντοσ(p) 



Χειριςμόσ Συμβάντων 

Αν ζνα ςυμβάν αναφζρεται ςε άνω 
άκρο τότε: 

1. Αναηιτθςε p ςτο T, και ζνκεςε το 
s 

2. Αν το s τζμνει τον αριςτερό 
γείτονα ςτο T, τότε κακορίηουμε 
το ςθμείο τομισ και το ενκζτουμε 
ςτθν Q 

3. Αν θ s τζμνει τον δεξιό γείτονα 
ςτο T, τότε κακόριςε το ςθμείο 
τομισ και ζνκεςζ το ςτθν Q 



Χειριςμόσ Συμβάντων 

Αν το ςυμβάν είναι ζνα κάτω άκρο 
τότε: 

1. Αναηιτθςε το p ςτο T, και 
διζγραψε το s 

2. Ζςτω sl και sr ο αριςτερόσ και ο 
δεξιόσ γείτονασ του s ςτο T (πριν 
τθ διαγραφι). Αν τζμνονται κάτω 
από τθν ευκεία ςάρωςθσ, τότε 
ζνκεςε το ςθμείο τομισ ωσ 
ςυμβάν ςτθν Q 



Χειριςμόσ Συμβάντων 

Αν το ςυμβάν είναι ζνα ςθμείο τομισ τότε: 

 

1. Αντάλλαξε τα s και sϋ ςτο T 

2. Αν το sϋ και ο νζοσ αριςτερόσ του 
γείτονασ ςτο T τζμνονται κάτω από 
τθν ευκεία ςάρωςθσ τότε ζνκεςζ το 
ςθμείο τομισ ςτθν Q 

3. Αν το s και ο νζοσ δεξιόσ του γείτονασ 
ςτο Τ τζμνονται κάτω τθσ ευκείασ 
ςάρωςθσ τότε ζνκεςε το ςθμείο τομισ 
ςτθν Q 

4. Ανζφερε το ςθμείο τομισ 



Αποςαφθνίςεισ… 

1. Μπορεί να ςυμβαίνει 
ότι δφο νζοι γείτονεσ 
να ζχουν ιδθ ςθμείο 
τομισ πάνω από τθν 
ευκεία ςάρωςθσ; 

 

2. Μπορεί να ςυμβεί να 
ενκζςουμε ζνα 
ςυμβάν ςτθν Q που 
να ζχει ιδθ εντεκεί; 



Απόδοςθ 

Πόςοσ χρόνοσ απαιτείται για ζνα ςυμβάν; 

 

1. Το πολφ μία αναηιτθςθ ςτο T και/ι μία ζνκεςθ, 
διαγραφι ι ανταλλαγι 

2. Εφρεςθ το πολφ δφο γειτόνων ςτο T 

3. Το πολφ μία διαγραφι και δφο ενκζςεισ ςτθν Q 

 

Αφοφ τα T και Q είναι ηυγιςμζνα δυαδικά δζνδρα, ο 
χειριςμόσ κάκε ςυμβάντοσ απαιτεί O(logn) χρόνο 



Πλικοσ Συμβάντων 

 

2n για τα κάτω και άνω άκρα 

k για το πλικοσ των ςθμείων τομισ, αν 
υπάρχουν k ςυνολικά ςθμεία τομισ 

 

Συνολικά: O(n+k) ςυμβάντα 



Απόδοςθ 

Η αρχικοποίθςθ απαιτεί O(nlogn) χρόνο 

(τοποκζτθςθ όλων των άνω και κάτω άκρων ςτθν 

Q) 
 

Κάκε ζνα από τα O(n+k) ςυμβάντα απαιτεί O(logn) 

χρόνο 

Άρα ο αλγόρικμοσ απαιτεί O((n+k)logn) χρόνο 

Αν k = O(n), τότε O(nlogn). Αν το k είναι τεράςτιο 

τότε ο O(n2) αλγόρικμοσ είναι πιο αποδοτικόσ 



Χϊροσ;;; 

Η ουρά ςυμβάντων Q μπορεί να αποκθκεφει 
O(n+k) ςυμβάντα, δθλαδι O(n2). Πϊσ πετυχαίνω 
O(n) χϊρο; 

 

Απάντθςθ: αποκικευςθ των ςυμβάντων που 
αφοροφν τομζσ μόνο μεταξφ γειτονικϊν κάκε 
φορά τμθμάτων. 



Εκφυλιςμοί 

Για δφο διαφορετικά ςυμβάντα με ίδια y-
ςυντεταγμζνθ, τα αντιμετωπίηουμε από 
αριςτερά προσ τα δεξιά: το «άνω» άκρο ενόσ 
οριηόντιου τμιματοσ κα είναι το αριςτερό άκρο.  



Εκφυλιςμοί 

Ζςτω U(p) και L(p) τα ευκφγραμμα τμιματα που 
ζχουν το p ωσ άνω και κάτω άκρο αντίςτοιχα, 
ενϊ το C(p) είναι το ςφνολο των τμθμάτων που 
εμπεριζχουν το p 



Τι Αναφζρουμε; 

Πόςο αποδοτικά διαχειριηόμαςτε αυτι τθν περίπτωςθ; 
 

Αν |U(p)|+|L(p)|+|C(p)| = m, τότε το ςυμβάν απαιτεί 
O(mlogn) χρόνου.  
 

Τι αναφζρουμε; 

o Το ςθμείο τομισ 

o Κάκε ηεφγοσ από τεμνόμενα τμιματα 

o Το ςθμείο τομισ και κάκε τμιμα που ςυμμετάςχει 
 

Το μζγεκοσ τθσ εξόδου για αυτό το ςυμβάν είναι O(1), O(m2) ι 
O(m) αντίςτοιχα.  

Μπορεί να αποδειχκεί ότι Σm=Ο(n+I), όπου I το 
πλικοσ των τομϊν. Άρα ο αλγόρικμοσ απαιτεί 

Ο((n+I)logn) χρόνο. 



Μζκοδοσ Σάρωςθσ 

Για κάκε αλγόρικμο ςάρωςθσ: 

 Ορίηουμε τθν κατάςταςθ 

 Επιλογι τθσ καταςταςιακισ δομισ και τθσ ουράσ 

ςυμβάντων 

 Διαχείριςθ ςυμβάντων 

 Για τθν ανάλυςθ, κα πρζπει να κακορίςουμε το 

πλικοσ των ςυμβάντων και πόςο χρόνο 

απαιτοφν 

Τζλοσ, αςχολοφμαςτε με τουσ εκφυλιςμοφσ 



ΕΠΚΠΕΔΕ ΤΠΟΔΙΑΙΡΖΕΙ 

Μόνο τον τρόπο αποκικευςθσ κα δοφμε… 



Επίπεδε Υπνδηαίξεζε 

Ορίηονται από επίπεδεσ εναποτυπϊςεισ γραφθμάτων. 

Συνεκτικό αν το αντίςτοιχο γράφθμα είναι ςυνεκτικό.  
ακμι 

κορυφι 

οπι ςτθν f 

ζδρα f 

μθ ςυνεκτικι υποδιαίρεςθ 

Πολυπλοκότητα = #κορυφϊν + #ακμϊν + #εδρϊν 

Τυπικζσ πράξεισ: 

Διαπζραςθ του ςυνόρου μίασ ζδρασ 

Προςπζλαςθ ζδρασ από μία γειτονικι 
τθσ διαμζςου τθσ κοινισ τουσ ακμισ 

Προςπζλαςθ όλων των ακμϊν που 
πρόςκεινται ςε μία κορυφι. 



Δηπινζπλδεδεκέλνο Καηάινγνο 

Αθκώλ 
Αποκικευςθ γεωμετρικισ και τοπολογικισ πλθροφορίασ. 

Για διαπζραςθ ςυνόρου ζδρασ με αντιωρολόγια φορά ζχουμε:  

ζναν δείκτθ ςτθν επόμενθ ακμι 

ζναν δείκτθ ςτθν προθγοφμενθ ακμι 

 Κάκε ακμι ζχει 2 διαφορετικζσ θμιακμζσ (δίδυμεσ) με αντίκετθ φορά. 

e 

Twin(e) 

Next(e) 
Prev(e) 

v 
w 

Η ακμι e ζχει αφετηρία v και απόληξη w.  
Η ακμι Twin(e) ζχει αφετθρία w και απόλθξθ v.  

f Για κάκε ζδρα f αποκικευςε ζναν δείκτθ ςε μία 
αυκαίρετθ θμιακμι ςτο ςφνορό τθσ. 

Από αυτι τθν θμιακμι διαπζραςε το ςφνορο τθσ 
ζδρασ με αντιωρολόγια φορά μζςω τθσ επόμενθσ.   

Αν δεν υπάρχει οπι τότε όλα είναι ΟΚ. 



Οπέο 

Οι ακμζσ ςτο ςφνορο μίασ οπισ διατρζχονται με 
ωρολόγια φορά ϊςτε θ ζδρα να είναι πάντα 
αριςτερά. 

οπι 

Μία ζδρα πάντα κείται αριςτερά από κάκε θμιακμι 
ςτο ςφνορό τθσ.  

Για να διατρζξουμε τθν ζδρα, χρειαηόμαςτε ζναν 
δείκτη ςε μία ημιακμή από το εξωτερικό ςφνορό τησ 
και ζναν δείκτη ςε κάθε εςωτερικό ςφνορο.  

Χρειαηόμαςτε ζναν δείκτθ ςε κάκε απομονωμζνθ 
κορυφι τθσ ζδρασ.  

απομονωμζνθ κορυφι 



Δνκή ηνπ Δηπινζπλδεδεκέλνπ 

Καηαιόγνπ 

Κάκε κορυφι v 

Συντεταγμζνεσ(v)  

ΠροςπίπτουςαΑκμι(v) – δείκτθσ ςε αυκαίρετθ θμιακμι με αφετθρία τθν v. 

Κάκε ζδρα f 

ΖξωΣυνιςτϊςα(f) – δείκτθσ ςε κάποια θμιακμι του εξωτερικοφ ςυνόρου 

Ζςω Συνιςτϊςεσ(f) – ζνασ κατάλογοσ δεικτϊν προσ θμιακμζσ ςτο ςφνορο 
κάκε μίασ από τισ οπζσ τθσ ζδρασ.  

Κάκε ακμι e 

Αφετθρία(e)  

Δίδυμθ(e)  

Επόμενθ(e)  

Προθγοφμενθ(e)  

// θ πλθροφορία εξαρτάται από # εςωτερικϊν ςυνιςτωςϊν. 

// O(1) πλθροφορία 

// O(1) πλθροφορία 

// κάκε ακμι δείχνεται το πολφ μία φορά από τον  
// κατάλογο  Ζςω-Συνιςτϊςεσ. 

Συνολικόσ χϊροσ: O(#κορυφζσ + #ακμζσ + #ζδρεσ) 



Παξάδεηγκα 

2v1v

3v

4v

2f

1f
1v

ae ,2

ae ,1

be ,1

be ,2

ae ,3

ae ,4
be ,4

be ,3

Ημιακμι    Αφετθρία  Δίδυμθ  Προςπ. Ζδρα   Επόμενθ    Προθγ. 

1v (0,4) ae ,1

2v

3v

4v

(2,4) 

(2,2) 

(1,1) 

be ,4

ae ,2

be ,2

Ζδρα    ΖξωΣυνιςτϊςα         ΖςωΣυνιςτϊςεσ 

1f

2f

nil 

nil ae ,4

ae ,1

3v

2v

4v

3v

1v

3v

2v

ae ,1

be ,1

ae ,2

be ,2

ae ,3

be ,3

ae ,4

be ,4

be ,1

ae ,1

be ,2

ae ,2

be ,3

ae ,3

be ,4

ae ,4

1f

2f

1f

1f

1f

1f

2f

2f

Κορυφι  Συντεταγμζνθ Προςπ. Ακμι 

ae ,3

ae ,4

be ,4

ae ,2

be ,2

be ,1

be ,3

ae ,1

be ,4

be ,3

be ,2

ae ,3

ae ,1

ae ,4

be ,1

ae ,2

Πϊσ βρίςκουμε όλεσ τισ προςπίπτουςεσ ακμζσ ςε μία κορυφι; 



Υπέξζεζε 2 Υπνδηαηξέζεωλ 

1S

Η υπζρκεςθ είναι μία καινοφργια υποδιαίρεςθ 

Διπλοςυνδεδεμζνοσ  
κατάλογοσ 1 (ΔΚ1) 

2S (ΔΚ2) 



Το Πρόβλθμα τθσ Υπζρκεςθσ 

Υπολογιςμόσ ενόσ διπλοςυνδεδεμζνου καταλόγου για τθ νζα επίπεδθ 
υποδιαίρεςθ. 

Κάκε ζδρα κα ζχει ωσ ετικζτα τισ ετικζτεσ των εδρϊν από τισ δφο 
αρχικζσ επίπεδεσ υποδιαιρζςεισ. 

f 
g (f,g) 

Οι εγγραφζσ θμι-ακμϊν 
επαναχρθςιμοποιοφνται αφοφ δεν 
τζμνονται από αυτζσ τθσ άλλθσ 
υποδιαίρεςθσ.  

1S
2S

Νζεσ εγγραφζσ για θμι-ακμζσ πρζπει να 
παραχκοφν. 

νζα τομι 



Η Γενικι Προςζγγιςθ 

Αρχικά, αντιγράφουμε τουσ ΔΚ των δφο υποδιαιρζςεων. 

Μετατρζπουμε το αποτζλεςμα ςε μία ζγκυρθσ μορφισ ΔΚ για τθν νζα 
υποδιαίρεςθ. 

 Υπολογίςουμε τισ τομζσ των ακμϊν των δφο διαφορετικϊν 
υποδιαρζςεων. 

 Συγχωνεφουμε κατάλλθλα τα μζρθ των δφο ΔΚ. 

1. Εγγραφζσ κορυφϊν και θμι-ακμϊν. 

2. Εγγραφζσ εδρϊν. 

Ιδζα: Αλγόρικμοσ επίπεδθσ ςάρωςθσ (ςτθν ουςία τροποποιοφμε τον αλγόρικμο 
εφρεςθσ τομϊν). 



Επίπεδθ Σάρωςθ 

νζα τομι 

ΔΚ1  
ΔΚ2  

ΔΚ για τθν νζα 
υποδιαίρεςθ 

Αναλλοίωτη ιδιότητα: 
το μζροσ τθσ 
υποδιαίρεςθσ 
αριςτερά τθσ γραμμισ 
ςάρωςθσ ζχει 
υπολογιςκεί ςωςτά. 



Σθμείο Συμβάν 

Ενθμζρωςθ τθσ ουράσ ςυμβάντων και τθσ καταςταςιακισ όπωσ ςτον 
αλγόρικμο τομισ διαςτθμάτων.   

Αν το ςθμείο-ςυμβάν είναι: 

Κορυφή γειτονικι προσ ακμζσ ίδιασ υποδιαίρεςθσ τότε 

Δεν χρειάηεται κάτι! 

Σομή ακμϊν από διαφορετικζσ υποδιαιρζςεισ. 

Σφνδεςθ ΔΚ1 και ΔΚ2 ςτο ςθμείο τομισ.  

Επεξεργαηόμαςτε όλεσ τισ περιπτϊςεισ. 



Τρεισ Περιπτϊςεισ Τομϊν 

Κορυφή-Ακμή:  μία ακμι από τθ μία υποδιαίρεςθ 
περνά από μία κορυφι από τθν άλλθ. 

Ακμή-ακμή: δφο ακμζσ από διαφορετικζσ 
υποδιαιρζςεισ τζμνονται. 

Κορυφή-Κορυφή:  δφο κορυφζσ από διαφορετικζσ 
υποδιαιρζςεισ ςυμπίπτουν. 

Οι άλλεσ 2 περιπτϊςεισ δεν 
είναι πιο δφςκολεσ από αυτι. 



Ενθμζρωςθ Κορυφι-Ακμι 

Μία ακμι τθσ μίασ υποδιαίρεςθσ περνά από κορυφι τθσ άλλθσ. 

Πριν: 

Μετά:  

4 νζεσ θμι-ακμζσ 

2 παλιζσ θμι-ακμζσ 



Πράξεισ κατά τθν Ενθμζρωςθ 

v 

ae

be

be'
ae'

ae" be"

1.   Η ακμι e διαςπάται ςε δφο ακμζσ e και e 
ςτθν τομι v. 

u 

w 

4. Δθμιουργία των δίδυμων θμι-ακμϊν με τθν v 
ωσ αφετθρία και ενθμζρωςθ των αντίςτοιχων 
δεικτϊν. 

2.   Ημι-ακμι e   = (u, w) ςε e  = (u, v).   a a 

3.   Ημι-ακμι  e  = (w, u) ςε e  = ( w, v).  
b b 

5. Next(e  )   Next(e   ) 
       Next(e  )  Next(e   ) 
       Prev(Next(e  ))  e 
       Prev(Next(e  ))  e 

a b 

b b 

b 

b a 

b 
       Prev(e  )   Prev(e   ) 
       Prev(e  )  Prev(e   ) 
       Next(Prev(e  ))  e 
       Next(Prev(e  ))  e 

b a 

a a 

a 

a b 

a 



Πράξεισ κατά τθν Ενθμζρωςθ 

v 

be'

ae'

ae" be"

u 

w 

Θζτουμε τουσ δείκτεσ Next και Prev των 4 νζων θμι-
ακμϊν. 

Θζτουμε τουσ Next και Prev των τεςςάρων θμι-
ακμϊν (κόκκινεσ) που πρόςκεινται ςτθν v από τθν 
άλλθ υποδιαίρεςθ. 

Αφοφ θ e  ζχει κατάλθξθ τθν v, κα πρζπει να 
κζςουμε το δείκτθ Next ςτθν επόμενθ ακμι 
τθσ αντίςτοιχθσ ζδρασ 

a 

Αυτι κα είναι θ πρϊτθ θμι-ακμι κατά τθν 
ωρολόγια  διάταξθ από τθν e   με αφετθρία τθν v.  a 

π.χ. 

Πϊσ τθ βρίςκουμε από τον ΔΚ; 



Κόςτοσ Ενθμζρωςθσ Εγγραφϊν Κορυφισ και 
Ημι-Ακμϊν 

Η εφρεςθ τθσ κζςθσ των e, e ςτθν κυκλικι διάταξθ γφρων από τθν 
v απαιτεί γραμμικό χρόνο ωσ προσ το βακμό deg(v).  

Κάκε μία από τισ άλλεσ πράξεισ απαιτεί χρόνο Ο(1).  

O(m) χρόνοσ όπου m = # ακμϊν που πρόςκεινται ςτο ςθμείο-ςυμβάν κατά 
τθ ςάρωςθ.  

Γενικεφεται ςτισ περιπτϊςεισ κορυφισ-κορυφισ και ακμισ-ακμισ. 

Η ενθμζρωςθ των εγγραφϊν κορυφϊν και θμι-ακμϊν δεν αυξάνει  
τον αςυμπτωτικό χρόνο εκτζλεςθσ του αλγορίκμου εφρεςθσ τομϊν. 

O(n logn + k log n) 

Συνδυαςμζνθ πολυπλοκότθτα 
των 2 υποδιαιρζςεων 

πολυπλοκότθτα τθσ 
υποδιαίρεςθσ 

κάκε τομι είναι κορυφι ςτθν 
νζα υποδιαίρεςθ 



Ενθμζρωςθ Εδρϊν 

Για κάκε ζδρα f  : 

 ΖξωΣυνιςτϊςα(f) 
 
 ΖςωΣυνιςτϊςεσ(f)  
 
 Προςπ. Ζδρα(e)  f για κάκε θμι-ακμι e που όρίηει μία ζδρα. 
 
 ετικζτα  f ωσ (F, G) όπου F και G είναι οι ζδρεσ των δφο αρχικϊν 
υποδιαιρζςεων που περιζχουν τθν f.  

#εγγραφϊν εδρϊν = 1 + #κφκλοι εξωτερικϊν ορίων 

Εφκολα βρίςκουμε τουσ κφκλουσ εξωτερικϊν ορίων από τον ΔΚ. 



Θεϊρθμα 

Η υπζρκεςθ δφο επίπεδων υποδιαιρζςεων με 
ςυνδυαςμζνθ πολυπλοκότθτα n μπορεί να 
καταςκευαςτεί ςε χρόνο O(n log n + k log n), όπου 
k είναι θ πολυπλοκότθτα τθσ υπζρκεςθσ. 



Λογικζσ Πράξεισ 

Πράξεισ ςε πολυγωνικζσ περιοχζσ: 

P 
Q 

P  Q 

P – Q 

P  Q 

Σα P  Q, P  Q, και P – Q μποροφν να υπολογιςκοφν ςε χρόνο O(n log n + k log n).  

n κορυφζσ ςυνολικά 
k πολυπλοκότθτα υποδιαίρεςθσ 

ζδρεσ με ετικζτα (P, Q) 

ζδρεσ με ετικζτα (P, C  )  

ζδρεσ με ετικζτα (P, Q), 
(P, C  ) ι (Q, C  )    


