
Τπολογιςτικι Γεωμετρία 

Σριγωνοποίθςθ Απλϊν Πολυγϊνων 
(Art Gallery Problem) 



Αναθορές: 
 

•  [M. de Berg et al] Κεφάλαιο 3 
•  [Preparata-Shamos’85+ Κεφάλαιο 6 
•  *O’Rourke’98+ Κεφάλαιο 1 

 
 

Εφαρμογζσ: 
    
 Γραφικά: Ray Shooting 
 Ρομποτικι: Γεωδεςικά ελάχιςτα μονοπάτια ςε πολφγωνα, 

ορατότθτα 
 GIS: Αναηιτθςθ ςθμείου ςτο επίπεδο 
 . . . 



Τριγωνοποίηζη Απλών Πολσγώνων 

Φσλάζζονηας μια Πινακοθήκη (art gallery) 



Απλά Πολφγωνα 

ΝΑΙ 
ΟΧΙ 

ΟΧΙ 

Περικλείονται από μία 
μοναδικι κλειςτι 
αλυςίδα που δεν 
περιζχει τον εαυτό τθσ. 

Οπι 



Το Πρόβλημα ηης Πινακοθήκης 

Πόςεσ κάμερεσ χρειαηόμαςτε για μία πινακοκικθ και πωσ 
αποφαςίηουμε ςχετικά με τθν τοποκζτθςι τουσ;  
 
• Είναι NP-δφςκολο να υπολογίςουμε το ελάχιςτο πλικοσ από 
κάμερεσ για ζνα αυκαίρετο απλό πολφγωνο. [Aggarwal 1984]. 
 
• Ζςτω P ζνα απλό πολφγωνο με n κορυφζσ. 
 
• Αν το P είναι κυρτό τότε μία κάμερα ςτο εςωτερικό του P είναι 
αρκετι. 
 
• n κάμερεσ για το P είναι πάντα αρκετζσ αφοφ μποροφμε να 
τοποκετιςουμε μία κάμερα ςε κάκε κορυφι.  
 
• Μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε < n κάμερεσ; ΝΑΙ, με 
τριγωνοποίθςθ του P. 



Ζνα απλό πολφγωνο P 



Μία τριγωνοποίθςθ του P 



Δυϊκό δζνδρο τθσ τριγωνοποίθςθσ 



Διαγώνιοσ ενόσ απλοφ πολυγϊνου P:  ζνα ευκφγραμμο τμιμα μεταξφ δφο 
μθ γειτονικϊν κορυφϊν του P που κείται εντελϊσ εντόσ του P. 

ΝΑΙ 
ΟΧΙ 

Απόδειξθ:  Ζςτω x μία οποιαδιποτε κυρτι κορυφι 
            (π.χ. , θ χαμθλότερθ και πιο αριςτερά). 
 
            (a) το yz  είναι μία διαγϊνιοσ       (b) το xw  είναι μία διαγϊνιοσ 

x 

y 

z 

x 

y 

z 

w 

[το ςκιαςμζνο τρίγωνο δεν περιζχει άλλθ κορυφι του πολυγϊνου] 

ΛΗΜΜΑ 1 Κάκε απλό n-πολφγωνο με n>3 ζχει τουλάχιςτον μία διαγϊνιο. 
Αυτι θ διαγϊνιοσ μπορεί να βρεκεί ςε O(n) χρόνο. 



Απόδειξθ:  επαγωγι ςτο n. 
 
Βάςθ (n=3): Προφανζσ. 
 
Επαγωγικό βιμα (n>3): Η διαγϊνιοσ d χωρίηει το P ςε απλά πολφγωνα P1 & P2 με n1 & n2 

κορυφζσ, όπου θ d είναι κοινι ακμι.   n = n1+n2 -2. 
 
Οι τριγωνοποιιςεισ T1 & T2  των P1 & P2  υπολογίηονται αναδρομικά.  
Ζπειτα κζτουμε T = T1T2  με d ωσ επιπλζον διαγϊνιο.  
 
υνολικόσ χρόνοσ: Time(n) = Time(n1) + Time(n2) + O(n) = O(n2). 
 
Από επαγωγικι υπόκεςθ:  
       Σο T1 ζχει n1–3 διαγϊνιουσ και n1–2 τρίγωνα, 
       Σο T2 ζχει n2–3 διαγϊνιουσ και n2–2 τρίγωνα, 
Αυτό ςθμαίνει: 
       Σο T ζχει n–3 διαγϊνιουσ και n–2 τρίγωνα. 

P1 

P2 

P 

d 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2  Κάκε απλό n-πολφγωνο P επιδζχεται τουλάχιςτον μία 
τριγωνοποίθςθ. Αυτι θ τριγωνοποίθςθ T μπορεί να υπολογιςκεί ςε O(n2) 
χρόνο. Κάκε Σ ζχει n-3 διαγϊνιουσ και n-2 τρίγωνα. 

Άρα, n-2 κάμερεσ είναι 
αρκετζσ. Μποροφμε 

καλφτερα; 



Ικάνθ: 
1. T = μία τριγωνοποίθςθ του n-πολυγϊνου. 
2. Χρωματιςμόσ με 3 χρϊματα των κορυφϊν του T (όλεσ οι κορυφζσ ενόσ 

τριγϊνου ζχουν διαφορετικά χρϊματα). Ζνα DFS ςτο δυϊκό δζνδρο του Τ 
είναι αρκετό. 

3. Επζλεξε το χρϊμα που χρθςιμοποιείται λιγότερο. 
4. Σοποκζτθςε κάμερα ςτθν κορυφι με το επιλεγμζνο χρϊμα. (Κάκε τρίγωνο 

ζχει κάμερα.) 
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Θεώρημα Πινακοθήκησ [Chvătal 1975, Fisk 1978] 
n/3 κάμερεσ είναι πάντα αρκετζσ και μερικζσ φορζσ αναγκαίεσ για τθ 
φφλαξθ ενόσ n-πολυγϊνου.  

Απόδειξθ:  Αναγκαιότθτα: 



Αλγόριθμοι Τριγωνοποίησης Απλών Πολσγώνων 

• O(n2)   Θεϊρθμα 2. Επιπλζον με “ear removal”, Lennes 1911. 

 
• O(n log n)  Garey-Johnson-Preparata-Tarjan (ςάρωςθ επιπζδου) 1978. 
 
• O(n log log n)  Tarjan-van Wyk (ηυγιςμζνθ τομι & Jordan-ταξινόμθςθ) 1986-88. 
 
• O(n log* n) αναμενόμενοσ Clarkson-Tarjan-van Wyk 1989. 
 
• O(n)   Chazelle 1991.  [πολφπλοκο. Απλοποίθςθ;] 
 
• O(n) αναμενόμενοσ  Amato-Goodrich-Ramos 2000. [LN15] 
 
 
 
Ζνασ πικανόσ υποψιφιοσ για απλοφςτερουσ και αποδοτικοφσ αλγορίκμουσ τριγωνοποίθςθσ: 
 
• ψευδοτριγωνοποιιςεισ Mirzaian 1988  [LN14] 

http://www.cse.yorku.ca/~andy/courses/6114/lecture-notes/PolyTriangulation2001.pdf
http://www.cse.yorku.ca/~andy/courses/6114/lecture-notes/PolyTriangulate.pdf


Αλγόριθμος 

1. Σριγωνοποίθςθ απλοφ πολυγϊνου με γριγορο 
αλγόρικμο. 

Αναπαράςταςθ με διπλοςυνδεδεμζνουσ καταλόγουσ ακμϊν ϊςτε να 
μποροφμε να μεταβαίνουμε ςε γείτονα από ζνα τρίγωνο ςε ςτακερό χρόνο.  

2. Παραγωγι ενόσ 3-χρωματιςμοφ με DFS.  

3. Επιλζγουμε τθ μικρότερθ κλάςθ χρϊματοσ και εκεί 
τοποκετοφμε τισ κάμερεσ. 



Τριγωνοποίηζη Κσρηού Πολσγώνοσ 

(n) χρόνοσ! 

Ιδζα: 

Διαιροφμε ζνα απλό πολφγωνο ςε κυρτά  τεμάχια. 

Σριγωνοποιοφμε τα τεμάχια. 

μονότονα 

ίδιασ δυςκολίασ με τθν 
τριγωνοποίθςθ 



y-μονόηονα Τεμάτια 

y-άξονασ 

y-μονότονα αν κάκε οριηόντια γραμμι 
ζχει τομι με το πολφγωνο ζνα ςυνεκτικό 
χωρίο 

κινοφμαςτε 
πάντα προσ 
τα κάτω ι 
οριηόντια 

χαμθλότερθ 
κορυφι 

υψθλότερθ 
κορυφι 

τρατθγικι:  

Διαίρεςη του πολυγώνου ςε μονότονα 
τεμάχια και μετά τριγωνοποίηςη ςτο 
καθζνα.  



Κορσθή Σηροθής 

Η κορυφι ςτροφισ είναι εκεί που 
θ κίνθςθ από τθν υψθλότερθ 
κορυφι προσ τθ χαμθλότερθ 
αλλάηει κατεφκυνςθ (ανοδικι ςε 
κακοδικι και αντίςτροφα) 

v 

τθν κορυφι v 

 Και οι δφο γειτονικζσ κορυφζσ 
είναι από κάτω 

Σο εςωτερικό του πολυγϊνου 
είναι από πάνω. 

Επζλεξε μία διαγϊνιο που πάει προσ τα 
πάνω.  



Πένηε Τύποι Κορσθών 

Σο ςθμείο p = (x, y) είναι “κάτω” από ζνα διαφορετικό ςθμείο q = (u, v) αν 

y < v           ι         y = v και x > u. 

Αλλιϊσ το p είναι “πάνω” από το q.  
p 

q 
p q 

Εναρκτήρια κορυφή: πάνω από τουσ γείτονεσ με 
εςωτερικι γωνία < .   

Τερματική κορυφή: κάτω από τουσ γείτονεσ και 
ζχει εςωτερικι γωνία < .   

Συγχωνευτική κορυφή: κάτω από τουσ γείτονεσ 
με εςωτερικι γωνία > .   

Διχαςτική κορυφή: πάνω από τουσ γείτονεσ με 
εςωτερικι γωνία > .   

Κανονική κορυφή: οι υπόλοιπεσ (όχι ςτροφι) 

4 τφποι κορυφϊν ςτροφισ 

Σι ςυμβαίνει αν περιςτρζψουμε το πολφγωνο κατά ;   

Εναρκτιριεσ κορυφζσ  τερματικζσ κορυφζσ      διχαςτικζσ  ςυγχωνευτικζσ 



Τοπική μη-μονοηονία 

Λήμμα:  Ζνα πολφγωνο είναι y-μονότονο αν δεν ζχει διχαςτικζσ και 
ςυγχωνευτικζσ κορυφζσ.  

Απόδειξη Ζςτω ότι δεν είναι y-μονότονο.  Θα δείξουμε ότι περιζχει μία διχαςτικι 
ι ςυγχωνευτικι κορυφι.  

r 

εςωτερικό 

p q 
l 

εξωτερικό 

q p = r l 

εξωτερικό 

εςωτερικό 

Ξεκίνα ςτο q, διαπζραςε το ςφνορο με κατεφκυνςθ ϊςτε το 
εςωτερικό να είναι πάντα αριςτερά, και ζςτω ότι τζμνει τθν 
γραμμι l ςτο ςθμείο r. r 

Τπάρχει μία οριηόντια γραμμι l που τζμνει το πολφγωνο ςε >1 τμιματα,  
                        από τα οποία το αριςτερότερο είναι ζνα τμιμα μεταξφ 
                        των p (αριςτερά) και q (δεξιά). 

r  p 

Η υψθλότερθ κορυφι ςτθν κίνθςθ 
από τθν q ςτθν r πρζπει να είναι 
διχαςτικι κορυφι. 

r = p 

Διαπζραςθ κατά (r΄  p) 
τθν αντίκετθ φορά  
από q και τζμνει τθ  
γραμμι l πάλι ςτο ςθμείο r’.  
Η χαμθλότερθ κορυφι ςτθ  
διαπζραςθ είναι ςυγχωνευτικι. 

διχαςτική 

ςυγχωνευτική 



Διατωριζμός ζε Μονόηονα Τεμάτια 

Αυτό το Λιμμα υποδθλϊνει ότι το πολφγωνο κα ζχει y-μονότονα 
τεμάχια αν οι διχαςτικζσ και ςυγχωνευτικζσ κορυφζσ απομακρυνκοφν. 

 Πρόςκεςε μια διαγϊνιο κακοδικισ κατεφκυνςθσ από κάκε 
ςυγχωνευτικι κορυφι.  

 Πρόςκεςε μια διαγϊνιο ανοδικισ κατεφκυνςθσ από κάκε διχαςτικι 
κορυφι.  

Κακοδικι επίπεδθ ςάρωςθ: 

Σα ςυμβάντα είναι μόνο οι υπάρχουςεσ κορυφζσ.  

Η ουρά ςυμβάντων υλοποιείται με μία ουρά προτεραιότθτασ.  
v1, v2,…, vn  (αντιωρολόγια φορά) (ομοίωσ και οι ακμζσ ei) 

Σο επόμενο ςυμβάν εντοπίηεται ςε χρόνο O(log n). 



Διαγραθή Διταζηικής Κορσθής 

ei-1 

ej 

ek 

ei 

vi 
h(ej) 

ej  : ακμι ςτα αριςτερά  

vi  : διχαςτικι κορυφι 

ek  : ακμι ςτα δεξιά  

ι τθν πάνω κορυφι τθσ  
ej αν τζτοια κορυφι δεν 
υπάρχει. 

h(ej):  χαμθλότερθ κορυφι πάνω του vi 

               και μεταξφ ej και ek.   

i 

φνδεςε τθν vi  με τθν h(ei) 

βοθκόσ(ej) 



Διαγραθή Σσγτωνεσηικής Κορσθής 

ej 
ek 

vi ej  : ακμι ςτα αριςτερά 

vi  : ςυγχωνευτικι κορυφι 

ek  : ακμι ςτα δεξιά 

ε μία ςάρωςθ;;;;  

Οι ςυγχωνευτικζσ μποροφν να αντιμετωπιςκοφν με τον ίδιο ςε μία προσ τα πάνω 
ςάρωςθ όπωσ οι διχαςτικζσ ςε μία προσ τα κάτω ςάρωςθ. 

φνδεςε τθν vi  με τθν vm.   

vm   : ψθλότερθ κορυφι κάτω από τθ   
        γραμμι ςάρωςθσ και μεταξφ 
        των ej και ek. 

vm 

Ζλεξγε αν ο παλιόσ βοθκόσ είναι ςυγχωνευτικι κορυφι και τότε πρόςκεςε μία διαγϊνιο.   
(Η διαγϊνιοσ πάντα προςτίκεται αν ο νζοσ βοθκόσ είναι διχαςτικόσ).  

Η vm  κα αντικαταςτιςει τθν vi ωσ βοθκόσ τθσ ej.   

Αν ο βοθκόσ τθσ ej  δεν αντικακίςταται τότε τθ ςυνδζουμε με το χαμθλότερο άκρο τθσ.  



Καηάζηαζη Γραμμής Σάρωζης 

Δυαδικό Δζνδρο Αναηιτθςθσ Τ 

Αποκθκεφονται μόνο ακμζσ ςτα αριςτερά του εςωτερικοφ του πολυγϊνου.   

Οι ακμζσ αποκθκεφονται από αριςτερά προσ δεξιά. 

Ενδιαφερόμαςτε μόνο για ακμζσ αριςτερά των διχαςτικϊν 
και ςυγχωνευτικϊν κορυφϊν  

Με κάκε ακμι e αποκθκεφεται ο βοθκόσ του h(e).  



Διπλοζσνδεδεμένος Καηάλογος 

n κορυφζσ + n ακμζσ + 2 ζδρεσ  (αρχικά) 

Η πρόςκεςθ μίασ ακμισ ςτον κατάλογο κοςτίηει O(1) χρόνο. 

Καταςκευι διπλοςυνδεδεμζνου καταλόγου για τθν αναπαράςταςθ του 
πολυγϊνου. 

Οι ακμζσ ςτο δζνδρο Τ και ςτον κατάλογο ςυνδζονται μζςω 
δεικτϊν.  

Πρόςκεςθ ςτον κατάλογο των διαγωνίων για διχαςτικζσ και 
ςυγχωνευτικζσ κορυφζσ. 



Αλγόριθμος 

MakeMonotone(P) 
Input: A simple polygon P stored in DCEL D. 
Output: A partitioning of P into monotone subpolygons stored in D. 
1.   Q  priority queue storing vertices of P 
2.   T     // initialize the status as a binary search tree. 
3.   i  0 
4.   while Q    
5.      do vi  the highest priority vertex from Q  // removal from Q 
6.          case vi of   
7.               start vertex:  HandleStartVertex(vi) 
8.               end vertex:   HandleEndVertex(vi)  
9.               split vertex:   HandleSplitVertx(vi)  
10.             merge vertex: HandleMergeVertex(vi)  
11.             regular vertex: HandleRegularVertex(vi)  
12.          i  i + 1  



Διατείριζη Εναρκηήριας και 

Τερμαηικής Κορσθής 
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HandleStartVertex(vi) 
1.   T   T  {ei} 
2.   h(ei)    vi     // βοθκόσ 

ζνκεςθ ςτο T 

HandleEndVertex(vi) 
1. if h(ei-1) είναι ςυγχωνευτικι 
2.       then  ζνκεςθ διαγωνίου 
                     που ςυνδζει vi με h(ei-1)  
                     ςτο D 
3.   T    T – {ei-1} 

Εναρκτήρια κορυφή: πάνω από τουσ γείτονεσ με εςωτερικι 
γωνία < .   

Τερματική κορυφή: κάτω από τουσ γείτονεσ και ζχει εςωτερικι 
γωνία < .   
Συγχωνευτική κορυφή: κάτω από τουσ γείτονεσ με εςωτερικι 
γωνία > .   

Διχαςτική κορυφή: πάνω από τουσ γείτονεσ με εςωτερικι 
γωνία > .   

Κανονική κορυφή: οι υπόλοιπεσ (όχι ςτροφι) 



Διατείριζη Διταζηικής Κορσθής 
HandleSplitVertex(vi) 
1. Αναηιτθςθ ςτο T για τθν ej  αμζςωσ αριςτερά τθσ vi 
2. Ζνκεςθ ςτον D τθσ διαγωνίου μεταξφ vi και h(ej) 
3. h(ej)  vi 
4.  T    T + {ei} 
5. h(ei)  vi   
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Διατείριζη Σσγτωνεσηικής 

Κορσθής 

HandleMergeVertex(vi) 
1. if h(ei-1) είναι ςυγχωνευτικι 
2.       then  ζνκεςθ τθσ διαγωνίου 
                     μεταξφ vi και h(ei-1) ςτο D 
3.   T    T – {ei-1} 
4. Αναηιτθςθ ςτο T  για εφρεςθ ακμισ ej    
      αμζςωσ αριςτερά τθσ vi.  
5.   if h(ej) είναι ςυγχωνευτικι 
            then  ζνκεςθ τθσ διαγωνίου 
                     μεταξφ vi και h(ej) ςτο D 
6.   h(ej)  vi  
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Διατείριζη Σσγτωνεσηικής 

Κορσθής 

vi 

ej h(ej) 

ei-1 

h(ei-1) 

HandleMergeVertex(vi) 
1. if h(ei-1) είναι ςυγχωνευτικι 
2.       then  ζνκεςθ τθσ διαγωνίου 
                     μεταξφ vi και h(ei-1) ςτο D 
3.   T    T – {ei-1} 
4. Αναηιτθςθ ςτο T  για εφρεςθ ακμισ ej    
      αμζςωσ αριςτερά τθσ vi.  
5.   if h(ej) είναι ςυγχωνευτικι 
            then  ζνκεςθ τθσ διαγωνίου 
                     μεταξφ vi και h(ej) ςτο D 
6.   h(ej)  vi  



Διατείριζη Κανονικής Κορσθής 

HandleRegularVertex(vi) 
1. if το εςωτερικό του πολυγϊνου κείται  
      ςτα δεξιά του vi 
2.      then if h(ei-1) είναι ςυγχωνευτικι 
3.              then   ζνκεςθ τθσ διαγωνίου 
                             που ςυνδζει τθν vi με h(ei-1)  
                             ςτον D 
4.              T    T – {ei-1} 
5.              T    T + {ei} 
6.              h(ei)    vi  
7.      else αναηιτθςθ ςτο T για τθν ακμι ej   
                 αμζςωσ αριςτερά τθσ vi.  
8.              if h(ej) είναι ςυγχωνευτικι 
                    then  ζνκεςθ τθσ διαγωνίου 
                              που ςυνδζει τθν vi με h(ej)  
                              ςτον D 
9.                 h(ej)  vi 
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Διατείριζη Κανονικής Κορσθής 

vi 

ej 

h(ej) 

HandleRegularVertex(vi) 
1. if το εςωτερικό του πολυγϊνου κείται  
      ςτα δεξιά του vi 
2.      then if h(ei-1) είναι ςυγχωνευτικι 
3.              then   ζνκεςθ τθσ διαγωνίου 
                             που ςυνδζει τθν vi με h(ei-1)  
                             ςτον D 
4.              T    T – {ei-1} 
5.              T    T + {ei} 
6.              h(ei)    vi  
7.      else αναηιτθςθ ςτο T για τθν ακμι ej   
                 αμζςωσ αριςτερά τθσ vi.  
8.              if h(ej) είναι ςυγχωνευτικι 
                    then  ζνκεςθ τθσ διαγωνίου 
                              που ςυνδζει τθν vi με h(ej)  
                              ςτον D 
9.                 h(ej)  vi 



Ορθόηηηα 

Θεώρημα:  Ο αλγόρικμοσ προςκζτει ζνα ςφνολο μθ 
τεμνόμενων διαγωνίων που διαμερίηει το πολφγωνο ςε 
μονότονα τεμάχια 

Απόδειξη:   Σα τεμάχια δεν περιζχουν ςυγχωνευτικζσ/διχαςτικζσ 
κορυφζσ και άρα είναι μονότονα.  

Πρζπει να δείξουμε ότι τα επιπλζον τμήματα είναι διαγώνιεσ 
που δεν τζμνονται με ακμζσ του πολυγώνου ή μεταξφ τουσ. 

Αποδεικνφουμε τον παραπάνω ιςχυριςμό κοιτϊντασ κάκε 
τφπο κορυφισ ξεχωριςτά.  



MakeMonotone(P) 
Input: A simple polygon P stored in DCEL D. 
Output: A partitioning of P into monotone subpolygons stored in D. 
1.   Q  priority queue storing vertices of P 
2.   T     // initialize the status as a binary search tree. 
3.   i  0 
4.   while Q    
5.      do v    the highest priority vertex from Q  // removal from Q 
6.          case vi of   
7.               start vertex:  HandleStartVertex(vi) 
8.               end vertex:   HandleEndVertex(vi)  
9.               split vertex:   HandleSplitVertx(vi)  
10.             merge vertex: HandleMergeVertex(vi)  
11.             regular vertex: HandleRegularVertex(vi)  
12.          i  i + 1  

Χρόνος Εκηέλεζης 

// O(n) 

// O(log n) 

// O(log n) ςε κάκε περίπτωςθ 

// ερωτιςεισ και ενθμερϊςεισ 
// ςε O(log n) χρόνο και 
// ζνκεςθ μίασ διαγωνίου 
// ςτο D ςε O(1) χρόνο.  

υνολικόσ χρόνοσ:  O(n log n) υνολικόσ χϊροσ:  O(n) 



Τριγωνοποίηζη y-μονόηονοσ Πολσγώνοσ 

Τπόκεςθ:   Σο πολφγωνο είναι αυςτθρά y-μονότονο (όχι οριηόντιεσ ακμζσ). 

Επεξεργαςία ςε φκίνουςα ςειρά ωσ προσ y.  

Μία ςτοίβα S: κορυφζσ που ζχουμε ςυναντιςει αλλά 
μπορεί ακόμα να χρειάηονται διαγϊνιεσ.  

Ιδζα: πρόςκεςε όςεσ περιςςότερεσ διαγϊνιεσ από τθν 
τρζχουςα κορυφι προσ αυτζσ ςτθν ςτοίβα. 

Η χαμθλότερθ κορυφι ςτθν οροφι τθσ ςτοίβασ. 

χοάνθ 

Αναλλοίωτεσ ιδιότθτεσ ςτθν επανάλθψθ: 

Ζνα ςφνορο (πλευρά) τθσ χοάνθσ είναι μία ακμι του πολυγϊνου. 

Σο άλλο ςφνορο είναι μία ακολουκία από μθ κυρτζσ 
κορυφζσ (με εςωτερικζσ γωνίεσ > ) ςυν μία κυρτι 
κορυφι (τθν υψθλότερθ) ςτο κάτω μζροσ τθσ ςτοίβασ. 

μθ-κυρτζσ ςυν 
μία κυρτι 
κορυφζσ  

κυρτι 
κορυφι 

τρζχουςα 
κορυφι 



Περίπηωζη 1: Επόμενη Κορσθή ζηην 

Απένανηι Αλσζίδα 

τρζχουςα 
κορυφι uj 

uj-1 

uj-4 

uj-2 

uj-3 

e 

Αυτι θ κορυφι κα είναι θ χαμθλότερθ κορυφι 
τθσ ακμισ e που φράςςει τθν αλυςίδα. 

uj-4 

Εξαγωγι των κορυφϊν από τθ ςτοίβα. 
 
Πρόςκεςθ διαγωνίων από τθν τρζχουςα 
κορυφι ςε αυτζσ (πλθν τθσ τελευταίασ) 
με τθ ςειρά εξαγωγισ. 

Ειςαγωγι τθσ προθγοφμενθσ οροφισ τθσ 
ςτοίβασ και τθσ τρζχουςασ κορυφισ 
πάλι ςτθ ςτοίβα. 

uj-3 

uj-2 

uj-1 

uj-1 

uj 



Περίπηωζη 2: Επόμενη Κορσθή ζηην Ίδια 

Αλσζίδα 

τρζχουςα 
κορυφι uj 

uj-1 

uj-4 

uj-2 

uj-3 

Οι κορυφζσ που μποροφν να ςυνδεκοφν ςτθν 
τρζχουςα κορυφι είναι εντόσ τθσ ςτοίβασ. 

uj-2 

uj-5 

uj-4 

uj-3 

Εξαγωγι μίασ κορυφισ από τθ ςτοίβα. 
 
Τπάρχει μία ακμι με τθν τρζχουςα κορυφι. 

uj 

uj-5 

Εξαγωγι άλλων κορυφϊν όςο οι διαγϊνιεσ 
από τθν τρζχουςα κορυφι είναι ςτο 
εςωτερικό. 

uj-5 

Ειςαγωγι τθσ τελευταίασ εξαχκείςασ 
κορυφισ ςτθ ςτοίβα και ζπειτα τθσ 
τρζχουςασ κορυφισ. 

uj-1 

uj-4 



Ο Αλγόριθμος Τριγωνοποίηζης 

TriangulateMonotonePolygon(P) 
Input: A strictly y-monotone polygon P stored in DCEL D. 
Output: A triangulation of P stored in D. 
1. Merge the vertices on the left and right chains into one sequence 
        sorted in decreasing y-coordinate. (In case there is a tie, the one 
        with smaller x-coordinate comes first.) 
2.     Push(u1 , S) 
3. Push(u2 , S) 
4. for j  3 to n – 1   
5.       do if uj and Top(S) are on different chains 
6.               then while Next(Top(S))  NULL  
7.                             v  Top(S) 
8.                             Pop(S) 
9.                             insert a diagonal from uj to v  
10.                        Pop(S)  
11.                        Push(uj-1 , S)  
12.                        Push(uj , S)  
13.                else Pop(S)  
14.                        while Top(S) is visible from uj inside the polygon 
15.                             v  Top(S)  
16.                             insert a diagonal between uj and v  
17.                        Push(v, S)  
18.                        Push(uj , S) 



Παράδειγμα 
u 1 

u 2 u 3 

u 8 

u 5 

u 4 

u 7 

u 6 

u 10 

u 9 

u 14 
u 13 

u 11 

u 12 

u 15 u 16 

u 17 

u 19 

u 18 

u 20 

u2 

u1 

Αρχι: 

u2 

u1 

u3 
j =3: j =4: 

u2 

u1 

u3 u4 

j =5: 

u1 

u2 

u4 

u5 j =6: 

u1 

u5 

u5 

u6 



Παράδειγμα 

u6 

u5 

j = 7: 

u6 

u7 j =8: j =9: 

u8 

u9 

j =10: 

u8 

u9 j =11: u10 

u8 

u10 

u6 

u7 

u7 

u8 

u10 

u11 

u 1 
u 2 u 3 

u 8 

u 5 

u 4 

u 7 

u 6 

u 10 

u 9 

u 14 
u 13 

u 11 

u 12 

u 15 u 16 

u 17 

u 19 

u 18 

u 20 



Παράδειγμα 

j = 15: 

u10 

u15 

j = 16: 

u10 

u15 

u16 
j = 17: 

u10 

u16 

u15 u17 

u10 

j = 18: j = 19: 
u17 u18 

u17 

u19 u18 

u17 

u 1 
u 2 u 3 

u 8 

u 5 

u 4 

u 7 

u 6 

u 10 

u 9 

u 14 
u 13 

u 11 

u 12 

u 15 u 16 

u 17 

u 19 

u 18 

u 20 



Εκθσλιζμός: Αποθσγή ηης Ασζηηρής 

y-μονοηονικόηηηας 

Η χρονικι πολυπλοκότθτα είναι (n). 

#push  2n - 4 

#pop  #push 

Σί γίνεται αν κάποιεσ κορυφζσ ζχουν ίδιεσ τεταγμζνεσ; 

Σισ χειριηόμαςτε από αριςτερά προσ δεξιά. 

Είναι ςαν να περιςτρζφουμε το επίπεδο κατά τθν 
ωρολόγια φορά κατά λίγο ϊςτε κάκε κορυφι να ζχει 
διαφορετικι τεταγμζνθ. 



Χρονική Πολσπλοκόηηηα Τριγωνοποίηζης 

1. Διαχωριςμόσ απλοφ πολυγϊνου ςε μονότονα τμιματα. 

2. Σριγωνοποίθςθ κάκε μονότονου τμιματοσ. 

O(n log n)  

(n) για όλα τα μονότονα τμιματα μαηί 

Θεώρημα:  Ζνα απλό πολφγωνο μπορεί να 
τριγωνοποιθκεί ςε O(n log n) χρόνο και O(n) χϊρο.  


