TMHMA ITAHPO®OPIKHX
EEETAYH XTO MAOHMA « YIIOAOI'IETIKH 'EQMETPIA» - 14/6/2016

Awdpkela EEEtaong: 2 dpeg kat 45 Aemtd

1. (2 povaodeg) Avapépete Yopig autioAdyNom av 0l TOPUKAT® TPOTAGELG Elvat aANONS N WELONC.

1. "Eva yvnoimg y-povotovo moAdymvo pmopet vo tprymvomoinel og ypoppkd ypovo.

2. Kabe ecmtepikog kOpuPog extdc g piag evog kd-6évdpov avtiototyei oe pia opboydvia meploy.

3. Xto mpoPAnua g yOTELONG, OV £VO. TOAVEIPO UTOPEl Vo amokoAANnOel amd T pnqtpo pe pio

axoAovbia petatomicemv tOTE PMopel vo amokoAAnOel pe pio povadikn HeTatonion.

H topn n nuemmédowv (nall pe ta ohvopd tovg) dev pumopet va ekpuAicbet oe Eva onpeio.

To péyroto mnBog tov tpaneliov oe évav tpamellopepn] xaptn amd N evBHypappo TUfpaTe gtvat

YPOUUIKO.

6. H teyvicn ¢ kAoopOTIKNG emoAAAioG emitpémel vV TopdAANAn eKTEAECT EPOTNUATOV
avalftnong og dutetaypéveg MoTeg.

7. 'Eva gub0ypoppo tunpa amodnkevetar oe to mold O(logn) kopupovg evog dévopov evBuypaupmv
TUNUATOV TOVO G€ N VOVYPOULL TUNHOTA.

8. Ta mpotepaikd dEvdpa avalTnong, AEIToVpPYoVV ¢ 0EVEPA aval)TNoNS Yol TV Y-GUVTETOYUEVT] KO
¢ oopog (heap) yuo mv X-cvvietaypévn.

9. H molvmAiokdtnra piog eminedne vrodiaipeong gival ion pe 1o A0poicpa Tov TANO0VG TV KOPLPDV
KOl TOV OKUDV TNG.

10. 210 dviko eninedo pia gvbeio y=ax+b avtictoyel oto onueio (a,-b).

S

2. (1 povada) ‘Eocto D évag dumhocuvdedetévoc katdloyog akudv yio. pio enimedn vrodwaipeon S. [1ooeg
£0m-oLVIcTOoEG pmopel va €xet pia £dpa; [log pmopodpe va datpééovpe 10 eE@TEPIKO GUVOPO UG £dpag
pe 0edopévo éva delktn mpog v eyypaen g £0pag otov D; Ilodg pmopodpe va gviomicovpe OAEG TIG
TPOCTUTTOVGES OKUES GE Lio KOPLOT e DEGOUEVO Evay OEIKTN TTPOG VTN TV Kopven otov D;

3. (2.5 povadeg) Mog divovtar 00 cOvoro omd kOkKve, (cOvorlo R) kot pmie (cvvolo B) gvboypoppa
TUNUOTO GTO EMIMESO PE N Kot M 610 TAN00g evOVYpop TUAHATO aVTIGTOL(O. AEV LITAPYOVY TOUES LETAED
TOV EVOVYPALLOV TUNHATOV 6T0 chVolo R U B. ®éhovpue va avapépovpe kdbe KOKKIVO 000YPOLILO T LLOL
mov elvon umle-reprororyicuévo. 'Eva koxkivo evB0Ypappo Tuqua I etvor umie-mepiototyiopuévo otav kabe
optlOVTIOL YPOLUY] TTOV TO TEUVEL GLVAVTIO YL TPOTN EOPE amd aploTepd Kot amd 0efld KATOo UTAE
evBOypoppo T, AnAaodn, yio ke onueio tov I akpPmg aprotepd (0nwe opileton amd pio oploviia
ypapun) Kot axpiag deEd vdpyetl kdmolo pmAe €VOVYPOLLLO TUT LA,

Na dmoete Evav alydpBpo cdpmong mov maipvel oG €i6odo ta cuvora R ko B kot avagépet OAa ta pumie-
TEPIOTO(IoUEVO KOKKIVA €00V Ypappa Tufpate Tov R. Osmpeiote 0TL OAa T Akpa TV TUNUdTOV 6T0 R U
B &yovv d10popeTiKég Y-CUVTETAYUEVES Y10l VO OTAOTOMGETE TOV aAYOPIOLLO..

a) (0.5) Na opioete v kotdoToon TG copOTIKNG €v0eiag. Na meptyplyete TV KATAGTACIOKY] OO KOODC
Kot TNV ovpd cuuPavtwv.

B) (0.1) Adote v apyikomoinon tov aiyopifuov cog.

v) (1.3) Na avagépete Toug TOTOVS TOV GLUPBAVIOV KaOMOG Kol Twg avTeToniletal o Kabévas (otnv ovcia
o€ aVTO TO EPATNLLO TEPLYPAPETE TOV AAYOPIOLO).

d) (0.4) Adote TN XPOVIKN TOALTAOKOTNTA TOV aAyopiBHov Gag wg cuvaptnorn tov N kot M. [Méco ymdpo
yperdleton o alyopifpog;

€) (0.2) Zvinmote g pmopoVe Vo amoaKpHVOLLE TV VTTOBECT] TEPT SLUKPITAOV Y-GUVIETAYUEVOV.




4. (2 povadeg) AobBévtog evog cuvorov S amd evfhypoppa TuquaTo g Yevikn 0€om, o Tpameflopepng xapTng
T(S) ko 1 avtiotoyn doun dedopévov D katackevdlovton pe Evav avéntikd olyopduo . Xto D, 6tav évag
€0MTEPIKOG KOUPOG TepLéyel éva onueio/evBhypapplo TUNpa, TOTE TPOYWPAUE GTO APIGTEPE TOV KOUPOL
OTOV KIWVOUUOOTE OVTIGTOU(0 OPIGTEPG/TAV®D GTO €mimedo evd 1M kivinon mpog to 0e€d onuaivel Ot
peTaKvoOooTe 0eE18/KATM GTO EMIMEDO.

a) (0.4) Xpnowomowwvtag tov |, molo¢ givar 0 avapevopuevog xpovog yia tov vroroyiopd tov T(S) ko D;
[Toto eivan to avapevopevo péyeboc g D; [Mowog givarl o avapevopevog ypdvog epmdTNoNG Yo £vo onpeio
epa™ONG g;

B) (1.6) Eotm 6t 0 | emeEepydletor Ta e0OOYpapLpLo TUAIOTO TOL TUPOKATO GYNUOTOS LLE TN GEPA S1, S Kot
S3. Na oyedidoete tov tpameflopepn xaptn Kot tnv oviictoryn ooun oedopévov petd v évbeon Kabe
€VOVYPAUIOV TUNHOTOC. Do

Pa

5. (1 povada) 'Ecto 011 t0 amhd molbywvo P €xet tpryovonomBel. Tleptypdyte Evav amhd alyopBupo yio
TOV VTOAOYIGHO TOL TTANOOVS TV Kapepdv mov yperdlovionl £I61 ®OTE T0 MOAVYwvo P va pmopet va
KoAeOel. O akyopOuog Ba mpénel vo EKETEAEITOL GE YPALIKO ¥POVO KOl VO, XPNOLULOTOLEL TO TOAD |N/3]

KapepEG.

6. (2 povadeg) AobBévtog evog cuvorlov S amd N un kabeta evOVYpappo TURUATE 6TO Eminedo (Ta omoia,
pmopel va téuvoviar) meptyphyte évav alyopBpo yio vo amogocilete av vmdpyet | Oxt pio pun xébetn
evbeia mov va tépvel OAa evBVYpappa tupata oto S. [T cvykekpyéva cog (nreitar:

a) (1) Na opicete 10 avtiotoyo dvikd mpofAnpua.

B) (1) Na meprypyete évav alyopiBpo mov va Avvel 10 TpdPfAnua (Lmopeite va Bewpnoete g YvmOGTOVG
T0VG aAyopiBuovg mov meptypdwape oto padnua). No deiete v moivmAokdtnta Tov aAyopiBuov cog wg
ovvaptnon tov N=|S|.

7. (2 povaoeg) A) (1 povada) ‘Eoto | éva chvoro dwootnudtov enl e mpaypatikng evbsiog. @éhovpe va
amoONKEVGOVIE QVTA TO OGTNUATO £TGL MGTE VO UTOPOVUE VO TPOGOOPILOvLE YP1YOPA TO OLUGTHLLATOL
ov mepLEYovTol €€ 0AOKANPoL og éva dedopévo dtdotnua [X, X]. No avagépete Tmg avtd 10 EpMTNLLOL
vAoTOtEiTOL pE £vol EKTAGIAKO 0EvEpo ypnoilpomowdvtag xdpo O(nlogn), 6mov N givar o mAR0og TtV
SOTNUATOVY, Kol omavtoviog o tétow epomuate oe ypovo O(logn + K), omov k to mAnboc tov
OTTOVTI|GEDV.

B) (1 povada) ‘Eoto | éva cvvoro dtoctnudtov ent g mpaypatikng evbeiog. Oélovpe va amobnkevocovpe
LT To SICTAHOTA £TGL DGTE VAL LTOPOVLE VO TPOGOL0pilovpe YpNyopa TO OOGTHILOTO TOV TEPLEYOVV €&
OAOKAN POV éva dedopévo dtdotnuo [X, X]. No avagépete mmg avtd TO epOTNUA VAOTOEITOL HE €val
npoTePAiKd 6EvEpo avalntnong ypnoiporoldviog yodpo O(n), 6rov N givat o TAR00G TV SlueTUATOV, Kot
amavidvtog o€ tétoto epotnuata o€ ypdvo O(logn + k), 6mov k 1o minbog twv anaviicemy.

Kan Emitoyiall!




EvoelkTikég ATavtioeig

1.
1. A
2. ¥ (o1 un ppoayuéveg TepLoyEg oev givar opHoydVIEQ)
3. A
4. ¥
5 A
6. Y (empémer o€ pia tn Svadikn avoad)Tnon Kot 6TIC VITOAOITES TO OTOTEAEGLN VTOAOYILETAL HEGM OEIKTOV O
O(1) xpovo)
7. A
8. A (dev mailel pOAO MG TPOC TOEG GLVTETAYUEVES PTIAYVOVLLE TO TPOTEPAIKO dEVOPO avalNTNong).
9. Y (+mnbog edpmv)
10. A
2.

[Maipvovtog v ££m-cuVIeTOGO TNE £0pUG LWITOPOVUE VO SIATEPAGOVE OAEG TIG OKUEC OTAG TAIPVOVTOC TNG EXOUEVT]
KG0e aKpne.

Mmropel va €xel mapomdve amd pio 1 Ko 0.

XpNoponotove Ty EMOUEVN akUn TG S1dLUNG. AVTO Hog EMITPETEL VO TAIPVOLUE KATA TNV @POAdYL POPA OLEG TIg
OKLLEC,

3.

o) H katdotaon g capotikng gubeiag gival to ouvoro tov gvbuypappev tunpudtov tov R U B mov v téuvouv
TaEIVOUNUEVE MG TTPOG TN X-CLVIETAYHEVT] OO aplotepd mpog de&d (1 evbela ohpmong Kiveitar Katd tov Y-a&ova).
Kdafe koxkvo tpnipa S mov tépvel v gubeio capwong Exet pio Svadikn petafint surrounds mov eivar AAHOHE av
elvar umhe-mepiotoyiopuévn méve amd v vbeia capwong (Léxpt avtd 10 onueio dnradn) kot YEYAHE dapopetika.

H xotootaciokn dopn T givat éva Quytopévo dvadikd 3évopo mov amodnkevel Ty katdotaoT oto ALY Tov. Kdbe
@OALO avtioTolyel o€ éva evBVuYpoupo TuMque (UTAe 1 KOKKIVO) Kot TEPIEXEL KOl TNV OVTIoTOLYN SLOASIKY TOL
petafAnti epoOGoV givol KOKKIVO.

H Aiota cupfaviov sivor pio AMota mov amofdnkevel To cupPdvta mov etvatl OAa Ta Akpo TV LOVYPAUU®Y TUNHAT®V
o010 R U B ta&vounuéva og gBivouco, GEIpa Mg TPOC TNV Y-GUVTETOYIEVT.

B) H apyuomnoinon cuvictatol otnv Kataokeun pio GO0 KATaoTaook)G doung Kaddg Kot Tng Aotag cupuPaviov
UeTd omd TV TaEvounomn TV GKpov TV evBuypaupy TUNUdTOY g EOivovco oelpd pe fAcT TV Y-GUVTETOYUEVT.

v) Yrdpyovv 4 tHmol GUUPAVIOV TOV AVTIGTOLYOLV GTO TAVED KOl KATO GKPO €VOG KOKKIVOL 1 UTAE gvBOYpappov
Tufuotoc. Ot TEPTTMOGELC TOL 0Ayopidiov akoAovBovv:

1. Avw dxpo p tov xoxkivov evddypouuov tunpozog S: Avalntovpe to p oty doun T. Av ta tpunqpate akppdc
o10, aplotepd N/kor ota 6g&1d Tov P eivarl kokkwa tote Bétovpe surrounds oe PEYAHZ. Av kat ta 600
Tunpate okpiong ota 6e€1d Ko oto aplotepd givan umhe tote Bétovpe surrounds ce AAHOEX. 'Emetta,
evOétovpe 1o S poli pe v petafint surrounds oty doun T.

2. Kdrw déxpo p tov xokkivov ev@dypouuov tufuotos S: Avalntodue to p otnv dour T. Av surrounds givan
AAHGEX, 10 avapépovpe. Ataypdeovpe to S omd v T.

3. Avw axpo p tov urie evboypouuov tunuatos s: EvBétoope 1o S otny doun T.




4. Karw drxpo P tov umie evBoypopyov tunquotoc S: Avaintoope 1o p otnv T kot dtaypdeovpe 10 S. Av akpimg
aplotepd Tov 1N akpPdg 0e&ld TOL VINPYE KATOLO KOKKIVO TUNHO TOTE BETOLLE TNV avTioTOYN oMUl TOV O
YEYAHZ.

d) Ymapyovv ocuvvolkd 2(n+m) dkpa kor dpa vadpyoov O(n+m) cvuPdvta yw to omoio ypealOuacte
O((n+m)log(n+m)) yxpovo ocvvolikd vy vo To TOEWOUNGOVUE KOTO TNV Y-GUVTETOYHEVI] OTHV QOO NG
apywonoinons. Kabe copfav €xel og ovvémela pia évBeon M pio dwaypaer| amd v T kabdg Kot tov Eheyyo TV
yertovik®mv Tov eOAA®v. Kdébe pia tétown mpdén amaitei O(log(n+m)) ypdvo yio éva {uyiopévo dvadikd dévopo (m.y.
AVL-86vépo). Eropévag cuvolikd o xpdvog givar O((n+m)log(n+m)) evd o adyopiBpog xpetdletor ypoppKo ympo.

€) €) LIV MEPIMTOON TOV UM SOKPITOV Y-CUVIETAYUEVOV ODTO TTOL UOG EVOYAEL eivar OTL éva cuuPdav pmopel vo
avtioTotyel oe moALd onpeia. Ta va 1o Aoovpe, amAd Bewpolue 6Tt katd v tagwvounon oe ebivovsa cepd, Eva
onueio p pe dw y-ovvietoyuévn pe GAlo onpeio g Ba gival mpwv oy taSvounuévn Aiota coppdviov av n X-
GUVTETAYLEVT] TOL P €ivorl pkpOTEPN TOV (. AVTIOTOL(0 TPETEL VO YIVOLV OALOYEG KO GTOV XEIPIGUO TOV GUUPAVTOV.
Tu yivetar dpwg av 600 GKpa CUUTITTOVV; XE QLT TNV TEPITTOOT TPEMEL VoL OpicovUE KATAAANAQ TNV €vvola TNG
pmhe-reprotoynotndTTas. Av €va GKPO TOL KOKKIVOL Guumintel pe umAe 10te opilovpe 0Tt 10 KOKKIVO Ogv giva
umke-tepiotoynotpo. O adyoplBpoc Asttovpyei coTd AveEapTNTOG TN GEPAC TOV AKP®V 6TN AoTa cuuPdvTov.

4.
a) O(nlogn) , O(n) ka1 O(logn) avtictorya

B) @aivovtol oTIC TUPUKAT® EKOVEC.
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[Tpdta vroroyilovpe éva 3-ypopatiopnd tov P. Anpovpyodie 1o duikd ypaenua g tprymvonoinong tov P
Kol G YVOOoTO avTd TO Ypaenua Ba givar éva dévdpo. Emaéyovpe omotoonmote kKOpuPo tov d€vopov g pila
Kot YpoUATilOVUIE TIG KOPLOES TOL OVTIOTOWOL TPlydvoy pe tpia ypopato. Eneita emavoiapfdvovpe
ekTEMMVTOG pia dromépact kot Paboc oto 6évopo (DFS). Kabe popd mov eréyyovpe éva tpiywvo, 600 omd
TIG KOPLPEG TOL Bl etvar MO YPOUATIGUEVES Kol dpa ypopoTilovpe ToV KOUPO LE TO EVOTOUEIVOV YPDOLLOL.




Otov ohokAnpwBel 0 ypoOUOTIOUOS, ETMAEYOVUE TO YPOUO TOV EYOVUE YPTOCLLOTOMOEL AYOTEPO Kot
TOTOOETOVUE GE AVTEC TIC KOPLPES TIC KAPEPEC.

6.

o) KdaBe evboypoppo tpuqpe oto duikd omotehel v Topn 600 un mapdAiniov nuenmédoy tov opilovral and Tig
duiég evbeieg mov avtioToyohv oTa dikpa ToL gVOVYpauoL TUAaTOC. 'Eatm 6Tt ovopdlovpie anTéG TIG TEPLOYES MG
numeployés. To mpdPAnpa eivar 1o e€ng: AoBévimv tétoiwv NuImepLoY®V 6to eninedo va Ppebel av vapyet kdmolo
onueio Tov va avinKeL o€ OAES TIG NUITEPLOYEC. AVTO TO onpeio avTiotoyel o€ pia evbeia oTo TPMTEHOV TPOPAN LA TOV
Tépvel ke vBHypapo TUHO TTOL TEPLEYEL GTO dVLIKO TOV AVTO TO OMUEiD.

B) "Exovue n nuumeptoyéc mov avtiotolyobv oe 2n nueninedo. Bpiockovpe v Topu OAOV 0DTOV TOV NUETITEI®V e
TOVG YVOGTOVG aAyOplOpovg Kot epocov avtn dev givar kevy amavtape Ogticd (oe O(nlogn) ypdvo yepdtepng
nepintoong 1 O(N) avapevopevo xpovo)

H mopamdvo amdvinon sival AdBog. Avtd yiati dev 0Ehovpe éva onpeio TavTdYpova Kot oTa 2n Nenineda oAAd o N
a6 avutd. H cwotr Ao glvar va ypnotponotcovpe STAOGLVOEIEPEVO KATAAOYO OKUOV Kol va omobnkevovpe
OVTEG TIG U1 KLUPTEG TEPLOYESG (GPNVES) HE GTOYO Vo BpoDUE TV TOUN TOLG. Av ot givan un kevn toTe gipacte OK.
Tuvolkog xpovog O(nZlogn).

7.

A) Xpnoyonolobpe éva ektoclokd dévopo (range tree) mov ypnowonotei O(nlogn) xmpo. Kabe gvbiypopo turpa
[X,y] T0 avamapiotodue 011 2 drootdoeig og onueio (X,Y). To epdmua [o,B] tdpa yiveton o¢ eéng: Enéotpeye ola ta.
onpeio oto opboydvio [a,a] % [B,B].

B) Xpnoipomnolodue évo Tpotepaikod dEvopo avaltnong Tov ypnotuonotel ypaukd yopo. Kabe svdbypoaupo tunua
[X,y] To avamapiotodue otig 2 dootdoelg og onueio (X,Y). To epdtua yio to didotua [o,f] yivetal: exéotpeye OAa.
To onpeia 6o ddotnua (-oo, a] x [B, +o).




