
Ορκογωνικι Εκταςιακι 
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Orthogonal Range Searching 

Ερωτιματα ςε Βάςεισ Δεδομζνων 



Αλαθνξέο: 
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Εφαρμογζσ: 
  
• Βάςεισ Δεδομζνων 
• GIS, Γραφικά: αποκοπι και εςτίαςθ, παράκυρα 
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Ορκογωνικι Εκταςιακι Αναηιτθςθ: 
Βάςεισ Δεδομζνων 
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Δκηαζιακό Δπώηημα: [7 : 49] 

ρίηα[T ] 

1D-Γέλδξν: Μνλνδηάζηαηε Δθηαζηαθή 
Αλαδήηεζε 

Σηαηηθό; Γπαδηθή Αλαδήηεζε ζε έλα ηαμηλνκεκέλν πίλαθα 

Γπλακηθό; Απνζήθεπζε ζεκείσλ ζε έλα δπγηζκέλν δπαδηθό δέλδξν T.  



vδιχαςμοφ 

Αλγόπιθμορ 1DΔθηαζηαθήΔξώηεζε (v, x1, x2) 

Αν ην v είλαη θύιιν ηόηε αν  x1  x(v)  x2  ηόηε αλαθνξά δεδνκέλσλ ζηνλ v 

αλλιώρ  

 Αν x1  x(v)  ηόηε 1DΔθηαζηαθήΔξώηεζε(αθ(v), x1, x2) 

 Αν x(v) < x2  ηόηε 1DΔθηαζηαθήΔξώηεζε(δθ(v), x1, x2) 

ρίηα[T ] 
Απόδοζη:  

 
Φξόλνο Δξώηεζεο  O(k + logn)  T ,[x1,x2]  έμνδνο 

Φξόλνο Καηαζθεπήο  O(nlogn) P  T  

Φώξνο   O(n) απνζήθεπζε T  
 

[Βέιηηζηα] 

k θύιια αλαθέξνληαη 

Δθηαζηαθή Δξώηεζε 



Γιδιάζηαηο ππόβλημα d=2:   

ζεκείν p=(x(p), y(p)), πεξηνρή R = [x1 : x2]  [y1 : y2] 

pR      x(p)  [x1 : x2]  θαη y(p)  [y1 : y2] . 

x1     x(p)   x2  

x 

y 

p 

y2 

y1 

y(p) 

L = θάζεηε/νξηδόληηα δηραζηηθή επζεία 

Δλαιιαγή κεηαμύ θάζεηεο θαη νξηδόληηαο δηρνηόκεζεο 

ζε άξηηα θαη πεξηηηά βάζε αληίζηνηρα. 

(Υπόζεζε: δελ ππάξρνπλ ζεκεία κε ίδηεο x ή y 

ζπληεηαγκέλεο.) 

Pαξηζηεξό Pδεξιό 

L 

2D-δέλδξν 

R 

L 
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Pδεξιό 

L 

Pαξηζηεξό 

Pδεξιό 

Ή 

Διδιάςτατο Δζνδρο 



Δίζοδορ: P = {p1, p2 , …, pn}  2  

Έξοδορ: 2D-δέλδξν απνζεθεύνληαο ην P. 

 

Βήμα 1: Ταμηλόκεζε ηνπ P σο πξνο x & y, Û = (Xsorted(P), Ysorted(P)). 

Βήμα 2: root[T ]  Καηαζθεπή2DΓέλδξνπ( Û, 0) 

Αλγόριθμος Καταςκευι2DΔζνδρου(Û, βάκοσ) 
Αν το Û περιζχει ζνα ςθμείο τότε return το φφλλο που περιζχει το ςθμείο 
αλλιώς 
 Αν  το βάκοσ είναι άρτιο 
 τότε θ διάμεςθ τετμθμζνθ διαςπά το Û ςε Ûαριςτερά και Ûδεξιά 
 αλλιώς θ διάμεςθ τεταγμζνθ διαςπά το Û ςε Ûαριςτερά  και Ûδεξιά 
           v   ζνασ νζοσ κόμβοσ που αποκθκεφει τθν ευκεία διάςπαςθσ L  
           vαριςτερόσ   Καταςκευι2DΔζνδρου(Ûαριςτερά, 1+βάκοσ) 
           vδεξιόσ  Καταςκευι2DΔζνδρου(Ûδεξιά, 1+βάκοσ) 
           return  v 
τέλος 

T(n) = 2T(n/2) + O(n) = O(nlogn) σπόνορ. 

Καταςκευι 2D-δζνδρου 
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Δξώηεζε Σεκείνπ ζε 2D-Γέλδξν 



πεξηνρή(v) = νξζνγώληα πεξηνρή (πηζαλώο κε θξαγκέλε) πνπ θαζνξίδεηαη από ην 

ππνδέλδξν κε ξίδα ην v. 

 

πεξηνρή(root[T ]) = (- : +)  (- : +)  

 

Έζησ πεξηνρή(v) = x1 : x2  y1 : y2 

Πνηεο είλαη νη πεξηνρή(αζ(v)) θαη πεξηνρή(δζ(v)); 

 

 

Με δηάζπαζε σο πξνο x: 
πεξηνρή(αζ(v)) = x1 : x(L)]  y1 : y2  

πεξηνρή(δζ(v)) = (x(L) : x2  y1 : y2  

 

 

 

 

Με δηάζπαζε σο πξνο y: 
πεξηνρή(αζ(v)) = x1 : x2  y1 : y(L)] 

πεξηνρή(δζ(v)) = x1 : x2  (y(L) : y2  

 

αζ(v) δζ(v) 

L 

αζ(v) 

δζ(v) 
L 

Πεξηνρέο Κνξπθώλ ζε 2D-Γέλδξν 



Δθηαζηαθή Δξώηεζε ζε 2D-Γέλδξν 

Για τθν περιοχι: R = [x1 : x2]  [y1 : y2]  τρζξε Διερεφνηση2DΔέντρου (ρίζα[T ] , R ) 

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Γιεπεύνηζη2DΓένηπος ( v , R ) 

1. αν   v είλαη θύιιν  και αν   p(v)  R : αλέθεξε p(v) 

2. αλλιώρ αν  πεξηνρή(αζ(v))  R 

3.  ηόηε  ΑναθοπάΥποδένηπος(αθ(v)) 

4.  αλλιώρ αν  πεξηνρή(αζ(v))  R    

5.         ηόηε Γιεπεύνηζη2DΓένηπος ( αθ(v) ,R ) 

6.         αν  πεξηνρή(δζ(v))  R 

7.  then  ΑναθοπάΥποδένηπος(δθ(v)) 

8.  else if πεξηνρή(δζ(v))  R    

9.         then Γιεπεύνηζη2DΓένηπος ( δθ(v) ,R ) 

ηέλορ 

 Η πεπιοσή(v) κπνξεί είηε λα απνζεθεύεηαη ζε θάζε 

θόκβν είηε λα ππνινγίδεηαη επί ηόπνπ (βι. πξνεγνύκελε 

δηαθάλεηα) 

 

 Η ΑναθοπάΥποδένηπος(v) είλαη κηα απιή in-order 

αλαθνξά ησλ θόκβσλ πνπ είλαη απόγνλνη ηνπ v θαη 

απαηηεί γξακκηθό ρξόλν 



Φξόλνο Απάληεζεο Δθηαζηαθνύ Δξσηήκαηνο 

 Αλάιπζε κέζσ πιήζνπο άζπξσλ, γθξίδσλ θαη καύξσλ θόκβσλ 

 Οη άζπξνη θόκβνη δελ επεξεάδνπλ ηνλ ρξόλν εθηέιεζεο 

 Πιήζνο καύξσλ θόκβσλ = Κ 

 Μέλεη λα ππνινγηζηεί ην πιήζνο ησλ γθξίδσλ θόκβσλ 
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L L H(n) V(n) 

 Αλ αληί γηα νξζνγσληθό εθηαζηαθό εξώηεκα, έρνπκε κηα θαηαθόξπθε επζεία, 

πόζνη θόκβνη ζα είλαη γθξίδνη ζην δέληξν; 

 Οξίδνπκε αλαδξνκηθά ην πιήζνο ησλ γθξίδσλ θόκβσλ (πξνζνρή: ε αλαδξνκή 

πξέπεη λα έρεη ίδηα αξρηθή θαηάζηαζε –π.ρ. θαηαθόξπθε επζεία- νπόηε κειεηνύκε 

ηη ζπκβαίλεη ζε βάζνο δύν επηπέδσλ) 



Πνιππινθόηεηεο dD-Γέληξνπ 

2D-Γένηπο 

  Φξόλνο Δξώηεζεο : O( K + n ) ρεηξ. πεξίπησζε, O( K + log n) κέζε πεξίπησζε 

  Φξόλνο θαηαζθεπήο :  O(n log n) 

  Φώξνο : O(n) 

dD-Γένηπο    d-δηαζηάζεηο 
 

Αθνινπζνύκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία ρσξίδνληαο ζε θάζε επίπεδν κε βάζε κηα από ηηο d 

δηαζηάζεηο. 

 

 Φξόλνο Δξώηεζεο:    O(dK + d n1–1/d )  

 Φξόλνο Καηαζθεπήο: O(d n log n) 

 Φώξνο:                      O(dn) 



Range Trees 

2D Range Tree 

  Query Time:            O( K + log2 n ) 

      O(K + log n) by Fractional Cascading 

  Construction Time:  O(n log n) 

  Space:                     O(n log n) 

Range R = [x : x’]  [y : y’]       

1D Range Tree on x-coordinates: 

x x’ 
O(log n) canonical sub-trees 

O(log n) 

x x’ 

Each x-range [x : x’] can be expressed as the disjoint union of O(log n) canonical x-ranges. 

y 



Range Trees 

2-level data structure: 

P(v) 

v 

P(v) 

Tassoc(v) 

root[T ] 

Primary Level: 

BST on 

x-coordinates 

Secondary level: 

BST on y-coord. 

min(v) max(v) 



Δλαιιαθηηθέο Όςεηο ησλ Δθηαζηαθώλ Γέληξσλ 



Range Tree Construction 

ALGORITHM   Build 2D Range Tree (P) 

Input:     P = { p1, p2 , …, pn }  2,   P = (Px , Py)                

               represented by pre-sorted list on x (named Px) and on y (named Py). 

Output:  pointer to the root of 2D range tree for P. 

 
Construct Tassoc , bottom up, based on Py , 

but store in each leaf the points, not just their y-coordinates. 

 

if  |P| > 1   

then do 

         Pleft     { pP |  px  xmed  of P }       (* both lists Px and Py should split *) 

         Pright    { pP |  px > xmed  of P } 

         lc(v)   Build 2D Range Tree (Pleft ) 

         rc(v)   Build 2D Range Tree (Pright ) 

od 

min(v)  min (Px );  max(v)  max(Px ) 
Tassoc(v)  Tassoc 

return  v 

end 

T(n)  = 2 T(n/2) + O(n)  =  O(n log n) time. 

            This includes time for pre-sorting. 



Δξώηεκα ζε 2D Δθηαζηαθό Γέληξν 



2D Range Query 

ALGORITHM   2DRangeQuery ( v, [x : x’]  [y : y’] ) 

1. if   x   min(v) & max(v)  x’ 
2.     then   1DRangeQuery (Tassoc(v) , [y : y’] ) 

3.     else if  v is not a leaf  do 

4.             if   x   max(lc(v))  

5.                  then  2DRangeQuery ( lc(v), [x : x’]  [y : y’] ) 

6.             if   min(rc(v))  x’ 

7.                  then  2DRangeQuery ( rc(v), [x : x’]  [y : y’] ) 

8.      od 

end 

x x’ 

T 

•  Line 2 called at roots of  red canonical sub-trees, a total of O(log n) times. 
     Each call takes O(Kv + log | Tassoc(v) | ) = O(Kv + log n) time. 

•  Lines 5 & 7 called at blue shoulder paths. Total cost O(log n). 

•  Total Query Time = O(log n + v(Kv + log n)) = O(vKv + log2 n) = O(K + log2 n). 

Query Time:            O( K + log2 n )   will be improved to O(K + log n) by Fractional Cascading 

Construction Time:  O(n log n) 

Space:                     O(n log n) 



Απεηθόληζε Φξόλνπ Δξώηεζεο 



Higher Dimensional Range Trees 

P(v) 

v 

P(v) 

Tassoc(v) 

root[T ] 

Primary Level: 

BST on the 1st  

coordinate 

(d-1)-dimensional 

 Range Tree 

 on coord’s 2..d. 

P = { p1, p2 , …, pn }  d,    pi = (xi1 , xi2 ,  … , xid ) , i=1..n.  



Higher Dimensional Range Trees 

d-level data structure 



Higher Dimensional Range Trees 

Query Time:            Qd(n) = O( K + logd n)   improved to O(K + logd-1 n) by Frac. Casc. 

Construction Time:  Td(n) = O(n logd-1 n) 

Space:                     Sd(n) = O(n logd-1 n) 
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General Sets of Points 

What if 2 points have the same coordinate value at some coordinate axis? 

  Composite Numer Space:   (lexicographic order) 

  (a,b)  (a | b) 

  (a | b) < (a’ | b’)    a<a’ or (a=a’ & b<b’) 

 

   p = (px , py )      p’ = ((px | py ) , (py | px ) ) 

      R=[x:x’][y:y’]    R’ = [ (x | -) : (x’ | +) ]  [ (y | -) : (y’ | +) ]  

 

      p  R                       p’  R’  

 

         x  px  x’                     (x | -)  ((px | py )  (x’ | +)  

      & y  py  y’                 & (y | -)  ((py | px )  (y’ | +)  

 

   Note: no two points in the composite space have the same  

       value at any coordinate (unless they are identical points). 



Fractional Cascading (Κιαζκαηηθή Δπαιιειία) 

IDEA:  Save repeated cost of binary search in many sorted lists for the same 

             range [y : y’] if the list contents for one are a subset of the other. 

 A2  A1   

 Binary search for y in A1 to get to A1[i]. 

 Follow pointer to A2 to get to A2[j]. 

 Now walk to the right in each list. 

3 5 7 9 13 15 1 19 23 26 31 36 45 

5           13           26                         36         45 

A1 

A2 

63 92 

nil nil 



Fractional Cascading 

3 5 7 9 13 15 1 19 23 26 31 36 A1 

A2 

nil 3   5    7  9    13  15   1   19  23   26   31    36 

A3 

  A2  A1 , A3  A1 . 

 No binary search in A2 and A3 is needed. 

 Do binary search in A1.  

 Follow blue and red pointers from there to A2 and A3. 

 Now we have the starting point in each sorted list. Walk to the right & report. 



Layered 2D Range Tree 

v 

lc(v) 
rc(v) 

P(lc(v)) P(rc(v)) 

P(v) 

T 

Tassoc(v) 

Tassoc(lc(v)) Tassoc(rc(v)) 

P(lc(v))    P(v) 

P(rc(v))    P(v) 



Layered 2D Range Tree 

T 

Associated Structures at 

the secondary level by 

Fractional Cascading 



Layered 2D Range Tree (by Fractional Cascading) 

Query Time: 
Q2(n) = O(log n + v (Kv + log n)) = O(v Kv + log2 n) = O(K + log2 n) 
 
improves to: 
Q2(n) = O(log n + v (Kv + 1)) = O(v Kv + log n) = O(K + log n). 
 

For d-dimensional range tree query time improves to: 
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Priority Search Trees 


